Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


.iA^l^^'^j:::^ 


Terscbiedeuen 
leBichtspaiikten 
terden. 

f  die  Befemte 
Reinigung  be- 
If  Orientierung 
l^a  gesicherten 
Wangaben  die 
Ir  hinaus  aber 

^ |lung,  wie  sie 

zum  selbstAiidigen,"T<nr  umfangrettBen  voeuemuidlBli  ulidbhSngigen  Ein- 
dringen in  die  Disciplin  erforderlich  iat,  auch  bei  den  breiter  angelegten 
Beferaten  der  Deutschen  Mathematiker -VeFeinigtmg,  in  welcher  haupt- 
sächlich das  historische  und  teilweise  auch  das  kritische  Element  zur 
Geltung  kommt,  verzichtet  werden.  Eine  solche  ausftlhrliche  Darlegung, 
die  sich  mehr  in  dem  Charakter  eines  auf  geschichtlichen  und  littera- 
rischen Studien  gegründeten  Lehrbuches  bewegt  und  neben  den  rein 
wissenschaftlichen  auch  pädagogische  iOtteressen  berücksichtigt,  erscheint 
aber  bei  der  raschen  Entwickelnng  und  dem  umfang  des  zu  einem 
grofsen  Teil  nur  in  Monographien  niedergelegten  Stoffes  durchaus  wichtig, 
zumal,  im  Vergleiche  z.  B.  mit  Frankreich,  bei  uns  in  Deutschland  die 
matliematische  Litteratur  an  Lehrbüchern  über  spezielle '  Gebiete  der 
mathematischen  Forschung  nicht  allzu  reich  ist. 

Die  Verlagebuchhandlung    B.  G,  Teuhner    giebt   sich    der   Hoffiiung 
hin,  dafs  sich  recht  zahlreiche  Mathematiker,  Physiker  und  Astronomen, 


Geodäten  und  Techniker,  sowohl  des  In-  als  des  Auslandes,-  in  deren 
Forschungsgebieten  derartige  Arbeiten  erwünscht  sind,  zur  Mitarbeiter- 
schaft an  dem  üntemehmeii  entschliefsen  möchten.  Besonders  nabe  liegt 
die  Beteiligung  den  Herren  Mitarbeitern  an  der  Encyklopädie  der  Mathe- 
matischen Wissenschaften.  Die  umfangreichen  litterarischen  und  speziell 
fachlichen  Studien,  welche  fOr  die  Bearbeitung  von  Abschnitten  der 
Encyklopädie  vorzunehmen  waren,  konnten  in  dem  notwendig  eng  be- 
grenzten Bahmen  nicht  vollständig  niedergelegt  werden.  Hier  aber,  bei 
den  Werken  der  gegenwärtigen  Sammlung,  ist  die  Möglichkeit  gegeben, 
den  Stoff  freier  zu  gestalten  und  die  individuelle  Auffassung  und  Eichtung 
des  einzelnen  Bearbeiters  in  höberem  Mafse  zur  Geltung  zu  bringen. 
Doch  ist,  wie  gesagt,  jede  Arbeit^  die  sich  dem  Plane  der  Sammlung 
einfligen  läfst,  im  gleichen  MaTse  willkonmien.  / 

Bisber  haben   die  folgenden  Gelehrten   ihre   geschätzte  Mitwirkung 
zugesagt,  während  erfreulicherweise  stetig  neue  Anerbieten  zur  Mitarbeit 
an  der  Sammlung  einlaufen,  worüber  in  meinen  „Mitteüiüigen^'  fortlaufend 
berichtet  werden  wird: 
P.  Baohmaniit  niedere  Zahlentheorie. 

M.  Böoher,  über  die  reellen  Lösungen  der  gewöhnlichen  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung. 
G.  Bohlzmum,  Versichemngsmathematik.  > 

G.  BL  Bryan,  Lehrbuch  der  Thertnodynamik. 

G.  CastelnuoTO  und  F.  Enriques,  Theorie  der  algebraischen  Flächen. 
S.  Ozaber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  ihre  Anwendung  auf  Fehler- 

ausgleichnng,  Statistik  und  Lebensversicherung. 
L.  If.  Diokson,  Linear  Groups  with/an  exposition  of  the  Galois  Field 

theory.       [in  engllacber  Sprache.    Erschienen.] 

F.  Dingeldey,  Kegelschnitte  und  Eegelschnittsysteme. 

F.  Dingeldey,  Sammlung  von  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Differential- 

imd  Litegralrechnung.  ^     .  ^       . 

G.  Enesitröin  (in  Verbindung  'mit  andern  Gelehrten),  Handbuch  der  Ge- 

schichte der  Mathematik. 
F«  Enriques,  Prinzipien  der  Geometrie. 
Fh«  Furtwängler^  die  Mechanik  der  einfachsten  physikalischen  Apparate 

und   YerSUChsanordnungen.       [Unter  der  Fresse. j 

A.  Gleichen,  Optische  Abbildungslehre  u.  Theorie  der  optischen  Instrumente. 

M,  Grübler,  Lehrbuch  der  hydraulischen  Motoren. 

J.  Harkness,  elliptische  Funktionen. 

If.  Henneberg,  Lehrbuch  der  graphischen  Statik. 

K.  Henn,  die  kinetischen  Probleme  der  modernen  Maschinenlehre. 

G.  Jiingv  Geometrie  der  Massen. 

G.  Kohn,  rationale  Kurven. 

A.  Erazer,  Handbuch  der  Lehre  von  den  Thetafunktionen. 
H.  Li^b,  Akustik. 

B.  V.  Xiilienthal,  Differentialgeometrie. 


I 


A.  Loewy,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  liiiearen  Substitutionsgruppen. 
A.  B.  H.  Love«  Lehrbuch  der  Hydrodynamik. 

A.  E.  H.  Love«  Lehrbuch  der  ElasticitSi 

G.  Loria,  spezielle,  algebraische  und  transcendente  Kurven  der  Ebene. 
Theorie  und  Greschichte.   [ErsoMenen.] 

B.  Mehmke,  über  graphisches  Bechnen  und  über  Eechenmaschinen,  sowie 

über  numerisches  Bechnen. 
W.  Meyerhofer,  die  mathematischen  Grundlagen  der  Chemie. 
If.  Netto,  Lehrbuch  der  Combinatonk.    cBnoMeaen.] 
W.  S*.  Osgood,  allgemeine  Funktionentheorie. 

E.  Ovasza,  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik. 

S,  Fasoal,  Determinanten.     Theorie  und  Anwendungen.  [EnoM^nen.] 
S.  Finoherle,  Eunktional-Gleichungen  und  -Operationen. 
Tx.  FockeLs,  Krystalloptik. 

A.  Fringsheim,  Vorlesungen  über  Zahlen-  imd  Funktionenlehre.     (Ele- 

mentare Theorie  der  unendlichen  Algorithmen  und  der  analytischen 
Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen.)     Bd.  L    Zahlenlehre. 
Bd.  n.   Funktionenlehre. 
O.    Segre,    Vorlesungen   über   algebraische   Geometrie",    mit   besonderer 
Berücksichtigung  der  mehrdimensionalen  Bäume. 

D.  Seliwanoff,  Differenzenrechnung. 
M.  Simon,  Elementargaometrie. 

F.  St&okel,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Dynamik. 

F.  St&ckel,  Differentii).lgeometrie  höherer  Mannigfaltigkeiten. 

O«  Staude,  Flächen  und  Flächensysteme  zweiter  Ordnung. 

O.  Stolz  und  J.  A.  Gmeiner,  theoretische  ^Arithmetik.    [Abt.  i  dnchie&en.] 

B.  Sturm,  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaften. 
B.  Sturm,  die  kubische  Baumkurve. 

H.  E.  Timerding,  Theorie  der  Streckensysteme  und  Schrauben. 

K.  Th.  Vahlen,  Geschichte  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra. 

K.  Th.  Vahlen»  Geschichte  des  Sturmschen  Satzes. 

A«  Vops,  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik. 

A.  Voss,  Abbildung  und  Abwicklung  der  krummen  Flächen. 

E.  V.  Weber,  Vorlesungen  über  das  Pfaffsche  Problem  und  die  Theorie 

der  partiellen  Diffei^entialgleibhungen  1.  Ordnung.  [ErsoMenen.] 
A.  G.  Webster,  the  Dynamics  of  Particles,  of  rigid,  elastic,  and  fluid  Bodies 

being  Lectures  on  Mathematical  Physics.  [in  engUscher  Sprache,  u.  d.  Pr.] 
A.  Wiman,  endliche  Gruppen  linearer  Transformationen. 
W«  WirÜnger,  algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale. 
W.  Wirtinger,  partielle  Differentialgleichungen. 
£L  G.  Zeuthen,  die  abzählenden  Methoden  der  Geometrie. 

Mitteilungen  über  weitere  Bände  werden  baldigst  folgen. 
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Leipzig,  Poststrafse  3. 

Oktober  1901. 


B.  ö.  Teubner. 


Yerlag  yon  B.  0.  Tenbner  in  Leipzig, 

Uandbuch  der  angewandten  Qptik 

in  drei  Bänden 

von 

Dr.  Adolph  Steinbeil,    und         Dr.  Ernst  Voit, 

Mitglied  der  Akademie  der  Wisgenschaften  Flrofessor  an  der  techniBcheii  Hoohacbule 

in  Münohen.  su  Münohen. 


Erster  Band: 

Yoranssetzung  für  die  Berechnung  optischer  Systeme  nnd  Anwendang  auf 

einfache  nnd  achromatische  Linsen« 

Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  7  lithographierten  Tafeln. 

[VI  u.  314  S.]    gr.  8.    1891.    Preis  geh.  JLl^.-^ 

Hieraus  besonders:  Beilagen.    [109  S.]    Preis  JL  ^.— 


Dieses  Handbuch  ist  ein  Hilfsmittel  allerersten  Banges  für  denjenigen, 
welcher  optische  Systeme  jpraktisch  berechnen  will.  Nachdem  die  Gesetze  der 
Reflexion  und  Brechung,  die  Bestimmung  der  Brechungsindices,  der  Dispersion 
behandelt  sind,  wird  das  achromatische  Prisma  und  das  sekundäre  Spectrum 
einer  ausfCihrlichen  Diskussion  unterzogen.  Sodann  werden  die  Fundiunental- 
eigenschaften  eines  dioptrischen  Systemes  besprochen,  und  die  experimentelle 
Bestimmung  der  Fundamentalpunkte  wird  dargelegt. 

Bei  der  AufzSMung  der  Fehler,  welche  aufzüübieben  sind,  damit  das  System 
eine  punktweise  Abbildung  giebt,  wird  ausführlich  der  Sinusbedingung  gedacht. 
Auf  ein  Femrohrobjektiv  angewandt,  lautet  dieselbe  sehr  einfach.  Es  müssen 
nämlich  die  Hauptpunkte  sämtlicher  axenparallelen  Strahlen  auf  einer  Eugel- 
fläche  liegen,  die  mit  der  Hauptbrennweite  als  Radius  um  den  Hauptbrennpunkt 
als  Centrnm  beschrieben  ist.  Ausführlich  wird  die  Frage  behandelt,  mit  wie 
viel  Flächen  und  auf  welche  Weise  man  den  an  ein  Objektiv  zu  stellenden 
Bedingungen  genügen  kann. 

Hierauf  folgt  im  vierten  Kapitel  die  Berechnung  einer  einfachen  Linse 
und  die  Diskussion  ihrer  Bildfehler.  Zunächst  werden  die  Formeln  fOr  die 
trigonometrische  Durchrechnung  von  Axen-  und  Randstrahlen  und  Rechnungs- 
beispiele gegeben,  die  Fehler  der  Brennweiten  und  Yereinigungsweiten  diskutiert, 
und  der  Durchmesser  des  einem  Axenpunkte  konjugierten  Bildpunktes  berechnet. 

Das  fünfte  Kapitel  behandelt  die  achromatischen  zweiunsigen  Objektive, 
die  Berechnung  derselben,  Rechnungsbeispiele,  enthaltend  die  bei  gehobenem 
Kugelgestaltfemer  möglichen  Formen  zweüinsiger  Objektive,  die  &rechnung 
eines  Bildpunktes  seitlich  der  Axe,  die  Fehler  in  seiÜich  gelegenen  Bild- 
punkten für  eine  Reihe  von  Objektivtypen  und  deren  Zusammenhang  mit  den 
Hauptpunkten. 

Der  Anhang  enthält  zunächst  die  Nomenclatur,  die  sämtlichen  zur 
Berechnung  notwendigen  trigonometrischen  Formeln,  darunter  die  von  L.  v. 
Seidel  für  windschiefe  Strahlen  auf  Veranlassung  C.  A.  v.  SteinheiTs 
aufgestellten  Formeln  und  eine  Abhandlung  von  C.  A.  v.  Steinheil  und 
L.  V.  Seidel  „Über  die  Bestimmung  des  Brechungs-  und  Zerstreuungsver- 
hältnisses  verschiedener  Medien".  AuTserdem  als  Beilage  IV  eine  Tabelle,  welche 
den  Unterschied  zweischen  Sinus  und  Bogen  von  10  zu  10  Sekunden  von  0<* 
bis  300  angiebt. 

Den  fachmännischen  Kreisen  ist  dieses  gehaltvolle  Buch  warm  zu  empfehlen. 

(Fortschr.  d.  Physik.) 


Verlag  top  B.  G,  TeijLbiier  in  Leipzig, 

Hie  Haupt'  und  ff  rennpunkte  eines  /insensystemes. 

Elementare  Darstellung 
der  durclL  Ganss,  Höbins  nnd  Bessel  begründeten  Theorie. 

Von 

Dr.  Carl  Neumann. 

Mit  Figuren  im  Text.    2.  Aufl.    [VHI  u.  42  S.]    gr.  8.    1893.    Preis  geh.  JC.  1.20. 


Die  hier  in  zweiter  Ausgaho  erscheinende  kleine  Schrift  getst  mit  Ausnahme  der  ebenen 
Trigonometrie  fast  gar  keine  mathematischen  Kenntnisse  rorans  nnd  seigt  also,  dafs  die  in  Bede 
stehende  Theorie  entwickelt  werden  kann  mit  einem  ftofserst  geringen  Aufwände  mathematischer 
Hilfsmittel.  Sie  dürfte  aofserdem  zeigen,  dafs  die  in  ihr  in  Anwendung  gebrachten  elementaren 
Methoden  zur  Entwickolung  der  Theorie  nicht  nur  ausreichend  sind,  sondern  auch  wesentlich 
dazu  beitrageui  um  diese  Entwickelung  Schritt  ftUr  Schritt  der  unmittelberen  Anschauung  zugänglich 
zu  machen.  Letzterer  Umstand  ist  es  haaptsttchlioh,  der  den  Verfasser  zur  Veröffentlichung  dieser 
ganz  elementaren  Schrift  veranlafst  hat. 


Gustav  EirchhofTs 

Uor/esungen  über  Qptik. 

Herausgegeben  von 

Dr.  Kurt  Hensel, 

Priyatdozent  der  Mathematik  an  der  Universit&t  zu  Berlin. 

Mit  dem  Bildnisse  Kirchhoff 's.     [VIII  u.  272  S.]    1901.     Preis  geh.  JC  1*0.—, 

in  Leinwand  geb.  JC  12. — 

Der  gesamte  Stoff  ist  In  14  Vorlesungen  geteilt,  deren  erste  das  Wesen  des  Lichtes  und 
der  Lichtbewegnng  in  unbegrenzten  homogenen,  isotropen  Median  bespricht.  Es  folgt  (Vorlesung 
2  bis  4)  die  Einwirkung  fremder  Körper  auf  die  Lichtbewegnng  in  der  schon  durch  die  vor- 
erwähnte Abhandlung  Kirohhoff^s  „Theorie  der  Lichtstrahlen"  bekannton  eigenartigen  Behandlung. 
Unmittelbar  werden  daran  die  Grundzttge  der  Katoptrik  und  Dioptrik  geknfipft.  Die  Vorlesungen 
5  bis  7  sind  der  Ableitung  der  Beugungserscheinungen  gewidmet,  während  die  Vorlosungen  8 
und  9  die  Intensität  und  den  Polarisationsznstand  des  reflektierten  und  gebrochenen  Lichtes 
behandeln.  Hierbei  werden  die  Gründe  erörtert,  aus  denen  der  Verfasser  die  Fresnel'sche 
ITypothese,  nach  der  die  Lichtschwingungon  auf  der  Polarisationsebeno  senkrecht  stehen,  vorwirft, 
um  mit  F.  Neumann  jene  Schwingungen  als  in  der  Polarisationsebene  vor  sich  gehend  anzu- 
nehmen. Die  10.  Vorlesung  beschäftigt  sich  mit  der  Dispersion  und  Absorption  isotroper  Körper; 
den  Ausgangspunkt  bilden  dabei  die  Hypothesen,  die  vonHelmholtz  seiner  Theorie  der  anomalen 
Dispersion  zu  Grunde  gelegt  hat.  In  den  vier  letzton  Vorlesungen  endlivh  wird  die  Licht-, 
bewegung  in  Krystallen  entwickelt.  Hier  sind  besonders  beachtenswert  die  Definition  der 
Lichtstrahlen  in  krystallinischen  Medien,  wie  die  Ableittmg  der  für  die  Beflexion  und  Brechung 
an  Krystallflächeu  gebotenen  Formeln.  Mit  einer  Besprechung  der  Farbenerscheinungen,  die 
Krystallplatten  zwischen  zwei  polarisierenden  Vorrichtungen  zeigen,  schlierst  das  Buch,  das  sich, 
ebenso  wie  alle  Arbeiten  Kirchhoff's,  durch  klare  Darlegung  der  Prinzipien,  Vereinfachung 
der  Methoden  und  Eleganz  der  Darstellung  auszeichnet. 

Der  Herausgeber  hat  sich  der  mühevollen  Arbeit  unterzogen,  mehrere  Manuskripte  Kirch- 
hoff's,  sowie  Kachschrifteu  verschiedener  Vorlesungen  zu  einem  Ganzen  zu  verarbeiten.  Es  ist 
ihm  dies  vortrefflich  gelungen.  In  einem  Anhange  wird  genau  angegeben,  welche  Einzelheiten 
den  vorschiedoneu  von  Kirchhoff  über  den  Gegenstand  gehaltenen  Vorlesungen  entnommen  sind. 

(Fort sehr.   d.   Physik.) 
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•Vorwort. 


Das  vorliegende  Lehrbuch  nmfafst  die  geometrische  Optik  im 
engeren  Sinne;  es  enthält  die  allgemeine  optische  Abbildnngslehre 
einschliefslich  einiger  Grundzüge  der  geometrischen  Strahlung  und 
die  Beschreibung  derjenigen  optischen  Instrumente^  bei  denen  eine 
Bilderzeugung  stattfindet,  wie  Lupe,  Mikroskop,  Femrohr,  photogra- 
phisches Objektiv.  Die  Instrumente  der  messenden  Optik  sind  ganz 
aufser  Betracht  gelassen  und  von  der  physiologischen  Optik  ist  nur 
das  herangezogen,  was  zum  Verständnis  des  Sehvorganges  unerläfslich  ist. 

Bei  der  Abfassung  des  Buches  sind  für  mich  zwei  Gesichtspunkte 
mafsgebend  gewesen.  Erstens  wollte  ich  durch  eine  methodische 
Darstellung  dem  Leser  das  Eindringen  in  die  Disziplin  der  geometri- 
schen Optik  erleichtem  und  zweitens  war  ich  bestrebt,  eine  gewisse 
Vollständigkeit  innerhalb  der  gezogenen  Grenzen  zu  erreichen.  Der 
Ausführung  dieses  Planes  stellten  sich  mannigfache  Schwierigkeiten 
entgegen.  Was  zunächst  die  Methode  betrifiPt,  so  verfuhr  ich  nach 
dem  Satze,  dessen  Wahrheit  ich  als  Lehrer  hundertfach  erfahren 
habe:  Die  Anschauung  ist  die  Mutter  aller  Erkenntnisse;  ich  be- 
mühte mich,  immer  auszugehen  von  einem  einfachen  konkreten  Fall 
und  dann  später  erst  die  allgemeine  Theorie  folgen  zu  lassen.  Hier- 
durch wurde  eine  gewisse  Breite  der  Darstellung  unvermeidlich  und 
aufserdem  stellte  sich  dabei  eine  der  geometrischen  Optik  spezifische 
Unbequemlichkeit  ein.  Sobald  man  nämlich  ein  ganzes  System  von 
brechenden  Flächen  betrachtet,  etwa  zum  Zweck  der  trigonometrischen 
Durchrechnung,  so  ist  <^e  einzig  rationelle  Zählweise  die,  dafs  man 
die  Schnittweiten  eines  Strahls  vor  und  nach  der  Brechung  immer 
in  demselben  Sinne  und  zwar  am  besten  in  Richtung  der  Licht- 
bewegung von  der  brechenden  Fläche  aus  positiv  rechnet.  Gerade  diese 
Zählweise  widerspricht  aber  einer  anschaulichen  Behandlung,  indem 
man  dann  entweder  als  Objekt  ein  von  einem  andern  System  ent- 
worfenes Bild  voraussetzen  oder  von  vornherein  negative  Schnitt- 
weiten einführen  mufs.  Rechnet  man  dagegen  die  Schnittweiten  vor 
und  nach  der  Brechung  nach  verschiedenen  Richtungen,  so  kann 
man  sich  als  Objekt  einen  wirklich  vorhandenen  Gegenstand  vorsteUen 
und  daran  die  fundamentalen  Begriffe  anschaulich  entwickeln. 


a* 


IV  Vorwort. 

So  habe  ich  mich  denn  im  allgemeinen  der  letzteren  Zählweise 
bedient  und  bin  davon  nur  abgewichen,  wo  die  Architektonik  des 
Formelaufbaues  es  gebieterisch  verlangte.  Der  Übergang  ist  aber 
immer  sorgfältig  vermerkt,  so  dafs  ich  hoffe,  dadurch  dem  Leser  keine 
Schwierigkeiten  bereitet  zu  haben. 

Auf  die  physische  Bildentstehung,  wie  sie  auf  Grund  der  elasti- 
schen und  elektromagnetischen  Lichttheorie  wenigstens  für  selbst- 
leuchtende  Körper  bereits  entwickelt  ist,  bin  ich  nicht  eingegangen, 
sondern  ich  habe  die  geradlinige  Ausbreitung  des  Lichtes,  das  Re- 
flexions- und  Brechungsgesetz  als  durch  Erfahrung  und  Theorie  ge- 
nügend gesicherte  Erscheinungen  zur  Voraussetzung  genommen.  Nur 
bei  der  Herleitung  der  Eigenschaften  eines  allgemeinen  astigmatisch 
deformierten  Strahlenbündels  bin  ich  aus  rein  methodischen  Rück- 
sichten von  der  Huyghensschen  Vorstellung  der  Wellenimpulse  und 
ihrer  einhüllenden  Flächen  ausgegangen. 

Was  nun  den  Inhalt  des  vorliegenden  Buches  betrifft,  so  habe  ich 
mich  bemüht,  durch  Zahlenbeispiele,  Durchführung  trigonometrischer 
Rechnungen,  Tabellen,  Angabe  von  Formelsystemen  für  spezielle  op- 
tische Systeme,  Mitteilung  von  Konstruktionsdaten  bewährter  und 
historisch  interessanter  Linsenkombinationen  das  Rüstzeug  der  mo- 
dernen konstruktiven  Optik  in  möglichster  Vollständigkeit  herbei- 
zuschaffen. Hierbei  hatte  ich  mich  der  Unterstützung  fast  aller  be- 
deutenden optischen  Werkstätten  Deutschlands  zu  erfreuen.  Auf  diese 
Weise  gelangte  ich  auch  vielfach  in  Besitz  der  Daten  für  die  neuesten 
Ausführungsformen  und  brauchte  nicht  auf  die  häufig  veralteten  An- 
gaben in  den  Patentschriften  und  ersten  Veröffentlichungen  zu  rekur- 
rieren. Nur  was  die  Herbeischaffiing  des  Konstruktionsmaterials  für 
die  modernen  Mikroskopobjektive  betrifft,  so  waren  meine  Bemühungen 
nicht  allseitig  von  Erfolg  begleitet. 

Die  Litteraturquellen,  so  weit  sie  einen  Einfluss  auf  die  Dar- 
stellung in  diesem  Buche  ausübten,  wird  defr  Leser  immer  genau  an- 
gemerkt finden;  insbesondere  war  mir  von  grofsem  Nutzen  das  un- 
vergleichliche Werk:  Theorie  der  optischen  Lastrumente  nach  Abbe 
von  S.  Czapski.  Schliefslich  möchte  ich  an  dieser  Stelle  noch  mit 
Freuden  die  Gelegenheit  ergreifen,  meinem  Kollegen  Dr.  Richard  Müller 
dafür  zu  danken,  dafs  er  eine  vollständige  Korrektur  des  vorliegenden 
Lehrbuches  gelesen  hat  und  mir  überhaupt  mit  Rat  und  That  bei  der 
Abfassung  dieses  Buches  zur  Seite  stand. 

Berlin,  im  Februar  1902. 
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Erstes  Kapitel. 

Einige  Grandeigenscbafteii  des  Licbtes.     Das  Reflexions- 

and  Brechongsgesetz. 

1.  Einleitung.  Das  Auge  ist  das  wichtigste  Sinnesorgan  für  das 
individuelle  Leben  der  Geschöpfe.  Es  giebt  uns  Menschen  das  Ge- 
fühl persönlicher  Freiheit,  indem  es  die  Sicherheit  und  Zielbewufstheit 
unserer  körperlichen  Bewegungen  bedingt.  Aufserdem  erschliefst  es 
uns  die  Welt  der  Farben  und  Formen  und  gestattet  uns  Beziehungen 
anzuknüpfen  mit  den  Tiefen  des  Raumes,  wie  kein  anderes  Sinnes- 
organ. Die  Naturkraft,  welche  das  Sehen  vermittelt,  heifst  Licht. 
Das  Licht  geht  von  manchen  Körpern  aus,  die  wir  „selbstleuchtend'' 
nennen.  Solche  Körper  sind  die  Sonne,  viele  Sterne,  künstliche  Licht- 
quellen wie  Flammen,  glühende  Metalle,  elektrisches  Licht  u.  s.  w. 
Die  Ausbreitung  des  Lichtes  von  dem  selbstleuchtenden  Körper  aus 
geschieht,  wenn  man  von  besonderen  Modifikationen  absieht,  streng 
geradlinig,  eine  Thatsache,  die  seit  langer  Zeit  bekannt  und  hundert- 
fach  geprüft  als  ein  Gxundaxiom  fast  allen  unseren  weiteren  Betrach- 
tungen zu  Grunde  liegt.  Über  die  physikalische  Natur  dieser  gerad- 
linigen Ausbreitung  war  man  zu  verschiedenen  Zeiten  verschiedener 
Ansicht.  Nach  der  längst  überwundenen  Hypothese  des  berühmten 
englischen  Naturforschers  Newton,  die  wir  nur  des  historischen  In- 
teresses wegen  erwähnen^  werden  von  dem  selbstleuchtenden  Körper 
äufserst  kleine  Partikelchen  geradlinig  ausgeschleudert,  während  der 
berühmte  Huyghens  im  Licht  eine  von  dem  selbstleuchtenden  Körper 
ausgehende  und  in  dem  umgebenden  Medium  sich  ausbreitende  Wellen- 
bewegung erkannte.  Hierdurch  ist  eine  gewisse  Analogie  mit  dem 
Schall  sofort  nahe  gelegt.  Wir  wissen,  dafs,  wenn  wir  einen  starren, 
festen  Körper  z.  B.  durch  einen  Schlag  erschüttern,  in  der  umgeben- 
den Luft  sich  kugelförmige  Wellen  ausbreiten  und  zwar  in  schneller 
Aufeinanderfolge.  Treffen  nun  etwa  in  der  Sekunde  500  Schallstöfse 
das  Innere  unseres  Ohres,  so  erhalten  wir  die  Empfindung  eines  Tones. 
In  ähnlicher  Weise  gehen  von  einem  selbstleuchtenden  Körper  Wellen 
aus,  die  sich  gewöhnlich  kugelförmig  ausbreiten,  jedoch  in  ungleich 
schnellerer  Aufeinanderfolge,  so  dafs  in  einer  Sekunde  unser  Auge  von 
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mehreren  Billionen  „Lichtwellenstöfsen"  getroffen  wird  und  dadurch 
in  unserm  Gehirn  die  Empfindung  des  Lichtes  und  der  Farbe  erzeugt 
wird.  Der  Schall  ist  also  dem  Lichte  gegenüber  ein  aufserordentlich 
träger  und  schwerfälliger  Vorgang;  dem  entspricht  auch  die  That- 
sache,  dafs  eine  Schallwelle  in  der  Luft  in  der  Sekunde  330  m  etwa^ 
eine  Lichtwelle  in  derselben  Zeit  etwa  300000  km  zurücklegt.  Läfst 
man  eine  Glocke  mittels  eines  Uhrwerks  unter  dem  luftleeren  Rezi- 
pienten  einer  Luftpumpe  anschlagen^  so  dringt  bekanntlich  kein  Ton 
und  also  keine  Schallwelle  nach  aufsen.  Daraus  erkennen  wir^  dafs 
im  leeren  Baum  sich  keine  Schallwelle  fortpflanzen  kann.  Der  Träger 
der  Schallwellen  ist  eben  die  Luft  oder  irgend  ein  anderer  wägbarer 
Körper.  Das  Licht  dagegen  durchdringt  ein  luftleeres  Glasgefäfs  ohne 
weiteres,  ja  es  dringt  von  den  entferntesten  Sternen  zu  uns  und  durch- 
eilt dabei  Räume,  die  wohl  kaum  Spuren  von  wägbaren  Körpern 
enthalten.  Da  nun  aber  jede  Wellenbewegung  einen  Träger,  d.  h.  ein 
Medium  haben  mufs,  in  dem  sie  sich  fortpflanzt,  so  hat  man  als 
solches  den  „Lichtäther^^  angenommen,  der  den  ganzen  Weltraum  er- 
füllen und  überall  zwischen  den  Teilchen  der  ponderabelen  Materie 
vorhanden  sein  soU.  Hiemach  ist  ein  luftleerer  Raum  mindestens 
immer  noch  mit  Äther  angefüllt  und  gestattet  dem  Lichte  den  Durch- 
gang. Noch  einen  andern  wesentlichen  Unterschied  zwischen  Schall- 
wellen und  Lichtwellen  wollen  wir  hier  erwähnen.  Wenn  eine  Schall- 
welle die  Luft  durcheilt,  so  machen  dabei  die  Luftteilchen  schwingende 
Bewegung  in  Richtung  des  sich  fortpflanzenden  Schalles,  während  beim 
Licht  die  Schwingungen  der  Atherteilchen  als  senkrecht  zur  Fort- 
pflanzungsrichtung angenommen  werden  müssen.  Man  bezeichnet  da- 
her die  Wellenbewegung  des  Schalles  als  longitudinal,  die  des  Lichtes 
als  transversal.  Da  bei  der  ersteren  Art  die  Ausweichungen  der  ein- 
zelnen Teilchen  nur  nach  einer  Richtung  stattfinden,  bei  transversalen 
Wellen  dagegen  diese  Ausweichungen  nach  beliebigen  Richtungen  in 
einer  zur  Fortpflanzung  senkrechten  Ebene  stattfinden  können,  so  wird 
die  Phänomenologie  des  Lichtes  aufserordentlich  reicher  sein  als  die 
des  Schalles.  Wir  werden  später  (bei  der  Lehre  von  der  Dispersion) 
noch  Gelegenheit  haben,  auf  diese  speziellen  Vorgänge  bei  der  Aus- 
breitung des  Lichtes  einzugehen. 

Wirft  man  einen  Stein  ins  Wasser,  so  wird  an  der  Stelle,  wo  er 
einschlägt,  zunächst  eine  ganz  imregelmäfsige  Bewegung  der  Wasser- 
teilchen an  der  betreffenden  Stelle  entstehen;  jedoch  beobachtet  man, 
dafs  das  Resultat  nach  aufsen  hin  in  der  Bildimg  einer  Anzahl  kreis- 
förmiger Wellen  besteht,  die  sich  koncentrisch  über  den  Wasserspiegel 
hinbewegen.  Die  Bildung  kreisförmiger  Wellen  wird  um  so  schneller 
erfolgen,  je  kleiner  der  Raum  war,  auf  dem  die  ursprüngliche  un- 
regelmäfsige  Störung  des  Gleicl^ewichtes  der  Teilchen  stattfand. 
Einem  idealen  (xrenzwert  würde  man  sich  nähern,  wenn  man  die  ur- 
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sprüngliche  Störung  auf  einen   einzigen  Punkt  beschränken  könnte^ 
der  dann  Mittelpunkt  der  kreisförmigen  Wellen  wäre. 

In  ähnlicher  Weise  stellt  ein  leuchtender  Körper  eine  unregel- 
mäfeige,  oder  wenigstens  in  den  feinsten  Detaüs  uns  bis  jetzt  noch 
unbekannte  Störung  des  Liehtäthers  vor.  Infolge  der  elastischen  Kräfte^ 
die  wir  dem  Äther  zuschreiben,  nimmt  jedoch  die  Lichtwelle  in  gröfseren 
Entfernungen  von  der  Störung  bald  die  Eugelform  an.  Als  idealen 
Grenzfall  können  wir  uns  auch  hier  eine  punktförmige  Störung  vor- 
stellen und  haben  damit  die  für  unsere  Zwecke  aufserordentlich  wichtige 
Fiktion  eines  leuchtenden  Punktes  gewonnen.  Bei  gewissen 
Medien  (doppelbrechende  Substanzen)  sind  die  elastischen  Kräfte  nicht 
nach  allen  Seiten  um  einen  Punkt  herum  von  gleicher  Gröfse  und  die 
Lichtwelle  hat  in  ihnen  eine  von  der  Kugelform  abweichende  Gestalt. 
Wir  setzen  jedoch  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen  immer  das 
Vorhandensein  von  Kugelwellen  voraus. 

Einen  Punkt  P,  von  dem  Lichtwellen  ausgehen,  nennen  wir  einen 
leuchtenden  Punkt.  Verbinden  wir  irgend  einen  Punkt  Q  der  Welle 
mit  P,  so  nennen  wir  den  Radius  PQ  einen  Lichtstrahl.  Man  kann 
also  auch  sagen: 

Ein  Punkt,  von  dem  Lichtstrahlen  ausgehen,  ist  ein 
leuchtender  Punkt. 

Fällt  ein  Lichtstrahl  auf  die  Oberfläche  eines  undurchsichtigen 
Körpers  mit  glatter  Oberfläche,  so  wird  er  zurückgeworfen  (re- 
flektiert). 

Fällt  ein  Lichtstrahl  auf  die  glatte  Oberfläche  eines  durchsich- 
tigen Körpers,  so  wird  er  zum  Teil  reflektiert,  zum  Teil  dringt  er  in 
den  Körper  (das  Medium)  ein,  wobei  er  im  allgemeinen  seine  Rich- 
tung ändert. 

In  folgendem  stellen  wir  die  beiden  Naturgesetze,  nach  denen 
ein  Lichtstrahl  reflektiert  und  gebrochen  wird,  näher  dar. 

2.  Reflexionsgesetz.  Ein  undurchsichtiger  Körper  mit  glatter 
Oberfläche  heilst  ein  Spiegel.  Wir  setzen 
in  folgendem  einen  ebenen  Spiegel  vor- 
aus. Das  Gesetz,  nach  dem  ein  Licht- 
strahl von  einem  Spiegel  reflektiert  wird, 
läfst  sich  durch  folgende  Konstruktion 
erläutern.  (Fig.  1.) 

Im  Punkte  A,  in  dem  der  von  P 
kommende  Lichtstrahl  den  Spiegel  trifft, 
errichte  man  ein  Lot  AN  zur  Spiegel- 
ebene (Einfallslot)  und  denke  sich  durch  Strahl  und  Einfallslot  eine 
Ebene  gelegt  (Einfallsebene).  Der  Winkel  PAN=i  heifst  Einfalls- 
winkel. Man  tri^e  nun  den  Winkel  i  in  der  Einfallsebene  zur  andern 
Seite  des  Einfallslotes  ab,  dann  ist  der  freie  Schenkel  dieses  letzteren 
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Winkels  NAP'  (des  Reflexionswinkels)  der  reflektierte  Strahl.  Da 
der  reflektierte  Strahl  ebenfalls  in  der  Einfallsebene  liegt^  so  kann 
man  diese  Ebene  auch  ^^Reflexionsebene'^  nennen  oder  man  kann  sagen: 
Einfallsebene  und  Reflexionsebene  fallen  zusammen.  Am  bündigsten 
kann  man  das  Reflexionsgesetz  aussprechen  in  der  Form:  „Der  ein- 
fallende imd  reflektierte  Strahl  liegen  in  einer  Ebene  mit  dem  Ein- 
fallslot und  bilden  dieselben  Winkel  mit  dem  Einfallslot." 

3.  Brechungsgesetz.  In  verschiedenen  durchsichtigen  Medien  pflanzt 
sich  das  Licht  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort.  Für  den  luft- 
leeren nur  mit  Äther  erfüllten  Raum  hatten  wir  oben  die  Zahl 
300000  km  angegeben.  Im  Glase  z.  B.  ist  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  nur  etwa  200000  km.  Den  Quotienten  aus  beiden  Geschwindig- 
keiten, in  diesem  Falle  also  -  =  1,5  nennt  man  den  Brechungsexpo- 
nenten des  Glases,  bezogen  auf  den  leeren  Raum  und  bezeichnet  ihn 
mit  dem  Buchstaben  w.  So  hat  jeder  durchsichtige  Körper  einen  be- 
stimmten Brechungsexponenten.^)  Die  verschiedenen  Glassorten,  welche 
sich  von  einander  durch  ihre  chemische  Zusammensetzung  unter- 
scheiden, weichen  hinsichtlich  der  Gröfse  n  um  weniges  von  einander 
ab.     Für  Wasser  ist  n  ohngefahr  ==  ^,  für  Luft:  1,0003. 

In  Fig.  2  sei  BC  die  ebene  Trennungsfläche  zweier  verschiedenen 

durchsichtigen  Medien  mit  den  Brech- 
ungsexponenten n  und  n',  bezogen  auf 
den  leeren  Raum.  Der  vom  leuchten- 
den Punkt  P  ausgehende  Lichtstrahl  PA 
trifft  diese  Ebene  im  Punkte  A.  Das 
EinfaQslot  in  A  ist  NN\  Der  ge- 
brochene Strahl  AP'  liegt  nun  in  der 
Einfallsebene  PNN'  und  bildet  mit  dem 
Einfallslot  NN'  einen  Winkel  i',  der  mit 
dem  Einfallswinkel  i  durch  die  Gleichung 
^'^«'  2-  verbunden  ist 

(1)  wsin?"  =  w'sini'. 

Die  letztere  Gleichung  nennt  man  schlechthin  das  Brechungsgesetz. 
Der  grofse  Astronom  Kepler,  der  die  ersten  Grundzüge  einer  Theorie 
der  Fernrohre  entwickelt  hat,  kannte  das  Brechungsgesetz  nicht,  trotz- 
dem er  viel  Mühe  darauf  verwandte,  es  zu  finden.  Überhaupt  schwebt 
ein  gewisses  Dunkel  über  die  Auffindung  dieses  grimdlegenden  Natur- 
gesetzes. Eine  Notiz  über  dasselbe  scheint  zuerst  unter  den  nach- 
gelassenen Papieren  des  Professors  der  Mathematik  zu  Leiden  „Wille- 


1)  Die  sogenannten  doppelbrechenden  Medien  zeigen  kompliziertere  Er- 
scheinungen, indem  in  ihnen  die  Geschwindigkeit  der  Lichtbewegung  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  und  demnach  auch  der  Brechungsexponent  nicht  der- 
selbe ist. 
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brord  Snell"  gefanden  zu  sein  (f  1626).  VeröfiFentlicht  ist  es  zuerst 
von  dem  berühmten  Descartes. 

In  der  Zeichnung  der  Fig.  2  ist  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dafs  n'  >  9^  ist^  denn  nur  in  diesem  Falle  ergiebt  sich  aus  dem 
Brechungsgesetz  i'<  f.  Wäre  das  obere  Medium  in  Fig.  2  der  leere 
Baum,  so  wäre  n  =  1  zu  setzen.  Aber  selbst  in  dem  Falle,  dafs  das 
obere  Medium  die  Luft  wäre,  könnte  man  in  den  meisten  Fällen  deren 
Brechungsexponent  ^^  1  setzen,  weil  sich  deren  Brechungsexponent 
nur  um  0,0003  von  Eins  unterscheidet. 

4.  Fall  gekrümmter  Flächen.  Ist  die  spiegelnde  oder  reflektie- 
rende Fläche  keine  Ebene,  sondern  hat  sie  eine  beliebige  Krümmung, 
so  gilt  trotzdem  das  Reflexions-  und  Brechimgsgesetz;  nur  ist  in  diesem 
Falle  statt  des  Einfallslotes  die  „Normale"  der  Fläche  zu  setzen.  Im 
Falle  der  Kugelfläche  ist  die  Normale  der  Radius  der  Kugel. 


Fig.  3. 

5.  Herleitung  des  Brechungs-  und  Reflexionsgesetzes  aus  der 
Wellentheorie.  Gelangt  eine  Lichtwelle  aus  sehr  grofser  Entfernung 
zu  uns,  so  kann  man  ein  Stück  derselben  als  eine  Ebene  auffassen 
und  bezeichnet  es  als  eine  ebene  Wellenfläche.  Die  zugehörigen 
Strahlen  können,  da  sie  nach  einem  sehr  entfernten  Punkt  konver- 
gieren, als  parallel  aufgefafst  werden.  In  Fig.  3  sei  Ä^Ä^  ein  Stück 
einer  ebenen  Welle,  die  in  Richtung  B^A^  mit  der  Geschwindigkeit 
V  unter  dem  Winkel  Ä^ A^C^^=^  i  gegen  die  ebene  Grenzfläche  eines 
anderen  Mediums  (Glas)  fällt.  Während  die  Welle  in  der  Luft  sich 
um  das  Stück  A^C^  fortpflanzt,  hat  sie  sich  im  Glase  auf  einer  Kugel- 
fläche vom  Radius  A^C^  mit  der  Geschwindigkeit  v'  ausgebreitet,  da 
man  nach  Huyghens  den  Punkt  A^,  der  von  der  WeUe  zuerst  ge- 
troffen wurde,  als  einen  neuen  Erschütterungsmittelpunkt  ansehen  kann. 
Hier  stellen  also  A^C^  und  A^C^  Strecken  dar,  die  in  derselben  Zeit 
t  mit  den  beiden  Geschwindigkeiten  v  und  v'  durchlaufen  sind.  In 
dem  betrachteten  Zeitintervall   sind  nach  und  nach  alle  Punkte  der 
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Welle  A^Ä^  auf  die  brechende  Fläche  gelangt,  haben  dort  neue  Er- 
schütterungscentren  erzeugt  und  Veranlassung  gegeben  zur  Bildung 
neuer  Wellen,  die  mit  der  Geschwindigkeit  v'  im  neuen  Medium  fort- 
schreiten. Das  Stück  C^C^f  welches  eine  gemeinsame  Tangente  an 
sämmtliche  im  neuen  Medium  fortschreitenden  Wellen  ist,  oder,  wenn 
man  den  Vorgang  sich  räumlich  vorstellen  will,  die  durch  das  Lot  in 
C^  zur  Papierebene  gelegte  allen  Wellen  gemeinschaftliche  Tangential- 
ebene stellt  die  im  Glase  fortschreitende  neue  Welle  vor.  Diese  kann 
wiederum  als  eben  betrachtet  werden  und  die  auf  ihr  senkrechten 
Geraden,  wie  A^C^  stellen  die  Strahlrichtung  vor. 

Die  Winkel  i  und  i',  die  von  der  einfallenden  und  gebrochenen 
Welle  mit  der  ebenen  Trennungsfläche  gebildet  werden,  sind  dieselben 
Winkel,  welche  das  EinfaUslot  mit  der  Richtung  des  einfallenden 
Strahls  B^A^  und  des  gebrochenen  A^C^  bildet. 

Es  ist  nun  aus  der  Figur 

A^C^^vi 
A^C^  =  v't, 
also  ist,  wenn  man  A^G^  =p  setzt, 

vt       •     •/         V  t 

sm*==— :  smi  =  — 
P'  P 

und  also 

.  Bmi_8mi\ 

durch  Vergleich  mit  Formel  (1)  erhält  man 
(3)  4  =  ^- 

Die  sogenannten  „Brechungsexponenten^^  zweier  Medien  sind  also  Eon- 
stanten, die  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Lichtgeschwindigkeiten 
in  diesen  Medien.  Bezieht  sich  v  imd  n  auf  den  leeren  Baum  (oder 
angenähert  auf  Luft)  und  t?'  und  w'  auf  Glas  mit  dem  Brechungsex- 
ponenten I,  so  folgt  aus  (3)  v'  =  ^  =  — ^ —  ==  200000km  als  die 

Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  Glase. 
Nach  der  von  Newton  aufgestellten 
Emissionstheorie  mufste  geschlossen 
werden,  dafs  die  Geschwindigkeit  im 
'  Glase  (allgemein  im  dichteren  Medium) 
gröfser  sei  als  im  leeren  Raum,  eine 
Folgerung,  die  durch  Foucault  ex- 
perimentell widerlegt  ist. 

Die  auf  den  ebenen  Spiegel  A^C^ 
(Fig.  4)  fallende  Welle  A^A^  erschüttert  sämmtliche  zwischen  -4,  und 
^1  gelegenen  Punkte  des  Spiegels,  von  denen  sich  jetzt  Wellen  mit 
derselben  Geschwindigkeit  wie  das  einfallende  Licht  in  dem  über 
dem  Spiegel  befindlichen  Medium  ausbreiten  und  analog,  wie  bei  der 
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Brechung,  eine  neue  ebene  Wellenfläche  konstituieren.  Da  aber  im 
jetzigen  Falle  A^C^  =  A^ C\  ist,  so  folgt  daraus  die  Grleichlieit  der 
Winkel  Ä^Ä^C^  und  C^CyA^  und  demnach  auch  die  des  Einfalls-  und 
Reflekionswinkels,  womit  auch  das  Beflexionsgesetz  bewiesen  ist. 

6.  Mlnimumelgensohaften  des  Lichtes.  1)  In  Fig.  5  seien  A  und  B 
zwei  feste  Punkte,  SS  eine  feste  Gerade.  Ein  Punkt  soll  sich  von 
A  geradlinig  nach  einem  Punkte  der  Geraden  SS  und  Yon  dort  ge- 
radlinig nach  B  bewegen.  Auf  welchem  Wege  wird  der  Punkt  die 
kleinste  Zeit  gebrauchen,  wenn  gleichförmige  Bewegung  yorausgesetzt 
ist?  Die  Frage  nach  der  kleinsten  Zeit  fallt  offenbar  zusammen  mit 
der  Fn^e  nach  dem  kürzesten  Wege. 

B 


Wir  nehmen  an,  der  Punkt  C  sei  so  bestimmt,  dafs  AG  und  BC 
gleiche  Winkel  i  mit  dem  Lot  CN  bilden,  d.  h.  die  Strahlen  AC  und 
CB  seien  nach  dem  Reflexionsgesetz  konstruiert.  Femer  sei  C  ein 
beliebiger  Punkt  der  Geraden  SS,  dem  also  die  Weglänge 

s  =  AC'+  CB 
zukommt.   Wir-  fällen  von  C  die  Lote  CD  und  CD'  auf  die  Strahlen- 
richtungen AG  und  GB. 
Dann  ist  offenbar: 

AC  '\-CB>AD  +  BD\ 
Femer  ist: 

AD  +  BD'  =  AG+GD+  GB—GD\ 

Nun  ist  aber  GD  =  GD'  wegen  der  Kongruenz  der  Dreiecke 
CCD'  und  GCD,  also  ist: 

AC  +  CB>AC+GB. 
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Da  C  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden  SS  ist,  so  ist  also  der  nach 
dem  Beflexionsgesetz  konstruierte  Weg  der  kürzeste  von  allen  möglichen. 

Das  Licht  gelangt  also  mittels  Spiegelung  in  der  kürzesten  Zeit 
von  einem  Punkt  zum  andern.  In  dieser  Eigenschaft  des  gespiegelten 
Lichtes  hat  man  die  Äufserung  eines  in  der  unbeseelten  Welt  herrschen- 
den ökonomischen  Prinzips  sehen  wollen. 

(Eingekleidete  Aufgabe:  Jemand,  der  sich  in  Ä  befindet,  will  aus 
einem  Flufs  SS  möglichst  schnell  Wasser  nach  B  bringen.) 

2)  Li  Figur  6  seien  Ä  imd  B  zwei  feste  Punkte,  SS'  eine  feste 
Gerade.     Ein  Punkt  soll  sich  von  Ä  geradlinig  nach  einem  Punkte 


Fig.  6. 

der  Geraden  SS'  und  von  dort  geradlinig  nach  B  bewegen.  Auf 
welchem  Wege  wird  der  Punkt  die  kleinste  Zeit  gebrauchen,  wenn 
die  Geschwindigkeit  oberhalb  der  Geraden  SS'  die  Gröfse  v,  in  dem 
Raum  unterhalb  derselben  die  Gröfse  v'  hat. 

Wir  nehmen  an,  der  Punkt  C  sei  so  bestimmt,  dafs  die  Strahlen 
AC  und  CB  nach  dem  Brechungsgesetz  gezeichnet  seien.  Dann  ist 
also  nach  (2)  ^  ^  «5JL . 


V 


V 


C  sei  wieder  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden  SS',  dann  durchläuft 


der  Punkt  die  Strecke  ^C"  in  der  Zeit 


AC 


V 


und  die  Strecke  G'B  in 


der  Zeit 


BC 


V 


Die  gesamte  aufgewendete  Zeit  T  ist  also: 


n.       ÄC    ,    BC 


MinimumeigenBchafteii  des  Lichtes.  —  Definitionen.  9 

Fällt  man  jetzt  von  C'  Lote  CD  und  CD'  auf  die  Richtungen  des 
einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  AC  und  CB,  so  erkennt  man^ 
dafs  die  Winkel  CCD  und  CCD'  gleich  i  resp.  i'  sind. 

Nun  ist:  AC  >  AD  >  AC  +  CD 

BC>BD'>BC—CD\ 
Daraus  folgt: 

T>  —  4-—M  —  —  -^ 

V      ''      v'      '       V  V* 

(-  —    ist  aber- die  Zeit  t,  die  der  Körper  auf  dem  Wege  ACB 

aufwenden  würde  (wenn  er  sich  also  nach  dem  Brechungsgesetz  be- 
wegte).    Femer  ist  nach  Fig.  6: 

CD  =  CC  sini;    CD'  =  CC  sini', 
also: 

Infolge  des  Brechungsgesetzes  nach  Formel  2)  ist  aber: 

sin»        sint'  ^^ 

also  hat  man: 

T>t 

Da  nun  der  Punkt  C  beliebig  auf  der  Geraden  angenommen  war,  so 

sieht  man,  dafs  die  Zeit 

AC   .CB 

die  kleinste  aller  möglichen  Wege  ist.  Insbesondere  ist  die  Zeit  auch 
kleiner,  als  wenn  sich  der  Punkt  geradlinig  von  J.  über  P  nach  JB  bewegte. 

Das  Licht  braucht  also,  um  von  einem  Punkt  eines  Mediums 
mittels  einer  Brechung  zum  Punkte  eines  andern  Mediums  zu  gelangen, 
die  kürzeste  Zeit. 

7.  Definitionen.  1)  Seh  wink  el.  In  Fig.  7  sei  P  ein  leuchtender 
Punkt,  von  dem  aus  nach  allen 
Riq^tungen  Strahlen  ausgehen.  Ein  ^ 
sehr  dünnes  Bündel  derselben  möge 
in  die  Pupille  AA'  eines  Auges 
gelangen.  Ohne  jetzt  auf  die  be- 
sondere Einrichtung  des  Auges  hier 
einzugehen,  wollen  wir  uns  nur 
die  sehr  plausibele  Vorstellung 
machen,  dafs  das  Auge  den  Punkt 
P  in  der  Spitze  des  Lichtkegels 
sieht,  dessen  Basis  die  Pupille  und  -^^g  , 

dessen  Spitze  P  selbst  ist.  Mittels 

des  Bündels  QAA'  wird  es  in  derselben  Weise  den  Punkt  Q  wahr- 
nehmen. Da  wir  diese  Betrachtimg  auf  beliebig  viele  Punkte  des  Raumes 
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ausdelinen  können^  so  wird  hier  durch  das  Sehen  einer  Fläche  be- 
wirkt werden  können.  Fassen  wir  P  und  Q  als  die  Endpunkte  einer 
Strecke  auf,  so  nennen  wir  den  Winkel,  den  die  zugehörigen  Bündel- 
achsen PM  und  QM  mit  einander  bilden,  den  „Gesichtswinkel",  unter 
dem  das  Objekt  P  Q  dem  Auge  erscheint.  Diesen  Winkel  kann  man 
auch  messen  durch  den  Bogen  aß  zwischen  PM  und  QM,  der  einem 
Kreise  vom  Radius  gleich  Eins  um  M  angehört. 

2)  Raumwinkel.  In  Fig.  8  ist  M  wieder  Mittelpunkt  der  Pu- 
pille, Q  eine  beliebige  Fläche 
im  Räume.  Verbindet  man  alle 
Punkte  des  Umfanges  von  Q  mit 
M,  so  entsteht  ein  Eegel.  Schlägt 
man  um  dessen  Spitze  M  eine 
Kugel  mit  dem  Radius  gleich 
Eins,  so  schneidet  diese  aus  dem 

Kegel  ein  Flächenstück  £1  heraus,  das  wir  als  „körperlichen  Seh- 
winkeP^  oder  schlechtweg  „Raumwinkel"  bezeichnen. 

3)  Reelle  und  virtuelle  Bilder.  Gehen  von  einem  leuchtenden 
Punkte  P  innerhalb  eines  gewissen  Raumwinkels  Strahlen  aus  und 
werden  diese  durch  Reflexion  oder  Brechung  so  abgelenkt,  dafs  sie 
nachher  wieder  durch  einen  Punkt  P'  hindurchgehen,  so  nennt  man 
P'  das  Bild  von  P  Das  Bild  heifst  reell,  wenn  P'  wirklich  als 
Schnittpunkt  der  Strahlen  vorhanden  ist,  virtuell,  wenn  nur  die  rück- 
wärts gezogenen  Verlängerungen  sich  schneiden.  P  nennt  man  Ob- 
jekt. Der  Raum,  insofern  man  nur  Strahlen  betrachtet,  die  von  einem 
oder  mehreren  Objektpunkten  ausgehen  heifst  Objektraum.  Der 
Raum,  insofern  man  die  durch  die  Bildpunkte  gehenden  Strahlen  in 
Betracht  zieht,  wird  Bildraum  genannt. 


Fig.  8. 


Zweites  Kapitel. 


Allgemeine  Eigenschaften  eines  astigmatischen  Strahlenbttndels 

(entwickelt  ans  der  Wellentheorie  ^)- 

8.  Einleitung.  Die  optische  Abbildtingslelire  basiert  im  wesent- 
lichen auf  der  Betrachtung  von  Strahlenbündeln.  Dabei  macht  sich 
besonders  der  Umstand  geltend^  dafs  die  meisten  dieser  Bündel  nicht 
die  Eigenschaft  besitzen^  alle  ihre  Strahlen  in  einen  Punkt  zu  ver- 
einigen. Die  hier  auftretenden  geometrischen  Eigenschafben  sind  ge- 
wöhnlich i^iittels  der  höheren  Analysis  diskutiert,  während  den  ele- 
mentaren Darstellungen  meist  nicht  der  gewünschte  Grad  von  Genauig- 
keit zugeschrieben  wird.  In  folgendem  ist  der  Versuch  gemacht,  nur 
unter  Anwendung  der  ersten  Ele- 
mente der  Geometrie  eine  einiger- 
mafsen  erschöpfende  Darstellung  der 
hier  auftretenden  Erscheinungen  zu 
geben,  und  zwar  gehen  wir  hierbei 
von  der  Vorstellung  aus,  dafs  das 
Licht  von  einem  Punkte  aus  sich  in 
EugelweUen  ausbreitet.  Liegt  der 
leuchtende  Punkt  in  sehr  grofser 
Entfernung,  so  kann  man  ein  Stück 
der  Kugel  als  „eben^^  ansehen  und 
man   spricht  in    diesem   Falle   von  pjg  9 

einer  „ebenen  Welle". 

In  Fig.  9  ist  ein  Ejreis  dargestellt  mit  dem  Mittelpunkt  M,  einem 
Durchmesser  CE  und  einer  dazu  rechtwinkligen  Sehne  AB,  die  den 
Durchmesser  in  D  schneidet.  Nach  einem  bekannten  Satz  aus  der 
Ereislehre  ist  dann: 

AB^  =  CD   DE, 
Setzt   man   AB  =  w^   CD  =  x   und   den  Durchmesser   des   Kreises 
GE  =  2r,  so  ist 

w^  =  X'{2r  —  x). 

1)  Siehe  A.  Gleichen:  „Der  Mechaniker"  Berlin  (F.  xi.  M.  Harrwitz)  1900, 
Hefb  11  u.  12.  Verhandlung,  der  deutschen  physik.  Gesellschaft.  Jhrg.  II,  Nr.  18 
(1900):  „Über  eine  Eigenschaft  eines  Systems  von  Wellennormalen". 
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Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dafs  x  auTserordentlich  klein  gegen  r  ist, 
so  dafs  wir  die  Gröfse  x^,  die  noch  viel  kleiner  ist,  yernachlässigen 
können.    Dann  wird 


w 


^  =  2r^x. 


Die  Gröfse  w  wollen  wir  als  „halbe  Öflöiung^'  und  die  Gröfse  —  =  K 

als  „Krümmung"  des  Kreises   bezeichnen,   dann  haben  wir  für  den 
Sehnenabstand 


t(?= 


und  erhalten  den  Hilfssatz: 

„Bei  kleiner  Öffnung  ist  der  Sehnenabstand  der  Krüm- 
mung proportional." 

9.  Brechung  einer  ebenen  Welle  an  einem  sphärisch  begrenzten 
Medium,     In  Fig.  10  ist  AA'CE  eine  ebene  Welle,  deren  Krümmung 

—  =  0  ist.     Diese  gelange,  in  Richtung  CM'  fortschreitend,  auf  ein 

durch  eine  Kugelfläche  BB'  CF  begrenztes  Medium  (also  etwa  aus  Luft 

in  Glas).  In  dem  ersten 
Medium  sei  die  Ge- 
schwindigkeit V,  in  dem 
zweiten  v\  Denken  wir 
uns  jetzt,  ÄE  sei  die 
Öffnung  einer  kreisför- 
migen  Blende,  so  dafs 
also  nur  der  Wellenteil 
JE  in  das  andere  Me- 
dium eindringen  kann. 
Während  der  Punkt  Ä 
der  Welle  bis  B  gelangt 
ist,  sei  der  Punkt  C  bis 
D  mit  der  neuen  Ge- 
^'  ^^  schwindigkeit   v'  vorge- 

rückt. In  derselben  Zeit  ist  z.  B.  der  Punkt  A'  im  ersten  Medium 
bis  B'  und  im  neuen  Medium  nach  J?"  gekommen.  Der  Bewegungs- 
zustand, der  bei  Beginn  unseres  Zeitintervalles  sich  auf  der  ebenen 
Welle  AE  befand,  ist  jetzt  also  vorgerückt  und  erscheint  auf  der 
Welle  BB"  DF  ausgebreitet.  Stellen  wir  uns  vor,  Fig.  10  rotiere  um 
die  Symmetrieachse  CMM\  so  beschreibt  die  Kurve  BB'^DF  die  neue 
Wellenfläche,  in  der  das  Licht  das  zweite  Medium  durchdringt. 

10.  Fall  einer  sehr  kleinen  Öffnung.  Ist  die  Öffnung  AE  sehr 
klein,  so  können  wir  die  Kurve  BB''DF  als  einen  Kreisbogen  be- 
trachten, der  durch  die  Punkte  BDF  geht.  Die  hieraus  durch  Ro- 
tation entstehende  Welle  ist  also  eine  Kugel.  Unter  diesen  letzteren 
Annahmen  können  wir  mit  Hilfe  unseres  obigen  Hilfssatzes  leicht  die 
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Erümmang  der  neuen  Wellenfläche  angeben.  Nach  Fig.  10  ist 
CG  —  GD  =  CD,  Aufserdem  verhalten  sich  die  Strecken  AB  zu 
CD,  da  sie  in  derselben  Zeit  durchlaufen  sind,  wie  die  öeschwindig- 
keiten  der  Welle  in  den  beiden  Medien,  also  wie  v  zu  v\ 

Man  hat  also  -^j^  =  ~  ^^^  ^^^  vorige  Gleichung  ergiebt 

CG-  GD=CG'-, 

weil  AB  =  CG  ist.     Man  kann  nun  auch  schreiben: 

GD=CG'(l  —  ^)- 

Nach  dem  Hilfssatz  ist  nun,  wenn  wir  die  halbe  Öffnung  mit  w, 
die  Krümmung  der  brechenden  Fläche  mit  K,  die  Krümmung  der  im 
zweiten  Medium  fortschreitenden  Welle  mit  K^  bezeichnen: 

GD  =  '^'  K^  und  CG  =  -K, 

so  daTs  man  erhält: 

als  Ausdruck  für  die  Krümmung  der  Welle.  Wie  wir  sahen,  ist  die 
Krümmung  einer  Welle  gleich  dem  reziproken  Radius.  Sind  also  in 
Fig.  10  M  und  M'  die  Mittelpunkte  der  brechenden  Fläche  und  der 

Welle  und  setzt  man  noch  —  =  w,  wo  n  den  Brechungsexponenten 

des  zweiten  Mediums  bezogen  auf  das  erste  bedeutet,  so  ist,  da  man 
wegen  der  angenommenen  Kleinheit  von  CD  die  Längen  DM'  und 
CM'  einander  gleich  setzen  kann, 

CM'  =  CM '  -**-  . 

n — 1  • 
Wir  haben  soeben  angenommen,  dafs  das  kleine  Stück  AE  der 
ebenen  Welle  durch  die  Brechung  zu  einer  Kugelfläche  mit  dem  Mittel- 
punkte M'  umgestaltet  wird.  Wie  schreitet  nun  diese  Kugelwelle  in 
dem  neuen  Medium  fort?  Offenbar  streben  alle  Teilchen  derselben 
dem  Mittelpunkte  Jf '  zu,  die. Kugelfläche  verkleinert  sich  beständig 
und  schrumpft  schliefslich  zu  dem  Punkt  M'  selbst  zusammen,  dringt 
jedoch  an  der  andern  Seite  wieder  hervor  und  breitet  sich  nun  weiter 
im  Raum  aus  als  Kugelwelle.  Der  Punkt  M'  erfüllt  die  Anforderungen, 
die  wir  an  einen  leuchtenden  Punkt  stellen,  und  mufs  als  ein  solcher 
aufgefafst  werden.  Betrachten  wir  noch  ein  kleines  etwa  kreisförmiges 
Stückchen  P  der  Wellenfläche  in  seinem  Verlaufe,  so  bemerken  wir, 
dafs  es  immer  kleiner  werdend  in  P'  und  P"  übergeht  und  auf  diese 
Weise  einen  sehr  dünnen  geraden  Kegel  beschreibt,  dessen  Spitze  im 
Mittelpunkt  M'  liegt;  über  M'  hinaus  wird  wieder  ein  gerader  Kegel 
erzeugt  mit  beständig  sich  vergröfsemder  Basis.  Den  so  erzeugten 
Kegel  nennt  man  ein  Strahlenbündel  und,  wenn  man  P  als  unend- 
lich klein  annimmt,  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel. 
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11.  Definition  des  Astigmatismus.  Lassen  wir  die  Beschränkung^  dafs 
ÄE  eine  sehr  kleine  OflEaung  sei,  fallen,  so  dürfen  wir  auch  die  durch 
Brechung  entstehende  neue  Welle  nicht  als  kugelförmig  betrachten, 
sondern  müssen  ihre  wahre  Gestalt  suchen. 

Dies  kann  auf  folgende  Weise  geschehen:  Während  der  Zeit,  in 
der  die  Bewegung  von  Ä  nach  B  und  von  C  nach  D  gelangt,  kommt 
sie  von  Ä'  zunächst  geradlinig  nach  J?';  von  dem  Punkte  B'  aus 
dringt  die  Bewegung  wie  von  einem  neuen  Erschütterungscentrum  aus 
in  Form  einer  Kugelwelle  in  das  andere  Medium  ein.  Dies  geschieht 
in  analoger  Weise  von  allen  Punkten  der  Fläche  BCF  aus.  Aller- 
dings beginnt  die  Bewegung 
in  den  verschiedenen  Punkten 
zu  verschiedenen  Zeiten,  ent- 
sprechend dem  Wege,  den  die 
Bewegung  vorher  in  dem  ersten 
Medium  zurückgelegt  hatte. 
Fig.  11  giebt  eine  Vorstellung 
von  der  Anordnung  dieser 
kleinen  Kugelwellen.  Die  neue, 
im  zweiten  Medium  fortschrei- 
tende Welle  ist  diejenige,  welche 
alle  die  gedachten  kleinen 
Kugelwellen  gleichzeitig  be- 
rührt. In  der  höheren  Geo- 
metrie hat  man  hierfür  das 
Wort  „einhüllende  Fläche"  ein- 
geführt. Stellt  man  sich  vor, 
die  elementaren  Kugelwellen 
(Fig.  11)  breiten  sich  im  Räume 
aus,  so  bewegt  sich  mit  ihnen 
auch  die  einhüllende  Fläche,  d.  h.  die  neue  Wellenfläche  im  Kaume 
fort.  Im  Falle  unserer  Figur,  wo  wir  das  zweite  Medium  als  das 
dichtere  voraussetzen  und  annehmen,  dafs  die  brechende  Kugelfläche 
mit  dem  Radius  CM  der  einfallenden  ebenen  Welle  die  konvexe  Seite 
zuwendet,  wird  die  einhüllende  beständig  konvexer  werden,  sie  wird 
jedoch  nicht,  wie  in  unserem  unten  betrachteten  Spezialfälle,  sich  in 
einen  Punkt  konzentrieren,  wie  wir  dies  bei  einer  kugelförmigen 
Welle  gesehen  haben.  Die  verschiedenen  Teile  der  sich  immer  mehr 
zusammenziehenden  Fläche  passieren  die  Achse  zu  verschiedenen  Zeiten: 
es  entsteht  also  gar  kein  Bildpunkt  wie  im  früheren  Falle,  sondern 
an  Stelle  dessen  ein  eigentümliches,  in  einander  geschobenes,  flächen- 
haftes  Gebilde,  von  dem  aus  sich  dann  die  einhüllende  Welle  im  Süme 
der  Lichtbewegung  divergierend  im  Räume  ausbreitet.  Die  Eigen- 
schaft  der  Licht  welle,  sich  nicht  in  einen  Punkt  zu  konzentrieren, 


Fig.  11. 
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nennt  man  Astigmatismus.  Wir  wollen  uns  in  folgendem  der  Ein- 
fachheit halber  auf  die  Fortbewegung  eines  kleinen  Flächenteilchens 
(Flächenelementes)  der  Einhüllenden  beschränken/ also  ein  ^^astigma- 
tisches  Bündel"  untersuchen. 

12.  Die  Bewegung  der  Wellenfiäche  geschieht  in  der  Richtung 
der  Normalen,  Denken  wir  uns  eine  irgendwie  geformte  Lichtwelle 
zu  einer  bestimmten  Zeit  fixiert  und  in  einem  ihrer  Punkte  P  eine 
Tangentialebene  gelegt  und  zu  dieser  in  P  ein  Lot  errichtet^  so  giebt 
dies  letztere  —  die  Normale  —  die  Richtung  an,  in  welcher  sich  das 
bei  P  liegende  sehr  kleine  Flächenstück  bewegt.  Während  die  Welle 
den  Baum  durcheilt,  bleiben  die  Lagen  sämtlicher  Normalen  kon- 
stant. Gewissermafsen  von  ihnen  geführt,  aber  immer  senkrecht 
zu  ihnen,  läuft  die  Welle  fort.  Die  Normalen  selbst  kann  man  als 
Strahlen  bezeichnen.  Die  Normalen  im  Punkte  P  und  in  dessen 
allernächster  Umgebung  bilden  ein  sogenanntes  Strahlenbündel,  das 
wir  in  folgendem  als  unendlich  dünn  annehmen  wollen. 

13.  Hüfssatz  über  ein  unendlich  kleines  Flächenstück.  Schneidet 
man  aus  einer  Kugelfläche  ein  sehr  kleines  Flächenstück  heraus  und 
denkt  man  sich  zu  demselben  alle  möghchen  Normalen  konstruiert, 
so  schneiden  diese  sich  sämtlich  in  einem  Pxmkte  —  dem  Mittelpunkte 
der  Kugelfläche.  Thut  man  dasselbe  mit  einer  Ebene,  so  laufen  aUe 
Normalen  einander  paraUel.  Bei  aUen  andern  Flächen  findet  sich 
jedoch  ein  so  einfaches  Verhalten  nicht  mehr.  Die  Normalen  werden 
yielmehr  scheinbar  regellos  durcheinander  laufen,  zum  Teil  sich 
schneiden,  zum  Teil  sich  kreuzen.  Ist  die  Natur  der  Fläche  genau 
bekamit,  haben  wir  es  z.  B.  mit  einer  Kegelfläche  oder  einem  Ellipsoid 
zu  thun,  so  wird  man  allerdings  das  Verhalten  der  benachbarten  Nor- 
malen durch  Rechnung  genau  feststellen  können.  Demnach  scheint 
es  so,  als  ob  wir  allgemein  über  den  Verlauf  der  Normalen  für  eine 
ganz  beliebige  Fläche  nichts  weiteres  aussagen  können.  Dem  ist  jedoch 
nicht  so.  Eine  der  schönsten  Einsichten  der  Geometrie  gewährt  uns 
der  folgende  Satz,  der  von  einem  unendlich  kleinen  Stück  einer  ganz 
beliebigen  Fläche  gilt,  den  wir  jedoch  hier  nicht  beweisen  wollen, 
weil  uns  dies  von  unseren  optischen  Betrachtungen  zu  weit  entfernen 
würde.     Der  Satz  lautet: 

„Ein  unendlich  kleines  Stück  einer  beUebigen  Fläche  kann  man 
sich  immer  erzeugt  denken  durch  eine  unendlich  kleine  Rotation  eines 
unendlich  kleinen  Kreisbogens  um  eine  Achse,  die  in  der  Ebene  dieses 
Kreisbogens  senkrecht  zu  dessen  Symmetriedurchmesser  liegt." 

Hier  wollen  wir  noch  hinzufügen,  dafs  wir  als  Normale  definiert 
haben  die  Grerade,  welche  auf  einem  kleinen  Flächenstück  senkrecht 
steht.  Man  erkennt  eine  Normale  daran,  dafs  sie  senkrecht  steht  auf 
mindestens  zwei  kleinen  Linienstücken,  die  dem  Flächenstück  an- 
gehören.    Wir  betrachten   jetzt  Fig.  12  und  beachten,   dafs  alle  rö- 
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mischen  Buchstaben  in  der  PapierebenC;  die  griechischen  über,  die 
gestrichenen  griechischen  unter  derselben  sich  befinden  sollen.  Ferner 
sind  in  der  Figur  die  Strahlen  in  der  Papierebene  ausgezogen,  die 
über  derselben  liegenden  lang  gestrichelt,  die  darunter  befindlichen 
punktiert.  In  der  Papierebene  befindet  sich  ein  Kreis  mit  dem  Radius 
BX.  Ein  unendlich  kleiner  Bogen  desselben  sei  ABC,  so  dafs 
AB  =  BC  ist.  Auf  dem  verlängerten  Radius  ist  ein  Punkt  Y  an- 
genommen und  zu  XY  eine  Senkrechte  gezogen,  die  von  dem  ver- 
längerten AX  und  CX  m  E  und  B  getroffen  wird.  Dreht  sich  jetzt 
diese  Figur  um  die  fest  bleibende  Äxe  BE  und  zwar  um  unendlich 
wenig  nach  unten  und  nach  oben^  so  beschreibt  der  Bogen  ABC  das 
Flächenstück  aßyCy  ß a  A,  das  aufgefafst  werden  kann  als  einer 
ganz  beliebigen  Fläche  angehörig,  vorausgesetzt  nur,  dafs  die  Ent- 
fernungen XB  und  YB  passend  gewählt  sind. 

14.  Das  astigmatische  Bündel  als  System  von  Normalen  der 
Wellenfläche.  Bei  der  soeben  vollzogenen  unendlich  kleinen  Drehung 
geht  JBF  in  die  Lagen  ßY  und  ß'Y  über  und  der  Mittelpunkt  X 
beschreibt  die  unendlich  kleine  Strecke  dS\  Man  erkennt  sofort,  dafs 
die  Strecken  aayßß',yy\S8'  senkrecht  zur  Papierebene  stehen.  Die 
Oerade  ß8Y  steht  auf  dem  Kreisbogen  ay,  durch  dessen  Mittelpunkt 
sie  geht,  senkrecht,  und  ebenso  auch  auf  ßß\  ist  also  eine  Normale 
des  Flächenstückes.  Analoges  gilt  von  der  Oeraden  ß' S'Y.  Die  Gre- 
rade  AXE  steht  aufser  auf  AC  auch  auf  aa'  senkrecht,  ist  also  eben- 
falls eine  Normale;  Analoges  gilt  von  der  Geraden  CXD,  Betrachten 
wir  noch,  was  aus  der  Geraden  MXF  in  der  Papierebene  infolge  der 
Drehung  wird.  Diese  Oerade  geht  in  die  beiden  Lagen  ^SF  und 
Il'S'F  über  (in  der  Figur  nicht  gezeichnet!).  Die  Gerade  ^lSF  ist 
Normale,  denn  sie  steht  auf  dem  Bogen  ft^'  und  ay  senkrecht  {S  ist 
Mittelpvmkt  des  Bogens  ay).  Dasselbe  gilt  von  [i'S'F.  Man  erkennt 
femer,  dafs  die  Geraden  a-E,  aE,  yD,  y'D  ebenfalls  Normalen  sind. 
Wir  wollen  noch  den  Bogen  ftJBfi"  und  zwar  in  der  Ebene  jB/[*X 
zeichnen,  dann  erkennt  man,  dafs  die  Normale  ft^d"  zwar  auch  die 
Rotationsachse  schneidet,  nicht  aber  die  ihr  symmetrisch  zu  B  gegen- 
überliegende Normale  fid.  In  der  Geometiie  bedient  man  sich  folgen- 
der Ausdrücke:  Der  Punkt  X  als  Mittelpunkt  des  Bogens  ABC  heifst 
„erster  Hauptkrümmungsmittelpunkt",  XB  „erster  Hauptkrümmungs- 
radius" Analog  wird  IT  zweiter  Hauptkrümmungsmittelpunkt  undjBZ 
zweiter  Hauptkrümmungsradius  genannt.  Die  unendlich  kleinen,  zur 
Richtung  der  Achse  jBXF  senkrechten  Geraden  (resp.  unendlich  kleinen 
Kreisbögen)  dd'  und  Z>J?  nennen  wir  die  erste  und  zweite  Brennstrecke, 

Ist  nun  das  Stück  aa  yy'  ein  Stück  einer  Wellenfläche,  so  haben, 
wie  wir  oben  gesehen,  die  Normalen  die  Bedeutung  von  Strahlen,  und 
das  System  von  Strailen,  welches  die  beiden  Brennstrecken  durch- 
setzt, erzeugt  ein  Äquivalent  für  den  Bildpunkt,  der  bei  Kugelwellen 
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auftritt.  Infolgedessen  nennt  man  X  und  Y  auch  wohl  den  ersten 
und  zweiten  Brennpunkt  oder  Bildpunkt^  BX  und  B  Y  die  beiden  zu- 
gehörigen Bildweiten^  X  Y  „die  astigmatische  Differenz'^ 

15.  Eigenscliaften  eines  unendlicli  dünnen  Strahlenbündels.  Aus 
dem  vorigen  können  wir  nun  folgende  Sätze  über  unendlich  dünne 
Strahlenbündel  aufstellen,  wobei  wir  wieder  Fig.  12  zu  Grunde  legen. 

1.  Die  Richtung  der  Lichtbew^ung  wird  durch  die  Wellen- 
normale BXY  bezeichnet.  Das  Stück  aa  yy  der  Wellenebene  wird 
begrenzt  gedacht  durch  Kreisbögen,  die  den  Bögen  der  ersten  und 
zweiten  Hauptkrümmung  im  Punkte  B  parallel  sind. 

2.  Sämtliche  Normalen  des  ersten  Krümmungsbogens  AG  ver- 
einigen sich  im  ersten  Bildpunkte  X  und  gehen  durch  die  zweite 
Brennstrecke  DJ?. 

3:  Sämtliche  Normalen  des  zweiten  Exümmungsbogens  /3/3'  ver- 
einigen sich  in  dem  zweiten  Bildpunkte  Y  und  gehen  durch  die  erste 
Brennstrecke  86\ 

4.  Alle  Normalen,  die  von  einer  Parallelen  y^yJ  !&um  zweiten 
Erümmungsbogen  ausgehen,  vereinigen  sich  in  einem  Punkte  F  der 
zweiten  Brennstrecke  und  gehen  sämtlich  durch  die  erste  Brennstrecke. 

5.  Alle  Normalen,  die  von  einer  Parallelen  zum  ersten  Erümmungs- 
bogen ausgehen,  vereinigen  sich  in  einem  Pimkte  der  ersten  Brenn- 
strecke und  gehen  sämtlich  durch  die  zweite. 

6.  Die  vom  Bogen  ay  ausgehenden  Normalen  gehen  sämtlich 
durch  d,  die  vom  Bogen  ay'  durch  (J',  die  vom  Bogen  aa  durch 
jB,  die  vom  Bogen  yy'  durch  D,  wo  88'  und  jBD  die  Endpunkte  der 
ersten  und  zweiten  Brennlinie  sind. 

7.  Legt  man  durch  die  Hauptnormale  BXY  eine  Ebene  unter 
beliebiger  Neigung  (zum  Papier),  so  wird  durch  diese  ein  zwischen 
den  beiden  Hauptkrümmungsbögen  liegender  Bogen  ftfi"  aus  dem 
Wellenstück  herausgeschnitten.  Die  von  fi  und  f("  ausgehenden  Normalen 
schneiden  sich  nicht,  sondern  kreuzen  sich.  (Die  erstere  geht  ja 
durch  d,  die  zweite  durch  d'.)  Die  Normalen  in  ft  und  ft"  verlaufen 
also  gamicht  in  der  Ebene  des  zugehörigen  Kreisbogens  y,yl\ 

8.  Nennt  man  Punkte,  die  von  einer  beliebig  geneigten  durch 
BY  gehenden  Ebene  aus  dem  Umfange  des  Flächenstückes  heraus- 
geschnitten werden  (wie  fi/i"),  symmetrische  Punkte,  so  kann  man 
den  Satz  aussprechen:  Die  von  symmetrischen  Punkten  ausgehenden 
Normalen  schneiden  im  allgemeinen  weder  untereinander,  noch  die 
Hauptnormale,  sondern  kreuzen  sich.  Nur  die  auf  dem  ersten  und 
zweiten  Krümmungsbogen  liegenden  symmetrischen  Punkte  liefern  Nor- 
malen, die  sich  im  ersten  und  zweiten  Bildpunkt  schneiden. 

9.  Die  Strahlenvereinigung  im  Brennpunkt  ist  im  allgemeinen 
nicht  intensiver  (nicht  von  höherer  Ordnung)  als  auf  allen  Punkten 
der  Brennstrecken. 

Gleichen,  optische  Abbildangtlehre.  2 
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16.  Das  Fl&dLenstuck  als  Teil  einer  sicli  fortbewegenden  Wellen- 
fläclie.     Fig.  12  mit  aUen  ihren  Normalen  ist  entstanden  durch  Ro- 


Pig.  12. 


tation  des  Kreisbogens  ABC  um  die  feste  Achse  DE,  Die  Betrachtung 
zeigt  aber,  dafs  wir  Fig.  12  mit  allen  Normalen  und  Schnittpunkten 
auch  hätten  erhalten  durch  Rotation   des  Kreisbogens  ßß'  mit  dem 
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Mittelpunkt  Y  um  die  Achse  Sö\  Zurückkehrend  zu  unserer  Vor- 
stellung über  die  Lichtbewegung  &ssen  wir  das  Flächenstück  ayay 
als  ein  Stück  Wellenfläche  auf^  das  sich^  geführt  von  den  Normalen, 
auf  denen  es  senkrecht  steht,  von  B  aus  in  Richtung  nach  X  hin  be- 
wegt. Bei  X  angelangt  ist  die  ganze  Lichtenergie  in  die  Brennlinie 
dd'  zusanmiengedrängt,  alsdann  breitet  sie  sich  wieder  flächenhaft  aus 
und  schrumpft  schU^fsUch  wieder  in  die  Brennlinie  DE  zusammen, 
um  sich  di^  wieder,  eine  kegekrtige  Öffiiung  bildend,  divergierend 
auszubreiten.  Wir  betrachten  das  Wellenstück  in  der  Lage  ee'rjri' 
mit  dem  Mittelpunkt  Q  und  den  beiden  Hauptkrümmungsrichtungen 
PB  und  qq\  Der  Krümmungsradius  der  ersten  Bichtimg  ist  die 
Strecke  XQ  =py  der  der  zweiten  die  Strecke  QT=  q.  Das  Wellen- 
stück hat  zwei  nach  yerschiedenen  Seiten  gerichtete  Krümmungen, 
und  dies  ist  ersichtlich  soknge  der  PaU,  als  es  sich  zwischen  den 
Brennpunkten  X  und  Y  befindet.  Die  Strecke  XY=  ^  nennt  man 
„astigmatische  Differenz'^ 

17.  Bestimmungsstücke  des  Bündels.  Als  bestimmend  das  Bündel 
nehmen  wir  folgende  drei  Stücke  an  (Fig.  12):  die  astigmatische 
Differenz  /^  =  XY  und  die  beiden  Offnungswmkel: 

^  ÄXC  =  PXR  =  <pi 

zunächst  folgt  die  Länge  der  Brennünien  in  den  Punkten  X  und  Y 

dd'  =  ip^^ 
DE=ip^^. 

Wir  bezeichnen  femer  die  Krümmungsradien  und  die  Krümmungs- 
bogen  in  folgender  Weise: 

QX^r, 
PR  =  di 

Dann  ergiebt  sich  für  das  Flächenstück  seriri' 

n  +  ^2  =  ^• 

Nach  Gaufs  ist  das  Krümmungsmafs  x  eines  Flächenstückes  gleich 
dem  reziproken  Wert  des  Produktes  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien.    Wir  haben  demnach  für  das  betrachtete  Flächenstück 


X 


n»-«' 
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während  der  Inlialt  f  desselben  gesetzt  werden  kann 

so  daXs  man  also  hat: 

18.  Kreis  kleinster  Verwirrung.    Ändert  das  Plächenstück  aeriTi 
successiye  seine  Lage^  so  bleiben  die  Bestimmungsstücke  (pi^)^  und  J 
konstant.     Wir  wollen  nun  das  Flächenstück  näher  beb^chten,  für 
welches  d^  =  d^  ist.     Für  dasselbe  ergiebt  sich; 

und  ^1  +  ^2  =  ^' 

Seine  Entfernung  von  den  Punkten  X  und  Y  betragt  also: 

*        9>i  +  9>«  *       9i  +  9i 

Es  liegt  zwischen  den  Punkten  X  und  F,  also  innerhalb  der  astig- 
matischen Differenz;  seine  Hauptkrümmungen  sind  entgegengesetzt  ge- 
richtet. Es  kann  als  die  „quadratische  Defoimation^^  des  allgemeinen 
Flächenstückes  betrachtet  werden. 

In  der  Litteratur  wurde  bei  den  Diskussionen  über  Strahlen- 
bündel meist  eine  rundliche  Begrenzung  derselben  angenommen^  wobei 
an  der  eben  betrachteten  Stelle  ein  Kreis  erschien,  den  man  den 
Kreis  kleinster  Verwirrung  nannte.  Er  wurde,  jedoch  wohl  kaum  mit 
Recht,  als  das  Äquivalent  eines  fehlenden  Konvergenzpunktes  aller 
Bündelstrahlen  angenommen. 

19.  Der  Pol  des  Bündels.  Besonders  wichtig  ist  die  Lage  des 
Wellenflächenstückes  an  der  Stelle,  wo  sein  Inhalt  ein  Maximum  ist. 
Bis  zu  dieser  Stelle,  die  wir  Pol  nennen,  geht  das  Lichtbündel  ge- 
wissermafsen  von  kleineren  zu  gröfseren  Querschnitten  über  und  ver- 
liert also  an  Intensität,  während  es  jenseits  desselben  sich  zu  kleineren 
Querschnitten  einengt,  was  einer  Lichtkonzentration  entspricht^). 

Die  Lage  des  Pols  findet  nian  durch  folgende  Betrachtung:  Wir. 
hatten  oben  für  die  Fläche  f  gefunden: 

f=  Vi9%'^i'r%,  wo  r,  =  ^  —  ri 
gesetzt  werden  kann,  und  erhalten: 

Betrachtet  man  q>^,  (p^  und  ^  als  konstant  und  differentiiert  die  Gröfse 

f  nach  r, ,  so  erhält  man  durch  Nullsetzen  von  -r^  den  Wert  r,  =  -r-, 
'  *'  dr.  *         2' 

welcher  einem  Maximum  von  f  entspricht,  da  sich  ^—^  negativ  ergiebt. 

Der  Pol  liegt  also  im  Halbierungspunkt  der  astigmatischen  Differenz. 

1)  tJber  die  Bedeutung  dieses  Verhaltens  für  die  Photometrie  siehe 
A.  Gleichen:  Verhandlungen  der  deutschen  Phys.  Gesellschaft.  U.  Jhrg.  Nr.  17. 
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Das  Flächenstück  am  Pol  hat  femer  das  ^^kleinste^^  Erümmungsmafs, 
da  dieses,  wie  wir  oben  sahen,  der  Fläche  f  umgekehrt  proportional  ist. 

20.  GlltlgkeitsbereiclL  der  allgemeinen  Sätze  über  StrahlenbxindeL 
Die  unter  15  zusammengefafsten  Eigenschaften  eines  Bündels  sind 
in  der  Litteratur  unter  dem  Namen  des  Stürmischen  Satzes^)  bekannt. 
Er  ist  giltig,  so  lange  die  unter  13  gemachten  Annahmen  giltig 
sind.  Eine  Reihe  hervorragender  Mathematiker  hat  sich  mit  der 
Theorie  allgemeiner  Strahlenbündel  beschäftigt.  Die  Litteratur  hier- 
über findet  man  recht  vollständig  in  dem  Werke  von  Verdet  „Wellen- 
theorie des  Lichtes^'  übers,  von  Einer,  Braunschweig  1881,  Bd.  1, 
S.  8  u.  9,  und  besonders  in  Czapski:  „Theorie  der  optischen  Instru- 
mente", Breslau  1893,  Seite  19  bis  24.  Von  Interesse  für  die  geo- 
metrische Optik  ist  dabei  namentlich  die  Thatsache,  dafs  im  einzelnen 
der  Satz  von  Sturm  wesentliche  Modifikationen  erleiden  kann,  ins- 
besondere, was  die  Richtung  der  unendlich  kleinen  Brennstrecken  in 
den  Punkten  X  und  Y  betrifft.  So  werden  wir  unten  zeigen,  dafs 
schon  bei  einem  Bündel,  das  an  einer  Ebene  oder  Eugelfläche  gebrochen 
ist,  sich  im  zweiten  Bildpunkt  eine  unendlich  kleiae  Brennstrecke  nach- 
weisen läfst,  die  nicht  senkrecht  zur  Bündelrichtung  ist,  welche  also 
gewissermafsen  neben  der  von  der  allgemeinen  Theorie  geforderten  be- 
steht. Diese  Erscheinungen  hängen  von  dem  besonderen  Grad  der 
Strahlenvereinigung  ab,  der  in  dem  speziellen  Bündel  herrscht.  Da 
aber  in  der  Theorie  der  optischen  Instrumente  nur  die  Lage  der  beiden 
Brennpunkte  X.und  Y  und  ihre  Entfernung  /d  auf  der  Bündelachse 
eine  Rolle  spielt,  so  können  wir  uns  auf  die  kurze  Erwähnung  dieser 
Verhältnisse  beschränken. 

21.  Spiegelung  an  einer  Ebene.  In  Fig.  13  falle  vom  leuchtenden 
Punkte  P  oberhalb  des  Spiegels  SS  der  Strahl  PA  auf  den  Spiegel 
und  werde  in  Richtung  AL  reflektiert,  so  dafs  also  ^PJ.-N'=  -^LAN 


gleich  dem  Einfallswinkel  i  ist.  Verlängert  man  jetzt  die  Gerade 
LA  rückwärts  über  A  hinaus,  bis  sie  das  von  P  auf  die  Spiegelebene 
gefällte  Lot  PBF'  in  P'  schneidet,  so  ist:  ^PAB=P'AB.  Dem- 
nach ist  Dreieck  ABP^  ABP'  und  also:  PB  =  P'B. 


1)  Stnrm,  Journal  de  Liouville  3.  1838. 
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Die  Lage  des  Punktes  P'  ist  also  unabhängig  von  der  Li^e  des 
Punktes  Ä]  hieraus  muTs  man  schliefsen^  dafs  alle  Strahlen^  die  von 
P  aus  auf  den  Spiegel  fallen  und  reflektiert  werden^  wenn  man  sie 
nach  der  Reflexion  rückwärts  verlängert,  durch  den  Punkt  P  gehen. 
Alle  Yon  P  ausgehenden  Strahlen  verlassen  also  den  Spiegel  so,  als 
kämen  sie  von  einem  Punkt  P',  der  ebenso  weit  hinter  dem  Spiegel 
liegt,  als  sieh  P  vor  demselben  befindet.  Deshalb  ist  P'  das 
Bild  des  Punktes  P,  welches  ersichtlich  virtuell  ist.  Ebene  Spiegel 
erzeugen  nur  virtuelle  Bilder. 

Ein  (Fig.  14)  in  L  befindliches  Auge,  das  nach  P'  hinsieht,  hat 

den  Eindruck,  als  kämen  die  Strahlen 
von  P'  her,  es  verlegt  also  den 
leuchtenden  Punkt  nach  P'  hin. 

Ein  G^enstand  wird  durch  Spiege- 
lung an  einer  Ebene  abgebildet,  in- 
dem man  zu  jedem  Punkte  desselben 
wie  z.  B.  PQR  Lote  auf  die  Spiegel- 
ebene fällt  und  diese  Lote  um  sich 
selbst  verlängert  (Fig.  15).  Die  End- 
punkte P'  Q'R'  sind  dann  die  Bilder  von 
PQR.  Der  Bildkörper  P'Q'R  hat  ganz  dieselben  Dimensionen  wie  der 
Körper  PQR]  doch  kazm  er  mit  ihm  im  allgemeinen  nicht  zur  Deckung 
gebracht  werden,  da  die  Reihenfolge  der  Seiten  und  Winkel  eine 
andere  ist.  Objekt  und  Bild  sind  daher  nicht  kongruent^)  sondern 
symmetrisch,  die  Spiegelebene  ist  die  Symmetrieebene.   Dabei  brauchen 

die  Lote  PP^QQ'n,  s.  w.  durch- 
aus nichtdeaSpiegelÄSzudurch- 
dringen,  sondern  können  seitlich 
liegen.  Jeder  Punkt  des  Bildes 
entsendet  nur  scheinbar  durch 
SS  StJrahlen  und  zwar  genau  so, 
als    ob   SS   ein   Fenster   wäre, 

S^ durch    das    ein   Auge    in    den 

Bildraum  hineinschaut  und  sich 
den  Körper  P'Q'R'  betrachtet. 
Lifolge  der  Symmetrie  erscheint 
einem  Menschen,  der  sich  im 
Spiegel  sieht,  rechts  und  links 
vertauscht  (ein  Ehering  erscheint 
Pig  15  an  der  linken  Hand).  Ein  gewöhn- 

licher Zimmerspiegel    zeigt    die 
Erscheinung  der  Reflexion  des  Lichtes  nicht  rein,  da  die  spiegelnde 

1)  Nur  wenn  der  Gegenstand  eine  ebene  Figur  ist,  wird  er  seinem  Spiegel- 
bilde kongruent  sein. 


*9 


Jt 


Optische  TäuschungexL  —  Winkel  Spiegel. 
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Ebene  die  Hinterseite  einer  Glasplatte  ist  (die  Belegung)^  wodurch 
die  Strahlen  auch  durch  Brechung  abgelenkt  werden. 

Damit  eine  Person  sieh  ganz  in  einem  vertikalen  Spiegel  sehen 
kann^  muTs  der  Spiegel  SS'  (Fig.  16)  so  aufgehängt  sein^  dafs  sein 
unterer  Band  sich  gegenüber  der  Mitte  dieser  Person  befindet.  Denn 
ist  FQ  die  Person,  SS'  der  Spiegel  und  SÄ  =  ^PQj  so  sieht  ein 
Auge  in  P  gerade  nach  dem  Punkt  Q  im  Spiegel  in  Bichtung  PSQ\ 

22.  Optische  Täuschungen.  Optische  Täuschungen  können  mittels 
Planspiegel  in  verschiedener  Weise  erzeugt  werden. 

Einem  Auge  L  (Fig.  17),  das 
in  den  Spiegel  SS'  hineinschaut, 
scheint  das  Spiegelbild  P'  der  Kugel 
P  senkrecht  von  unten  nach  oben 
zu  rollen. 

Ist  in  Fig.  18  P  ein  Punkt  eines 
hell  beleuchteten  Objektes,  SS'  ein 
Spiegel  und  TT'  eine  dazu  parallel  gestellte  ebene  Glasplatte,  so 
fällt  das  Licht  auf  dem  Wege  PABL  in  das  Auge  L,  das  in  Bich- 
tung LB  nun  das  Objekt  P  und  zugleich  auch 
einen  etwa  bei  C  befindlichen  Körper  erblickt.  Da 
die  durchsichtige  Glasplatte  TT'  nur  einen  Teil 
des  Lichtes  reflektiert,  so  wird  das  Bild  von  P 
immer  lichtschwach  sein  und  es  darf  deshalb 
der  Hintergrund  bei  C  nicht  stark  erleuchtet  sein. 

Mittels  der  Anordnung  (Fig.  19),  wo  die 
Spiegel  sich  paarweise  parallel  stehen,  kann 
man  den  Eindruck  für  ein  Auge  in  L  hervorbringen,  als  ob  man 
den  Punkt  P  durch  einen  undurchsichtigen  Körper  hindurch  be- 
trachten könne. 

23.  Drehung  eines  Spiegels.  Dreht 
sich  ein  Spiegel,  auf  den  ein  Licht- 
strahl fällt,  um  den  Winkel  d,  so 
dreht  sich  der  reflektierte  Strahl  um 
2*.  In  Fig.  20  •  ist  SS  der  Spiegel 
in  der  ersten,  S'S'  in  der  um  8  ge- 
drehten Lage.  Das  Einfallslot  ist  aus 
der  Lage  AN  in  AN'  übergegangen. 
Der  frühere  Beflexionswinkel  war 
QAN  =  PAN  =  i,  der  neue  i  +  *, 
der  reflektierte  Strahl  des  Spiegels  in 
der  Lage  S'S'  bildet  also  mit  AN  den  Winkel  i  +  2  J.  Hierauf  be- 
ruhen z.  B.  die  Spiegelablesungen  an  elektrischen  Mefsapparaten. 

24.  Winkelspiegel.  Es  seien  in  Fig.  21 MS^  und  MS^  die  Durchschnitte 
zweier  vertikalstehenden  Spiegel,  die  den  spitzen  Winkel  S^MS^=q> 


Fig.  17. 
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mit    einander    bilden.      Ein    leuchtender    Pnnkt   Ä   zwischen    diesen 

Spiegeln    erzeugt    nun    nach   dem 


Fig.  19. 


ATjV 


eben  angegebenen  Gesetz  durch 
jeden  Spiegel  ein  Spiegelbild  und 
zwar  infolge  der  Spiegelung  an  MS^ 
-ox  das  Bild  B,  infolge  der  Spiegelung 
an  MS^  das  BUd  C.  Diese  BUder 
spielen  nun  dem  Spiegel  gegen- 
über, von  welchem  sie  nicht  erzeugt  sind,  von  neuem  die  Stelle  von 

leuchtenden  Punkten  und  können  Ver- 
anlassung zu  neuen  Bildern  geben,  und 
zwar  solange,  als  von  ihnen  Strahlen 
auf    den    betreffenden    Spiegel    fallen. 
Alle  so  entstandenen  Bilder  liegen  auf 
einem   mit   MÄ  um  M  geschlagenen 
Kreis.  Ihre  Anzahl  wird  unendlich,  wenn 
^  S^  MS^  =  0  ist,  d.  h.  wenn  die  bei- 
den Spiegel  einander  parallel  sind. 
Hat   (p   einen   endlichen   Wert,    so 
giebt  es  immer  eine  Anzahl  endlicher  Spiegelbilder.     Wir  verzichten 
auf  die  Herleitung   der  hier  möglichen   verschiedenen  Fälle,  da  sie 

ziemlich  umständlich  und  für  die  Theorie 
optischer  Instrumente  nur  von  geringem  In- 
teresse ist  und  geben  nur  die  Resultate*). 
Es  sei  noch  ^  SiMÄ  =  a  und  S^MÄ  =  ß, 
also  a  -[-  /3  =  gj,  dann  werden  folgende  Fälle 
unterschieden: 

180^ 

A)  Ist  =  fi  eine  ganze  Zahl  so  ist 

die  Anzahl  der  Bilder  2ft  —  1. 

180** 

keine  ganze  Zahl,  sondern 
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B)  Ist 

180<»  ,    Q 
=  (l  +-, 


WO  der  Rest  q  immer  kleiner  als  q>  sein  mufs,  so  hat  man  folgende 
Unterfälle  zu  unterscheiden: 


2.  P  =  | 

3.  Q  <,w  und  Q  >  a 

4.  (>  <  j8  und  p  <  « 


so  ist  die  Anzahl  der  Bilder  2fi  +  2. 

2/t  +  l. 


f9        V 


V        >} 


)J 


ff 


W 


?? 


}} 


V 


V 


?7 


}y 


f9 


W 


W 


}y 


V 


2^  +  1. 
2^. 


1)  Siehe  z.  B.  Kunzek:  Studien  aus  der  höheren  Physik,  Wien  1866, 
S.  379  u.  f.;  Heath:  Lehrbuch  der  geom.  Optik,  übers,  von  Kanthack,  Berlin  1894, 
S.  36  u.  f.,  u.  a.  m. 
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Brechnng  an  einer  Ebene. 

25.  Absolute  nnd  relative  BrecbungsexponeBten.  Planparallele 
Platten.  Geht  ein  Lichtstrajil  aus  einem  Medium  7om  Brechungsex- 
ponenten n  in  ein  anderes  mit  dem  Brechungsexponenten  n'  über  und 
ist  dabei  Einfalls-  und  Brechimgswinkel  a  und  ß,  so  heilst  nach  3) 
das  Brechungsgesetz  n8ma  =  n'sinß.  Dabei  sind  die  Oröfsen  n 
und  n'  infolge  der  Methode  ihrer  Bestimmung  fast  immer  auf  die 
Luft  bezogen,  es  sind  also  relative  Gröfsen.  Wollte  man  hieraus 
die  ,,absoluten"  Brechungsexponenten  bezogen  auf  den  „leeren  Baum'' 
herleiten,  so  hätte  man  die  Gröfsen  n  und  w'  noch  mit  dem  Brech- 
ungsexponenten der  Luft  Wq  =  1,00029  zu  multiziplieren. 

Geht  ein  Lichtstrahl  durch  mehrere  planparallele  Platten  (Fig.  22), 
so  sind  die  Einfallslote  sämtlich  pa- 
rallel und  man  hat,  wenn  z.  B.  3  be- 
grenzende Ebenenen  und  4  verschie- 
dene Medien  vorhanden  sind, 

Wj  sin  «1  =  Wg  sin  ß^ 

n^  sin  CK,  =  7^3  sin  ß^ 

ngsinc«,  =  n^smß^ 

Da  in  unserem  speziellen  Falle  ßi=oL^, 
ßi  =  cc^  ist,  so  erhält  man  durch  Mul- 
tiplikation der  obigen  Gleichungen: 

Wj  sin  cci  =  n^  sin  ß^ 

d.  h.  der  Winkel  ß^  konnte  sofort  aus 
der  Annahme  gefunden  werden, .  dafs  die  Brechung  aus  dem  ersten 
Medium  direkt  in  das  vierte  stattfand.  Die  zwischenliegenden  Medien 
^  bewirken  nur  eine  Parallelverschiebung  des  austretenden  Strahles.  Er- 
sichtlich gilt  dies  Resultat  allgemein.  Ist  einer  der  Brechungsexpo- 
nenten gleich  der  Einheit,  so  bedeutet  dies,  dafs  das  betreffende  Me- 
dium atmosphärische  Luft  ist. 

26.  Astigmatische  Brechung  an  einer  Ebene.  Meridionaler  und 
sagittaler  Teil  des  Bündels.  In  der  Figur  23  sei  PP  eine  brechende 
Ebene  (die  etwa  Luft  gegen  Glas  abgrenzt).     S  sei  ein  leuchtender 


Fig.  22. 
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Punkt  und  SF  das  von  8  auf  diese  Ebene  geföllte  Lot  im  dünnem 
Medium.  Von  S  aus  falle  in  Richtung  SÄ  ein  unendlich  dünnes 
Strahlenbündel  auf  die  Fläche.  Wir  denken  uns  um  Ä  in  der  Ebene 
PP  eine  unendlich  kleine  geschlossene  Kurve  (Ellipse)  gezeichnet 
imd  denken  uns  S  mit  irgend  einem  Punkte  dieser  Kurve  verbunden 
(in  der  Fig.  23  nicht  gezeichnet).  Hierdurch  entsteht  ein  einfallender 
Strahl,  der  nach  dem  Brechungsgestz  gebrochen  wird  und  der  nach 
der  Brechung  im  allgemeinen  die  gebrochene  Bündelachse  nicht 
schneidet,  sondern  sie  kreuzt.  Denke  ich  mir  auf  diese  Weise 
nach  sehr  vielen  Punkten  der  Kurve  um  Ä  einfallende  Strahlen  ge- 
zogen, die  alle  gebrochen  werden,  so  bilden  die  sämtlichen  gebrochenen 
Strahlen  zusammengenommen  ein  astigmatisches  Strahlenbündel,  dessen 


Fig.  28. 

Hauptachse  der  zu  SA  gehörige  gebrochene  Strahl  ist.  Um  die 
Brenn-  oder  Bildpunkte  dieses  Bündels  zu  finden,  mufs  ich  diejenigen 
gebrochenen  Strahlen  suchen,  die  die  Hauptachse  (d.  h.  den  zu  SA 
gehörigen  gebrochenen  Strahl)  schneiden  und  nicht  kreuzen. 

1.  Man  lege  durch  SFA  eine  Ebene,  welche  die  Kurve  in  den 
Pimkten  Z^  und  K^  schneidet,  dann  ist  diese  Ebene  Einfallsebene 
far  die  Strahlen  SK^,  SA  und  SK^.  In  dieser  Ebene  verbleiben  die 
Strahlen  nach  der  Brechung,  müssen  also  die  Bündelachse  (hier  rück- 
wärts verlängert)  nahe  dem  Punkte  S'  schneiden.  Dieser  Teil  des 
Bündels,  der  also  in  der  Einfidlsebene  verbleibt,  heifst  „meridional" 
und  die  Strahlen  „Meridionalstrahlen^^ 

Wie  man  erkennt,  schneiden  die  von  K^,  A  und  K^  ausgehenden 
Strahlen  sich  nicht  streng  in  S\  sondern  ihre  Schnittpunkte  mit  der 
Hauptachse*  werden  um  unendlich  kleine  Gröfsen  von  einander  ent- 
fernt sein  (bei  5').  Deshalb  bezeichnet  man  die  Strahlenvereinigung 
im  Meridionalschnitt  als  eine  Vereinigung  von  nur  erster  Ordnung. 
Die  unendlich  kleine  astigmatische  Bild-  oder  Brennstrecke  in  S'  liegt 
senkrecht  zur  Papierebene. 


Lagenbestimmung  der  astigmatischen  Bildpunkte. 
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2.  Legt  man  nun  senkrecht  zur  Verbindungslinie  FA  einen 
zweiten  Durchmesser  L^L^  (kleiner  Durchmesser  der  Ellipse)  durch 
die  Kurve  um  Ä,  so  erkennt  man,  dafs  die  Strahlen  8L^  und  SL^ 
nach  der  Brechung  ebenfalls  die  Hauptachse  schneiden  und  zwar  in  dem 
Punkte  Sj,  wo  diese  das  verlängerte  Einfallslot  F8  trijGPt.  Dies  er- 
kennt man,  wenn  man  der  Einfallsebene  (Papierebene)  eine  imendlich 
kleine  Drehung  um  die  feste  Achse  SF  erteilt  und  zwar  einmal  nach 
rechts  und  einmal  nach  links.  Man  fQhrt  durch  diese  Drehung  die 
ursprüngliche  Ebene  einmal  in  die  Einfallsebene  von  SL^,  das  andere 
Mal  in  die  von  SL^  über.  Diese  Strahlen  bilden  den  sogenannten 
,,sagittalen^^  Teil  des  Bündels.  Die  drei  Strahlen  S^A,  S^L^  und 
/S^ig  schneiden  sich  wegen  der  hier  herrschenden  Symmetrie  zur 
Bündelachse  streng  in  einem  Punkt.  Die  Strahlenvereinigung  ist  vom 
zweiten  Grrade.  Nach  der  früher  entwickelten  allgemeinen  Theorie 
mufs  die  unendlich  kleine  Brennlinie  bei  8^  senkrecht  zur  Achse  8A 
in  der  Papierebene  liegen.  Wieder  durch  eine  kleine  Rotation  um 
die  feste  Achse  SF  erkennt  man  aber,  dafs  auch  alle  Bündelstrahlen 
durch  die  imendlich  kleine  Strecke  6x  gehen,  in  welcher  die  ver- 
längerte FS  das  Bündel  schneidet.  Dies  würde  einer  zur  Bündelachse 
geneigten  Brennstrecke  entsprechen. 

27.  Lagenbestimmung  der  astlgmatlsclien  Bildpunkte.  Brechung 
aus  dem  dünneren  Medium.  Der  durch  die  meridionalen  Strahlen  er- 
zeugte Bildpunkt  sei  der  erste,  der  andere  der  zweite. 

1.  In  Fig.  24  ist  der  meri- 
dionale  Teil  des  Bündels  dar- 
gestellt mit  Weglassung  der 

Hauptachse,  die  Bezeich- 
nungen entsprechen  der  Fig.23, 
nur  sind  noch  die  beiden  Ein- 
fallslote N^K^  und  N^K^  ge- 
zeichnet. Die  beiden  einan- 
der unendlich  nahen  Strahlen 
SK^  und  SK^  haben  die  Ein- 
fiJlswinkel  a  und  cc  -f  da, 
also  ist 

und  wenn  man  8K^  =  a 
setzt  und-Kj  Ü_L  zur  Strahlen- 
richtung zieht,  findet  man 
K^R^=i  ada\  da  aber  auch 
-^  BK^K^  =  a      ist,     so 

findet    man    aus    dem    rechtwinkligen    Dreieck    K^RK^    auch    K^B 
=  K^K^  cos  a  und  man  hat  also:  K^K^  cos  «  =  ada.  Eine  ganz  an»- 


Fig.   24. 
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löge  Betrachtung  gilt  für  das  gebrochene  Bündel  K^S' K^,  dessen 
Strahlen  mit  dem  Einfallslot  die  Winkel  ß  imd  /3  -f-  d/3  bilden. 
Setzt  man  noch  S'K^  =  6,  so  wird 

K^K^QOsß  =  b'dß 

und  durch  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  entsteht: 

cos  oc         a      da 
cos  ß         h     dß' 

Aus  dem  Brechungsgesetz:  sin  a  =  n  sin  /3  folgt  durch  Differentiation: 

dcc n  cos  ß 

dß  cos  tt  ' 

man  hat  also: 

a  cos  a* 

h         n  cos  ß* 

Hieraus  berechnet  sich  &,  die  Entfernung  des  ersten  Bildpunktes  von 
der  Einfallsstelle  des  Bündels. 

2.  Die  Entfernung  des  zweiten  Bildpunktes  S^  von  der  EinfaUs- 
stelle  A  kann  sofort  aus  dem  Dreieck  SAS^^  (Fig.  23)  bestimmt 
werden.  Nach  der  früheren  Bezeichnung  ist  SA  =  a.  Setzen  wir 
femer  S^A  =  B    und    berücksichtigen,    dafs    ist    -^  ASF  ==  cc    und 

^A8^F=ß,  so  folgt  sofort  nach  dem  Sinussatz  -^  =  -^— ,  also 
infolge  des  Brechungsgesetzes: 

a  J^ 


Die  astigmatische  Differenz  ist 


anl ^  —  1)  • 

\C08  a'  / 


Sie  verschwindet  für  a  =  /3  =  0,  d.  h.  für  den  Fall  senkrechter  In- 
cidenz;  in  diesem  Falle  ist  das  Bündel  homocentrisch.  Fafst  man. 
alle  von  S  ausgehenden  Bündel  ins  Auge,  so  giebt  es  einen  Ort  sämt- 
licher ersten  und  sämtlicher  zweiten  Bildpunkte.  Der  erstere  Ort  ist 
eine  Fläche,  die  durch  die  Rotation  der  Evolute  einer  Hyperbel  um 
das  von  S  auf  die  brechende  Fläche  gefällte  Lot  als  Symmetrieachse 
entsteht.  Alle  zweiten  Bildpunkte  liegen  auf  dein  EinfaUslot  selbst. 
28.  Brechong  aus  dem  dichteren  Medium.  S  sei  ein  leuchtender 
Punkt  im  dichteren  Medium,  etwa  in  Wasser.  Fig.  25  stellt  die  hier 
auftretenden  Verhältnisse  dar.  Das  von  S  in  Richtung  SA  austretende 
Bündel  wird  durch  die  Brechung  astigmatisch  deformiert.  Der  erste 
und  zweite  Bildpunkt  des  gebrochenen  Bündels  liegen  bei  S'  und 
S^ .  8E  ist  ein  Lot  zur  brechenden  Fläche.  Befindet  sich  die  Pupille 
eines  Auges  bei  P,  so  erscheint  das  Bild  von  S  in  Richtung  PS\  Ob 
das  Auge  aber  den  Punkt  S'  oder  S^  als  Bildpunkt  empfindet,  ist 
noch  eine  offene  Frage.  Durch  die  astigmatische  Differenz  S'S^  wird 
jedenfalls  eine  Unsicherheit  in  der  Beurteilung  der  Bildlage  erzeugt. 
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Setzen  wiriS^=a,  8'Ä  =  h,  S^A^B,  so  ergiebt  sich  analog  wie  in  27 


a 

h 

neos  a* 
COB  j3* 

a 
B 

n. 

Die  homocentrische  Dif- 

ferenz ist 

^    "/ 

^         cos  p\ 

die  wieder  für  «  =  /3  =  0 
verschwindet.  Das  Brech- 
ungsgesetz (siehe  Figur)  heifst 
jetzt 

sin/8  =  nsina^ 
wo  n  der  Brechungsexponent 
des   dichteren  Mediums,   be- 
zogen  auf  das  dünnere    ist.  Fig.  25. 
Also   fQr  Wasser   und   Luft 

n  =  1,3.  Alle  sekundären  Bildpuntte  liegen  wieder  auf  dem  Lote 
SE,  alle  primären  befinden  sich  auf  einer  Fläche,  die  durch  Ro- 
tation einer  EUipsenevolute  um  SE  als  Symmetrieachse  entsteht*). 

29.  Astigmatisclie  Differenz  an  einer  planparallelen  Platte.  In 
Fig.  26  ist  eine  planparallele 
Platte  vom  Brechungsindex  n 
dargestellt.  Von  dem  leuchten- 
den Punkt  S  dringe  das  Strahlen- 
bündel SABC  durch  die  Platte. 
Ein  Auge  in  C  empfängt  ein 
astigmatisches  Bündel  mit  dem 
ersten  und  zweiten  Bildpunkt 
S'  und  S^,  Setzt  man  SA  =  a^ 
S'B  =  dy  S^B  =  D  und  die 
Dicke  der  Platte  gleich  £,  so 
findet  man  durch  ganz  analoge 
Betrachtungen,  wie  oben*) 

d  —  a 


Fig.  26. 


s   COBa' 


n  cos  (5* 


D  — a  = 


ncosß 
Das   Brechungsgesetz  hat  hier  die  Form  sina  =  W8in/3.     Die  astig- 


1)  Ober  die  geom.  Konstraktion  der  Bildpunkte  siehe  A.Gleichen:  Die  Haupt- 
erscheinungen der  Brechung  und  Reflexion,  Leipzig  1889,  S.  22  u.  f. 

2)  Siehe  A.Gleichen  1.  c. 
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matische  Differenz  ist  imabhängig  yon  der  Entfernung  des  leuchten- 
den Punktes  S: 

. *    /    ^  C08a*\ 

n  vcos^       co8jJv 
Für  senkrechte  Incidenz  wird  ^  =  0,  ftir  streifende 

(d.  h.  für  a  =  90o,  also  sin/3  =  ^) 


erhält  man: 


z/=        ' 


Für  sehr  dünne  Platten  wird  auch  ^  proportional  klein. 


Viertes  Kapitel. 

Prismen  und  Prismensysteme  unter  Yoranssetznng  homogenen 

Lichtes. 

30.  Definitionen.  Ein  brechendes  Medium^  das  yon  zwei  Ebenen 
eingeschlossen  wird,  die  einen  beliebigen  Winkel  6  mit  einander  bilden, 
heifst  in  optischem  Sinne  ein  Prisma.  Die  gerade  Linie,  in  der  sich 
diese  beiden  Ebenen  schneiden,  heifst  die  Kante.  Die  begrenzenden 
Ebenen  heifsen  auch  Seiten,  der  Neigungswinkel,  den  sie  mit  einander 
bilden,  wird  der  brechende  Winkel  genannt. 

Eine  zur  Kante  des  Prismas  senkrechte  Ebene  heifst  Hauptschnitt. 

3ll  Gang  eines  Strahles  im  Hauptschnitt  durch  ein  einzelnes  von 
Luft  umgebenes  Prisma.    Die  Papierebene  in  Fig.  27  sei  ein  Haupt- 


Big.  »7. 

schnitt,  senkrecht  dazu  in  P  ist  die  Kante  vorzustellen,  PQ  und  PB 
sind  die  Durchschnitte  der  Seiten,  der  brechende  Winkel  ist 

^  QPB  =  6. 

Der  Gang  des  Strahles  ist  durch  SÄBC  angegeben.  An  den  Ein- 
und  Austrittsstellen  A  und  B  sind  die  Einfallslote  konstruiert,  die  bei 
U  den  spitzen  Winkel  6  mit  einander  bilden,  der  gleich  dem  brechen- 
den Winkel  ist. 

Die  verlängerten  Richtungen  SA  und  BC  schneiden  sich  in  F, 
wo  sie  den  spitzen  Winkel  a>  —  die  sogenannte  Totalablenkung  — 
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mit  einander  bilden.  Der  Symmetrie  wegen  bezeichnen  wir  Einfalls- 
und  Brechungswinkel  bei  A  mit  a  und  ß  und  die  analogen  Oröfsen 
bei  B  mit  a  und  ß\  Dann  hat  man  aus  der  Fig.  27,  wenn  n  der 
Brechungsexponent  der  PrismaS;  bezogen  auf  das  umgebende  Medium 
(Luft)  ist,  sofort  folgende  Gleichungen: 

sina  =  nsin/3  (1) 

sina' =  nsin/3'  (2) 

«  =  /}+/?'  (3) 

(o  =  a  -\-  a'  —  6,  (4) 

Um  aus  diesen  4  Gleichungen  die  4  der  direkten  Messung  schwer 
zugänglichen  Gröfsen  a,/3,  a',/3'  eliminieren  zu  können,  müfste  noch  eine 
weitere  Beziehung  gegeben  sein,  oder  es  müfste  eine  dieser  Gröfsen 
selbst  bekannt  sein.  Mehrere  derartige  Fälle  wollen  wir  nun  unter- 
scheiden. Bemerkt  sei  noch,  dafs  man  durch  Addition  der  beiden 
ersten  unter  Berücksichtigung  der  andern  folgenden  Gleichungen  leicht 
ableiten  kann: 

smJ((D-f  <y)=.nsm- ^- -• 

^      cos  j  (a  —  a  ) 

.  32.  Fall  senkrechter  Incidenz.  Ist  der  einfallende  Strahl  senk- 
recht zur  vorderen  Prismenseite,  so  ist  a  =  0  und  demnach  auch 
/3  =  0.  Aus  den  Gleichungen  (1)  bis  (4)  folgt  femer  sofort  /3'  :*=  tf, 
a'  =  CO  +  ^,  so  dafs  die  Gleichung  sina'  =  nsin/3'  ergiebt: 

8in(fl)  +  ff) 

n  =  — : , 

sin  ff      ' 

eine  Beziehung,  die  zur  Bestimmung  von  n  gebraucht  werden  kann. 
Fall  des  streifenden  Austrittes.     Wird  a  =  90®  gesetzt,  so  tritt 
der  Strahl  streifend  aus  oder  ß'  ist  der  Grenzwinkel  der  totalen  Re- 
flexion.    Aus  (2)  folgt  dann: 

smp  =  —  • 

Sind  n  und  6  gegeben,  so  erhält  man  auch  leicht  a,  d.  h.  den  Einfalls- 
winkel des  auf  die  Vorderseite  des  Prismas  fallenden  Strahles. 

Ein  Beispiel  möge  dies  näher  erläutern. 

Sei  z.  B.  für  ein  Flintglasprisma  n  =  1,7,  6  =  70®, 

logsin/J'  =  0,76955  — 10 
/3'  =  36®2'. 

Femer  folgt:  /3  =  70®  —  36® 2'  =  33® 58' 
und  nach  (1)  ist: 

logsina  =  0,23045 

+  9,74719  —  10 

9,97764  —  10 
a  =  71®46'. 


Minimum  ablenkung.  33 

Hätten  wir  den  brechenden  Winkel  6  noch  groüser  gewählt,  so  näherte 
sich  a  dem  Werte  90°  oder  der  sin«  hätte  sich  sogar  gröfser  als  Eins 
ergeben.  In  letzterem  Falle  wäre  also  gar  kein  eintretender  Strahl 
vorhanden,  d.  h.  das  Prisma  ist  für  Strahlen  unpassierbar,  also  ge- 
wissermafsen  undurchsichtig.  Den  Winkel  6,  bei  welchem  für  ein 
gegebenes  n  diese  Erscheinung  eintritt^  erhält  man  offenbar,  wenn  man 
zugleich  a  imd  a'  gleich  90®  setzt.  Man  erhält  dann  aus  (1),  (2)  und  (3) 

ß  =  ß']  Buxß  =  i  und  ^  =  2/J. 

Für  n  =  1,7  fanden  wir  oben  ß'  =  36^2',  also  wird  6  =  72M',  d.  h. 
ein  Prisma  vom  Brechungsexponenten  1,7,  das  einen  gröfseren  brechen- 
den Winkel  als  72^4'  hat,  läTst  keine  Strahlen  mehr  passieren.  Die 
zugehörige  Ablenkung  ist  nach  (4) 

G,  =  180»  —  6. 

Für  einige  Brechungsezponenten  ist  in  der  beifolgenden  kleinen  Ta- 
belle der  zugehörige  kritische  Winkel  tf  angegeben: 

n  =        1,3      I      1,4      I      1,5      I      1,6      I      1,7      |      1,8      |      1,9      |       2 


ff  =    100<»84'     9in0'      83<>87'      77*22'  |    72H'    |  67030'      63*30'       60°0' 

33.  Mlnimumablenknng.    Fafst  man  6  und  n  als  konstant  auf  und 
differentiiert  Qleichung  (1)  bis  (4),  so  erhalt  man,  wenn  man  d©  =  0  setzt, 

costtda  =  ncosßdß 

coaa'da  =  ncosß'dß' 

dß dß' 

da  = — da. 
Hieraus  folgt: 

008«         cosa' 


C08^  COB^' 

Eliminiert  man  hieraus  mittels  (1)  und  (2)  die  Winkel  ß  und  ß\  so  wird: 

cosa'  cosa'* 


n* — sin«*        n*  —  sin«'* 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  ersichtlich 

a  =  «'. 

Da  demnach  auch  ß  =  ß'  ist,  so  geht  der  Strahl  symmetrisch  durch 
das  Pris^ma. 

Da  wir  do  =  0  gesetzt  haben,  so  ist  also  die  Totalablenkung  o 
ein  Maximum  oder  Minimum.  Die  etwas  umständlich  zu  bildende 
zweite  Ableitung  von  co  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  positiv*),  so  dafs 
also  das  Minimum  der  Ablenkung  vorliegt.  Die  minimale  Ab- 
lenkung selbst  ist  also  nach  (4):  a  =  2a  —  6]  aufserdem  ist  /J  ==  ^ 

1)  Siehe  z.  B.  Heath,  Geometrische  Optik.    Berlin  1894.  S.  30. 

Gleichen,  optische  Abbildungslehre.  3 
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und  das  Brechnngsgesetz  giebt:  sin  -^J-=n8in—  oder  auch: 


n 


2 


sin  -  (»  +  <F) 


2 


sin 


2 


eine  für  die  Bestimmung  des  Brechungsexponenten  wichtige  Formel. 

34.  Fall  eines  sehr  kleinen  brechenden  Winkels.  Ist  6  sehr  klein, 
so  gilt  dasselbe  nach  (3)  auch  Yon  ß  und  ß'  und  nach  (1)  und  (2)  dann 
auch  f&r  a  und  a.  Nimmt  man  die  Winkel  so  klein  an,  dafs  man 
die  Sinusse  mit  den  Bögen  yertauschen  kann,  so  werden  die  Gleich- 
ungen (1)  bis  (4) 

a  =  nß 

a'  =  nß' 

fS  =  ß  +  ß'^ 

©  =  «-{-«'  —  6. 

Hieraus  folgt: 

CO  =  (w  —  l)tf. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Ablenkung  dem  brechenden  Winkel  pro- 
portional Hat  man  noch  ein  zweites  Prisma  vom  Exponenten  n  und 
dem  brechenden  Winkel  6^y  so  hat  die  Kombination  die  Totalablenkung 
CO  =  (w  —  1)  6  -{-  {n^  —  1)  (^1  u.  s.  w. 

35.  Lage  der  Bildpunkte  beim  Prisma  im  Hauptschnitt.  1)  Meri- 
dionale  Brechung.     Die  Bezeichnungen  sind  wie  in  Fig.  27.    Das 

Yom  leuchtenden  Punkt  8 
ausgehende  Bündel  trifft 
die  Vorderseite  des  Pris- 
mas in  ^^4^,  erzeugt  durch 
die  erste  Brechung  den 
virtuellen  Bildpunkt  S' 
und  dann  durch  die  Brech- 
ung an  der  Hinterseite  den 
virtuellen  Bildpunkt  S" 
(Fig.  28). 

Für     die     einzelnen 
Brechungen  bei  A  und  B 
findet  man  nun  gemäXs  den  früheren  Betrachtungen  in  §  27  und  §  28 


Flg.  98. 


(1) 


AS'  _  neos/?«        BS"  _   cos«^« 
AS  ~  cosa*  '       BS*  ~  ncoBß'*' 


Setzt  man  den  Weg  des  Strahles  im  Prisma 

ÄB  =  c, 

so  wird  noch: 

(2)  BS'  —  AS'  =  c. 


Die  astigmatische  Differenz  im.  Falle  der  Minimmnablenkiing. 


35 


Setzt  man  der  Kürze  halber 


C08/J»  j     C08/J'* 

cosa"        •'^  cos«  ■       -'^ 


80  folgt  ans  (1)  und  (2). 


e 

n 


(3)  BS''p'  —  A8p^ 

Hierdurch  ist  die  Entfernung  des  primären  Bildpunktes  8"  Ton  der 
hinteren  Prismenseite  bestimmt^  sobald  AS  bekannt  ist. 

2.  Sagittale  Brechung. 
In  Fig.  29  ist  der  sagittale 
Teil  des  Bündels  dargestellt. 
Die  den  Gleichungen  (1),  (2),  ^ 
(3)  entsprechenden  Gleich- 
ungen sind  hier: 

JlS^ £     B8^  _£ 

BS^  —  ÄSj^  =  c. 
Woraus  folgt: 


BS,-AS^^, 


C 

n 


Vig.  89. 


wodurch  die  Entfernung  des  sekundären  Bildpunktes  S^  von  der 
Hinterseite  des  Prismas  bekannt  ist. 

36.  Die  astigmatische  Differenz  im  Falle  der  Minimumablenkung. 
Man  erhält:  z/  =  BS^  —  BS". 

Setzt  man  hierin  die  Werte  von  BS^  und  J5S"  ein,  so  wird 


Im  allgemeinen  wächst  also  z/  mit  ASy  d.  h.  mit  der  Entfernung  des 
leuchtenden  Punktes  vom  Prisma. 

Fordern  wir,  dals  /l  unabhängig  sein  soll  Yon  dieser  Gröfse,  so 
mufs  man  haben  p'  ^^^p.    Diese  Bedingung  ist  identisch  mit 

\C08a/  \c08a7 

und  ergiebt  unter  Berücksichtigung  des  Brechungsgesetzes  sina  =  nsin/3 
und  sina'  ==  nsin/3^  das  Resultat 

a  =  a'  und  ß  =  ß\ 

Das  Strahlenbündel  mufs  also  im  Minimum  der  Ablenkung  das  Prisma 
durchdringen. 

In  diesem  Falle  wird: 


n  p 


c  /-         C08a*\ 


Da  ferner  in  diesem  Falle  2/J  =«  tf  ist,  wo  6  der  brechende  Winkel 
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ist^    so    wird    der    letztere   Ausdruck    nach   einigen   leichten   Trans- 
formationen 

^  =  ^(n>_l)tg|*. 

Bedeutet   noch   e  die   senkrechte  Entfernung   des   Strahlenkegels   im 
Prisma  von  der  brechenden  Kante;  so  ist 


und 
(4) 


c  =  2ctg-2 


Man  kann  also  jd  klein  machen  ^  indem  man  entweder  e  klein  macht^ 
also  den  Strahl  nahe  der  brechenden  Kante  passieren  läXst,  oder  den 
brechenden  Winkel  ü  sehr  klein  wählt. 


Mehrere  Prismen. 

37.  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  mehrerer  Prismen.  Wir 
setzen  ein  System  von  -—Prismen  voraus,  deren  Kanten  sämtlich  parallel 
sind,  und  verfolgen  einen  Strahl  im  Hauptschnitt.     Es  sind  also  hier 


Pig.  30. 

m  brechende  Ebenen  vorhanden,  die  mit  einander  successive  die  Winkel 
^i;  ^2  *  *  ^m—\  bilden  (siehe  Pig.  30).  Die  Winkel,  welche  der  Strahl 
der  Reihe  nach  mit  dem  Einfallslot  beim  Eintritt  und  Austritt  der  ein- 
zelnen Prismen  bildet,  seien  der  Reihe  nach  i^  i^  •  •  -  im-  Diejenigen 
Winkel  dagegen,  die  der  Strahl  innerhalb  der  Prismen  mit  den  Einfalls- 
loten bildet,  bezeichnen  wir  durch  ^i,  *'2;  ^3  *  *  ^w»- 

Die  Gesammtablenkung  £1,  welche  der  Strahl  erfährt,  ist  gleich 
der  Summe  der  Ablenkungen  der  einzelnen  Teile.  Nun  ist  die  Ab- 
lenkung Ol,  welche  der  Strahl  bei  A^  (Pig-  30)  erfährt,  ©i  =  i^  —  r^; 


Fall  der  Minimumablenkung  bei  einem  Prismensystem.  37 

der  Teil  A^A^   erfahrt  bei  A^  die   Ablenkung   ©j  =  i^  —  r,  u.  s.  w. 
Allgemein  bat  man  für  die  Ä;te  Fläche 

^k  =  h  —  »•*• 
Die  Gresamtablenkung  beträgt  demnach^  wenn  man  sich  des  Summen- 
zeichens 2J  bedient: 

WO  die  Summation  yon  x  =  1  bis  x  ==  m  gehen  soll. 

Nun  bestehen  analog  wie  im  Falle  eines  Prismas  die  Gleichungen 


(1) 


h  +  h=  ^i 


^5  +  ^6  =  ^5 


*  I      * 

r        ^  4-  r     =  Ä        .  *m  — 2  "T  ^m—1  =  Ö"?»— 2« 

'in — 1     I     ^m  —  ^m — 1 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

2i^  —  2^H  ==  *i  +  *m  —  ((^1  —  «^8  +  tfa ^m-l). 

Setzt  man: 

^i  —  ^2  "f~  ^3  —  <^4  H"  • '  *  —  ^m— 1  =  Ä, 
so  wird: 

(2)  Sl  =  i^  +  ir,-S. 

38.  Fall  der  Minimumablenkung  bei  einem  Prismensystem.  Für 
den  Fall  der  Minimumablenkung  mufs  die  Ableitung  von  Sl  ver- 
schwinden; demnach  hat  man,  da  S  als  konstant  angesehen  werden 
mufS;  als  Bedingung  hierf&r: 

(3)  di  +  di^  =  0. 

Um  (3)  in  einer  anderen  Form  zu  erhalten,  differentiieren  wir  das 
System  (1  §  37),  indem  wir  beachten,  dafs  die  Gröfsen  6  konstant  sind, 
und  erhalten 

dr^  =  —  dr^ 

dr^  =  —  dr^ 

dr^  =  —  dr^ 


dii 

-di. 

di^ 

dti 

dim 

—  2 

=       dt„. 

■  V 

Multipliziert  man  alle  (r)-  und  alle  (i)-Gleichungen  mit  einander,  so 
müssen  die  rechten  Seiten  der  beiden  neuen  Gleichungen  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  haben,  weil  die  Beihe  der  (i)-Gleichungen  um 
Eins  kleiner  ist  als  die  Reihe  der  (r)-Gleichungen.  Dividiert  man 
also  die  beiden  neuen  Gleichungen  durch  einander,  so  wird  die  resul- 
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tierende  Beziehung  auf  der  rechten   Seite    das   negative  Vorzeichen 
haben.     Anf  diese  Weise  entsteht: 


^ .   dr^     dr^    dr^ 
^  di^     di^     di^ 


dr^^^ 


m-l 


dr^    dr^    dr^ 


di 


m—l 


dt,     di^     dif 


tn 


Mit  Berücksichtigung  von  Gleichung  (3)  erhalt  man  hieraus: 


(4) 


dr^     dr^       dffn^i        dr^     dr^       dr^ 

■       •  ^— —  •  •  —  ~^~"  — ^ —  •  —  •  •  —  — 


di 


m—l 


dh     di^        dij 


die  Bedingung  für  die  Minimumablenkung  in  einer  nenen  Form,  die 
uns  sogleich  nützlich  sein  kann. 

Wir  hatten  uns  bisher  derjenigen  Bezeichnungsweise  angeschlossen, 
die  wir  als  bequem  für  ein  einzelnes  Prisma  verwandt  hatten.  Für 
die  weiteren  Entwicklungen  ist  es  im  Interesse  der  IJbersichtlichkeit 
angenehmer,   an  jeder   der  m  brechenden  Flächen   den    einfallenden 


Fig.  81. 

Winkel  immer  mit  a,  den  Brechungswinkel  mit  ß,  versehen  mit  dem 
Flachenindex,  zn  bezeichnen.  Im  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Medium, 
sei  der  Brechungsindez  ti^,  ni,n^  u.  s.  w.,  so  AsSa  an  der  xten  Fläche 
das  Brechungsgesetz  ist 

(5) 


n 


sina^  =  — ^  sin ß^ . 


x~l 


um  nun  die  früheren  Bezeichnui^en  mit  den  neuen  in  Beziehung  zu 
setzen,  haben  wir: 


(6) 


Denkt  man  sich  nun  das  Brechungsgesetz  nach  (5)  für  alle  m  Flächen 
aufgeschrieben  und  werden  alle  diese  Gleichungen  differentiiert,  so  er- 
hält man: 


»1  — «1 

«8  —  «S 

«5  =  06 

n-A 

rz=k 

♦•6==A 

i*-ß. 

h-ß. 

h-ß. 

»■»=«» 

U—Ui 

»•6—  «« 

Die  Bildpunkte  des  Bündels  bei  einem  System.  39 


COS a^dcc^  =  -  *  co&ß^dß^ 
coBa^dcc^  =    *  coBß^dß^ 


'^m— 1 

Multipliziert  man  alle  diese  Oleichnngen  mit  einander^  so  erhält  man 
nach  einer  leichten  Transformation 


cosa^ 


^^v  dßi     dß^        dß^         n^     cos«,     cosa, 

^  ^  doe^      da,         da^        n^     cos^i     COS /3,  ^^^l'm 

Drückt  man  jetzt  mittels  der  Gleichimgen  (6)  die  Differentiale  dr  und* 
di  in  Gleichung  (4)  durch  da  und  dß  aus,  so  wird  Gleichung  (4) 

dcci  '  da,  "  da^ 

Vergleicht  man  dies  mit  (7),  so  erhält  man  schliefslich  als  Bedingung 
für  die  Minimumablenkung: 


(8) 


COSa^     COSa,     COSa,  <^8<Xm         ^m 

—  —    -  -  •  •  -  ~~^  — 


COS^^       COS^,      COS^s  ^^^ßm  ^ 

39.  Die  Bildpnnkte  des  Bfindels  bei  einem  System.  1)  Meri- 
dionaler  Teil.  In  Fig.  31  ist  S^  ein  leuchtender  Punkt  im  Medium 
mit  dem  Brechungsexponenten  n^.  Das  Bündel  S^A^Bi  wird  an  der 
ersten  Fläche  gebrochen  und  erzeugt  den  yirtuellen  Bildpunkt  S^]  das 
Bündel  52^J32  ^^^  ^^  ^^^  zweiten  Fläche  gebrochen  und  erzeugt 
den  virtuellen  Bildpimkt  5,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wird  durch 
Brechung  an  der  mten  Fläche  der  Bildpunkt  S^+j  erzeugt,  welcher  von 
einem  Auge  in  C  gesehen  wird. 

Wir  setzen  in  Fig.  31 : 

^2-^  =^  ötj  ^8-^2  *^^^  ^2  '^2'^S  ^^^  ^ 

U.  S.  W.  U.  S.  W.  U.  S.  W. 

und  wenden  successive  die  Formel  (1)  §  35  an.    Für  die  Brechung  an 
der  xten  Fläche  ist  dieselbe: 

Setzt  man  der  Kürze  halber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  gleich 
Xjg,  so  ist  also: 

Aufserdem  folgt  aus  Fig.  31 


40   Viertes  Kapitel :  Prismen  u.  Prismensysteme  unter  Voraussetzung  homog.  Lichtes. 

Wendet  man  jetzt  die  letzten  beiden  Gleichungen  auf  jede  einzelne 
brechende  Fläche  an,  so  wird 


Ans  diesem  Gleichungssystem  erhalt  man  durch  Elimination  der 
Gröfsen  a: 

Ag&j  —  61       =  q 


Multipliziert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  A^,  die  zweite  mit 
A^Aj,  die  dritte  mit  Xik^X^  u. s. w.  und  setzt  symbolisch: 

(9a)  X,X,k,---X,=~lJ, 

SO  entsteht  durch  Addition  sämtlicher  Gleichungen: 

(10)  —  61A1  +  b^XJ  =  ^AJ  c^,  wo  Ji Ai  =  ai  ist, 

wo  die  Summation  von  x  =  l  bis  x  =  w  —  1   auszufahren  ist  und 
für  A^  nach  Gleichung  (9)  der  Wert: 


cosa^     n^_, 


ZU  setzen  ist. 

Hierdurch  ist  die  Entfernung  6^  des  primären  Bildpunktes  von 
der  letzten  brechenden  Fläche  bestimmt,  wenn  die  Entfernung  ai  =  6iA^ 
des  leuchtenden  Punktes  von  der  ersten  brechenden  Fläche  gegeben  ist. 

2)  Sagittaler  Teil.  Die  eben  angestellten  Betrachtungen  lassen 
sich  sofort  auf  den  sagittalen  Teil  des  Bändel  ausdehnen  (vergl.  §  35, 2). 

Wir  haben  die  Gleichung  (9)  nur  durch  folgende  zu  ersetzen: 

(11)  5^  =  ^  =  *»- 

X  X 

welche  der  Gleichung  für  eine  brechende  Fläche  entspricht.     Führen 
wir  hier  die  der  Gröfse  A  entsprechende  Gröfse  ^  ein,  so  ist  also: 

A  =  f*x-Bx 

imd    die  der   Gleichung  (10)  entsprechende  Gleichung  für  den  sagit- 
talen Teil  wird 

(12)  -  B,t^  +  B„(iJ  =  ^p,!  c„ 
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wodurch   die   Entfernung  B^  des   sekundären   Bildpunktes   von   der 
tnten  Fläche  bestimmt  ist. 

40.  Die  astigmatische  Differenz  bei  einem  System.    Der  Einfach- 
heit halber  setzen  wir 


(12a) 


x=m  —  1 


xsssm — 1 


-^/»x'  c«  =  Q,  i^J.  =  Pf 


Dann  werden  die  Formeln  für  die  Bildpunkte  zufolge  (10)  und  (12): 

Die  astigmatische  Differenz  ist:  z/  =  B^^  —  6^.     Da    nun  im  ersten 
Medium  a^  =  Ä^,  ist,  so  wird : 

(13)  ^  =  |_|  +  «^(^_^). 

Verlangen  wir,   dafs  z/  unabhängig  von  a^  sein  soll,   so  mufs 

sein  Pj  =  P,  eine  Gleichung  die  wir  näher  untersuchen  wollen;  sie 

ist  identisch  mit 

A  !  =  tt  ! 
d.  h.  mit 

oder  nach  (9)  und  (11)  mit: 


cos  a^     cos  a,        cos  a 


m 


=  1. 


COS  ß^     cos  /},        cos  ßj^ 

Ist  das  erste  und  letzte  Medium  identisch,  also  Hq  =  n^,  so  stimmt 
diese  Gleichxmg  mit  der  Gleichung  (8)  überein,  d.  h.  mit  der  Be- 
dingung der  Minimumablenkung. 

Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Geht  ein  Strahlenbündel  im  Minimum  der  Ablenkung  durch  ein 
System  Yon  Prismen,  bei  denen  das  erste  und  letzte  Medium  identisch 
sind,  so  ist  die  homocentrische  Differenz  konstant,  d.  h.  unabhängig 
von  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von  der  ersten  Trennungs- 
fläche. Die  astigmatische  Differenz  wird  Null,  sobald  man  den  Weg 
des  Strahlenbündels  durch  das  Prismehsjstem  als  verschwindend  klein 
ansieht. 

41.  Symmetrischer  Durchgang  durch  mehrere  Prismen.  Wir  wollen 
annehmen,  dafs  das  Strahlenbündel  durch  sämtliche  Prismen  symme- 
trisch hindurchgeht.     Es  sei  also: 

«1  =  /3j  =  «8  =  /34  ==  •  •  =  a 

A  =  «2  =  A  =  «4  =  •  •  =  /*• 
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m 


Wir  nehmen  femer  an,  dafs  sämtliche   "^  Prismen  sich  in  Luft  be- 

finden  und  dafs  alle  Prismen  denselben  Brechungsexponenten  n  haben. 
Dann  ist  also: 

(15) 


^0  '^^^  ^  =  ^4  =    •  -^m  =  1 

Da  hier  auch  die  Gleichungen  bestehen: 
80  ist  nach  (14): 

tfj  ==  (^4  =  (Jg  =  •••==  2  a.  ^ 

Die  Winkel  der  ersten  Reihe  sind  aber  die  brechenden  Winkel  der 
Prismen,  die  wir  mit  <f  bezeichnen  wollen,  die  zweite  Reihe  giebt  die 
Winkel  t,  welche  die  Hinterseite  und  Vorderseite  zweier  auf  einander 
folgenden  Prismen  mit  einander  bilden.  Die  Figur  32  stellt  die  jetzt 
gewählte  Bezeichnungsweise  noch  einmal  vor  Augen. 


Fig.  SS. 


Zunächst  erkennt  man,  dafs  hier  P  =  P^  =  1  ist,  das  Strahlen- 
bündel sich  also  in  der  Minimumlage  befindet. 

Ferner  ist  <y  =  2/3  und  t  =  2a,  Da  hier  nach  dem  Brechungs- 
gesetz sina  a=  nsin/3  ist,  so  hat  man  auch: 


t  a 

sm  Y  =  n  sm  — 


wodurch  der  Winkel  r  durch  den  Winkel  6  bestimmt  ist.  Um  in 
dem  vorliegenden  Falle  die  Lage  der  beiden  Bildpunkte  zu  bestimmen, 
müssen  wir  die  Gröfsen  Q  und  Q^  (Formel  12  a)  in  den  jetzt  gewählten 
Bezeichnungen  ausdrücken. 

Mit  Berücksichtigung  von  (9)  und  (9  a)  erhalten  wir   aus  (12  a) 

Q cos  g|  *    w^         ,    C08a,'co8of,*    Hq        _,    coeaj'cosa,*  cosa,*    n^      _. 


COS/Jj 


cos  j?j  *  cos  ß^  *    n. 


cos  j?j  •  cos  j?,  *  cos  |5,  •    n. 
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•  •  •  • 


C080fj"co8a,*co8aj"  •  •  •  cosa*^_i        n^ 
'  cosft*  cosft*  cosft«.  .  .  coB/J*^_i  *  n^~^  ^»»-i ' 

Führen  wir  in  diese  Gleichungen  die  Bezeichnungen  (14)  und  (15)  ein, 
so  erhält  man: 


cosa 


Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  ergiebt  sich  für  das  sagittale 
Bündel 

Setzt  man  den  Weg,  den  das  Bündel  im  Glase  zurücklegt  gleich,  0, 
den  in  Luft  gleich  C^,  so  ist: 


cosa* 


«1  =  ^  +  ^1- 

Bedenkt  man,  dafs  in  den  Formeln  (12  b)  die  Entfernung  des  leuchten- 
Punktes  von  der  ersten  Prismenfläche  a^  =  J^  ist,  so  sind  die  beiden 
Bildpunkte  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

,  cosa"    ^   ,    ^ 

und  die  astigmatische  Differenz  wird  nach  (13) 

n   \  cos/JV 


a 


Da  aber  in  unserem  Falle  ß  =  ^  ist,  so  wird  mit  Berücksichtigung 
des  Brechungsgesetzes: 


» 1       ^« 


n»  —  1  .     ff 


z/  =  C  ^^ tg 


2" 


Bezeichnet  man  noch  die  senkrechten  Entfernungen  der  einzelnen 
Teile  des  Strahlenbündels  von  den  Kanten  der  Prismen  der  Reihe 
nach  mit  e^e^'-e^^^,  so  hat  man 

Ci  =  2^1  tg|,  C8  =  2C3tg-|  U.S.W. 

Setzt  man  noch:  e^  +  c^-l \-e^_^=E,  so  erhält  man  durch  Addition: 

C  =  2£tg| 
und  die  astigmatische  Differenz  wird: 
(16)  ^  =  2i?^tg^'. 
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Die  Ablenkung  des  Bündels  an  jeder  Fläche  ist  a  —  /3,  folglich  an 
sämtlichen  m  Flächen 

(17)  (D  =  m(a  —  ß). 

Zusammenfassend  können  wir  den  Satz  aussprechen:  Will  man  eine 
beliebige  Anzahl  von  Prismen  von  demselben  Brechungsexponenten 
und  mit  demselben  brechenden  Winkel  6  so  aufstellen,  dafs  ein 
Strahlenbündel  im  Minimum  der  Ablenkung  symmetrisch  hindurch- 
geht, so  hat  man  diese  so  aufzustellen,  dafs  die  einander  zugewandten 
Seitenflächen  einen  Winkel  t  mit  einander  bilden,  welcher  durch  die 
Gleichung: 

T  .        ff 

Sin  —  =  wsm- 

bestimmt  ist.  Die  astigmatische  Differenz  ist  dann  unabhängig  von  der 
Entfernung  der  einzelnen  Prismen  von  einander  und  ihrer  Gröfse  nach: 

(18)  z/  =  2?-7-i£tg^, 

WO  E  die  Summe  der  senkrechten  Entfernungen  der  einzelnen  Teile 
des  Strahlenbündels  innerhalb  der  Prismen  von  den  Kanten  der  zu- 
gehörigen Prismen  bedeutet.  Man  kann  z/  also  entweder  dadurch 
zum  Verschwinden  bringen,  dafs  man  die  Winkel  6  sehr  klein  macht, 
oder  dadurch,  dafs  man  das  Strahlenbündel  den  brechenden  Kanten 
sehr  nah^  das  System  durchlaufen  läfst,  wodurch  die  Gröfse  E  zum 
Verschwinden  gebracht  wird. 

42.  Zahlenbelspiele.  Es  soll  durch  ein  einzelnes  Prisma  eine  Ab- 
lenkung von  (o  =  20®  in  der  Minimuralage  erreicht  werden,  wenn  der 
Brechungsexponent  w  ==  1,6  gegeben  ist.  Wie  grofs  ist  der  brechende 
Winkel  ö  und  wie  grofs  die  astigmatische  Differenz  z/,  wenn  das 
Strahlenbündel  das  Prisma  in  der  Entfernung  e  von  der  brechenden 
Kante  durchdringt? 

Für  Einfalls-  und  Brechungswinkel  gilt  hier: 

sin« 

-.—5  =  n, 
8in  p  ' 

woraus  man  leicht  ableitet: 

sina  +  sin/?        n  +  1 
sina  —  8inj3        n  —  1 ' 
oder: 

Nun  ist  ferner: 

e,  =  2(a  — /3), 
also  ist: 
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Für  n  =  1,6  und  cd  =  20*^  ergiebt  sich: 

.       1    ,       ,     ^.  2,6  tg  5« 

tg   2(«  +  Ä  =  -o,6-' 


l  («  +  /3)  =  20H5,7' 


woraus 

2 

/3  =  15H5,7'. 
Die  astigmatische  Differenz  ergiebt  sich  nach  der  Formel 

w  ®  2 

Hieraus  folgt,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  6  =  2ß  ist, 

^_le.iM  ^16»46,7"  _  ,.0,0439. 

1,6 

Es  soll  femer  dieselbe  Ablenkung  o>= 20®  durch  drei  einander  gleiche 
Prismen  von  derselben  Glassorte  erreicht  werden,  wenn  das  Bündel 
jedes  Prisma  symmetrisch  durchläuft.  Wie  grofs  ist  der  brechende 
Winkel,  wie  müssen  die  Prismen  gegen  einander  aufgestellt  werden 
und  wie  grofs  ist  die  astigmatische  Differenz? 

Sind  allgemein      Prismen,  also  m  brechende  Flächen  vorhanden, 

so  ist  gemäfs  den  in  (17)  verwandten  Bezeichnungen 

G)  =m  (a  —  /3), 
also  hat  man  jetzt 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  m  =  6  und  man  hat 

i«|(a  +  ^)  =  J^tgl»40', 
also  ist: 

I  (a  +  /3)  =  7^1,2'  und  /3  =  5<^31,2'. 

Hieraus  ergiebt  sich  <y  =  2/3  der  brechende  Winkel  der  Prismen.  Der 
Winkel  t,  den  die  einander  zugewandten  Seiten  der  Prismen  mit  ein- 
ander bilden,  ergiebt  sich  noch  aus  der  Gleichung:  sin  ^  =  w  sin  zu 
X  =  17^42,4'.     Die  astigmatische  Differenz  folgt  aus  der  Formel  (18) 

^  =  Qe- tflf  - 

n  ®  2 

zu 

^  =  e  .  0,0053. 

Man  erkennt  hieraus,  welchen  Vorteil  die  Verwendung  mehrerer 
Prismen  hinsichtlich  der  astigmatischen  Korrektion  gegenüber  einem 
einzelnen  Prisma  gewährt. 


Fünftes  Kapitel. 
Spiegelung  an  einer  Kagelfläelie. 


43.  Meridional-  und  Sagittalstralilen.  Eine  Eugelkalotte  heifst 
„Hohlspiegel'',  wenn  die  innere,  ^^Konvexspiegel"  wenn  die  äuisere 
Seite  spiegelt. 

Trifft  ein  von  einem  leuchtenden  Punkte  P  ausgehender  Strahl 
einen  Hohlspiegel  in  J.,  so  ist  das  Einfallslot  in  A  der  Badius 
AM=r,  die  Einfallsebene  also  die  durch  P,  A  und  M  gelegte  Ebene, 
welche  in  Fig.  33  dargestellt  ist.  Die  Gerade  PMS  nennt  man  die 
optische  Achse;  AP'  ist  der  reflektierte  Strahl  und  nach  dem  Be- 
flexionsgesetz  ^  PAM  ^^  <^  P'AM  =  i.  Wir  wollen  die  Lage  des 
Punktes  P'  bestimmen,  in  dem  der  reflektierte  Strahl  die  Achse 
schneidet,  und  setzen 

PA  =e 

P'A  =  e'. 

Nun  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks 

PAM  =  jre  sin  i 

P'AM  =  \re'8mi 

PAP'  =  \€e'Bm2i. 

Daraus  folgt: 

r^  sin  i  +  re'  sin  i  =  ee  sin  2% 

oder: 

,^  N  1,1        2  cos » 

W  -7  +  7^  =  — T-* 


Fig.  88. 


Rotiert  die  Figur  um  PS,  so  bleibt  P'  fest,  nur  A  beschreibt  einen 
Kreis  —  eine  Zone.  Alle  von  P  auf  diese  Zone  fallenden  Strahlen 
werden  nach  P'  reflektiert.  Denke  ich  mir  die  angegebene  Rotation 
nur  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  diff  ausgeführt,  so  möge  A 
nach  A'  kommen.  Dann  ist  PA'  der  einfallende,  P'A'  der  reflek- 
tierte Strahl,  MA'  das  Einfallslot,  AÄM  ein  unendlich  schmales 
gleichseitiges  Dreieck,  das  auf  der  Einfallsebene  (Papierebene)  senk- 
recht steht.     Zwei  unendlich  nahe  Zonenstrahlen  wie  PA  und  PA' 


Meridional-  und  Sagittalstrahlen. 
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Fig.  84. 


schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  der  Achse,  es  sind  die  Sa- 
gittalstrahlen. Andere  Punkte  in  der  Nachbarschaft;  von  A  schnei- 
den den  ursprünglichen  Strahl  AP'  im  allgemeinen  nicht,  sondern 
kreuzen  ihn.  Eine  Ausnahme  macht  nur  der  von  P  ausgehende 
Strahl,  der  in  der  Einfallsebene  PAP'  (Papierebene)  verläuft.  Dieser 
mufs     nach    der 

Reflexion  den 
StraU  AP'  oder 
dessen  Verlänge- 
rung schneiden, 
weil  beide  in  der- 
selben Ebene  lie- 
gen. Man  nennt 
derartige  Strahlen 

Meridional- 
strahlen.      Wir 
wollen  d.  Schnitt- 
punkt P"  zweier 
Meridionalstrah- 
len  jetzt  bestim- 
men. Wir  betrach- 
ten die  beiden  benachbarten  in  der  Einfallsebene  verlaufenden  Strahlen 
PA  und  PÄ'  mit   den   Einfallswinkeln   i   und    i  -\-  di\    der    kleine 
Winkel  APA'  sei  dA,  der  Winkel  AMA"  sei  dx,  wo  AM=  Ä'M=  r 
der  Eugelradius  ist.     Man  hat  nun  (Fig.  34) 

^  MBP  =^i  +  di  +  dX  =  i  +  dx, 
also: 

di  =  dx  —  dl. 

Fällt  man  nun  von  A'  auf  AP  das  Lot  A'Cj  so  ist  '^AA'C=  L 
Den  unendlich  kleinen  Bogen  AA'  =  ds  kann  man  als  geradlinig 
ansehen  und  hat:  ds  cos  i  =  A"C  =  edk,  woraus 

.,  4  ds  C08  t 

dX  = 

e 

« 

ds 
folgt.     Aufserdem  hat  man  dx  =  —     Setzt  man  diese  Werte  in  die 

obige  Gleichung  für  di  ein,  so  wird: 

di        1         cos  % 

ds         r  e 

Macht  man  dieselbe  Betrachtung  für  das  reflektierte  Strahlenpaar 
AP"  und  A'P",  die  sich  in  der  Entfernung  AP"  =  e"  schneiden, 
so  gelangt  man  wegen  der  entgegengesetzten  Lage  des  Winkels  i  in 
diesem  Falle  zu  der  Gleichung: 


di 
ds 


1   j^  cos  i 

r     '      c 
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Durch  Gleichsetzung  wird  hieraus: 


(2) 


e     *    c"        r  cos  i 


Fafst  man  die  von  P  aus  unter  einem  unendlich  kleinen  Raumwinkel 
ausgehenden  Strahlen  als  ein  ,,Bündel"  auf,  so  wissen  wir  jetzt,  dafs 
sich  nur  zwei  Strahlenpaare  wirklich  nach  der  Reflexion  schneiden 
—  die  Sagittalstrahlen  und  die  Meridionalstrahlen.  Der  Schnitt- 
punkt der  letzteren  ist  der  „primäre"  Bildpunkt,  der  der  ersteren  der 
„sekundäre'^  Bildpunkt.  Zur  Bildung  eines  wirklichen  Vereinigungs- 
punktes aller  von  P  ausgehenden  Strahlen,  wie  beim  ebenen  Spiegel, 
kommt  es  hier  gar  nicht,  also  kann  man  von  einem  Bild  im  strengen 
Sinn  gar  nicht  reden. 

44.  Konstruktion  der  Bildpunkte.  Ist  PÄ  (Fig.  35)  ein  unend- 
lich dünnes,  von  P  ausgehendes  Bündel,  das  in  Richtung  ÄP'  re- 
flektiert wird,  so  ist  nach 
dem  früheren  der  Schnitt- 
punkt P'  der  Achse  PM 
mit  dem  reflektierten  Strahl 
der  sekundäre  Bildpunkt. 
Fällt  man  von  M  das  Lot 
MB  auf  A  P,  und  von  B 
das  Lot  BK  auf  AM,  so 
schneidet  die  Verlängerung 
von  KP  das  reflektierte 
Bündel  in  dem  primären 
Büdpunkt  P".  Zum  Be- 
weise der  letzteren  Be- 
hauptung setze  man  für 
den  Augenblick  AK^=q, 
dann  ist,  wenn  -4P"  =6"  gesetzt  wird,  genau  nach  dem  Vorgänge 
von  §  43 

1,1          2  cos  i 
j-  = . 

e     *    e  Q 

Nach  der  Konstruktion  ist  aber  q  =  r  cos  i^,  also  hat  man 


Fig.  86. 


1  J_  i.  _  _ 

e     *    €  r 


2 

cos  i 


in  Übereinstimmung  mit  (2). 

45.  Diskussion.  Die  eben  angegebene  Konstruktion  giebt  ein 
aufserordentlich  anschauliches  Bild  von  der  Lage  der  beiden  Bild- 
punkte, weshalb  wir  sie  hier  genauer  mittels  der  Figuren  36 — 38 
darstellen  wollen. 

Wandert  der  Punkt  P  auf  der  Geraden  AP  und  deren  Verlänge- 
rung, so  bleiben  M  und  K  fest.     Die  Verlängerungen  von  PK  und 
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PM  sclmeiden  also  das  reflektierte  Bündel  im  ersten  und  zweiten 
Bildpnnkt. 

1.  P  sei  in  unendlicher  Ent- 
fernung^ FK  und  PM  laufen  also 
der  Richtung  PA  parallel.  In  diesem 
Falle  nennt  man  P'  und  P"  Brenn- 
punkte, AP'  und  AP"  Brennweiten 
(Fig.  36). 

2.  P  nähert  sich  dem  Spiegel, 
P'  und  P"  haben  eine  der  Fig.  35 
entsprechende  Lage,  sie  haben  sich 
also  ein  wenig  vom  Spiegel  entfernt. 

3.  In  Fig.  37  ist  der  Punkt  P 
ziemlich     nahe     an     den     Spiegel 

herangerückt,  P'  hat  sich  schon  bedeutend,  P"  weniger  weit  vom 
Spiegel  entfernt.  Rückt  P  dem  Spiegel  noch  naher,  so  weicht  zu- 
nächst  P'  ins  Unendliche   aus,   wohin   ihm   P"  bald   folgt. 


Fig.  S6. 


Fig.  87. 


Fig.  38. 


4.  Bei  noch  gröfserer  Annäherung  an  den  Spiegel  schneidet  zu- 
nächst PM  xmd  bald  darauf  auch  PK  die  Richtung  des  reflektierten 
Bündels  gar  nicht  mehr,  sondern  deren  Verlängerung  nach  rückwärts. 
Die  Bilder  liegen  hinter  dem  Spiegel,  sind  also  virtuell.  Dieser  Fall 
ist  in  F^.  38  dargestellt. 

46.  Astigmatismus  und  homocentrisches  Licht.  Strahlenbündel  mit 
zwei  Bildpunkten,  wie  wir  sie  in  den  Fig.  35 — 38  dargestellt  haben, 
heilsen  astigmatisch,  die  Entfernung  z/  =  p'p"  heilst  astigmatische 
Differenz.  Gelangt  ein  solches  Bündel  in  das  Auge  eines  Menschen, 
so  wird  dadurch  nur  eine  sehr  unvollkommene  Empfindung  eines 
Bildes  geweckt,  welches  der  Schärfe  ermangelt,  weil  die  Strahlen  nicht 
von  einem  Punkt  herkommen,  wie  das  beim  gewöhnHchen  Sehen  der 
FaU  ist. 

Oleiohen,  optische  Abbildongalehre.  4 
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Es  ist 


also  nach  (1)  und  (2) 
(3)                         ^-r. 

A  —  e  —  e  y 

Ist  A  =  Of  so  fallt  der  primäre  und  sekundäre  Brennpunkt  zusammen 
und  das  StraUenbündel  wird  ^^homocentrisch^^  In  diesem  Falle 
gehen  also  alle  von  P  ausstrahlenden  Strahlen  wieder  durch  einen 
Büdpunkt  P'  und  wir  haben  eine  Abbüdung  in  dem  früher  definierten 
Sinne.    Formel  (3)  giebt  für  diesen  Fall 

26*r  sin  i*  =  0, 

denn  der  Nenner  der  Formel  (3)  könnte  nur  dadurch  unendlich  wer- 
den, dafs  6  =  oo  würde,  was  für  z/  =  0,  wie  wir  an  Fig.  9  sahen, 
nicht  eintritt.  Die  letztere  Gleichung  würde  für  ein  konstantes  i  den 
Wert  e  =  0  liefern,  der  kein  optisches  Interesse  verdient.  Femer 
bemerken  wir,  dafs  für  sin  i*  =  0  die  Gröfse  z/  immer  der  Null 
gleich  ist,  welchen  Wert  auch  e  haben  möge. 

Nun  ist  aber  aus  der  Trigonometrie  bekannt: 

1  —  C0B2i 


•         '9 

sm»* 


und  femer  ist: 


cos2z=l--i-^  +  j-A_A_ 


Daraus  folgt: 

sin  t'  =  t 


2      1-2    3    4' 


Die  Bedingung  sin  i^  =  0  sagt  also  aus,  dafs  alle  diejenigen  Strahlen- 
bündel nach  der  Reflexion  homocentrisch  sind,  deren  Eiofallswinkel 
so  klein  sind,  dafs  ihre  Quadrate  und  höheren  Potenzen  der  Null 
gleich  gesetzt  werden  dürfen.  Derartige  Bündel  nennt  man  paraxiale 
und  die  sie  konstituierenden  Strahlen  „Paraxialstrahlen".  Sie  ver- 
laufen in  unmittelbarer  Nähe  der  optischen  Achse  und  für  sie  gehen 
die  Ghröfsen  e  und  e'  in  a  und  a  (Fig.  39)  über,  welche  letztere 
Strecken  jetzt  auf  der  optischen  Achse  zu  zählen  sind.  Gleichung 
(1)  und  (2)  gehen  jetzt  beide  über  ld  die  Gleichung 

(4)  l  +  i,  =  A. 

^  ^  a     ^    a  r 

Da  für  paraxiale  Strahlen  die  homocentrische  Differenz  A  verschwindet, 
so  schneiden  sich  in  diesem  Falle  alle  reflektierten  Strahlen  in  einem 
Punkt.  Es  ist  also  hier  ein  wirklicher  Bildpunkt  im  Sinne  der  oben 
gegebenen  Definition.  Leider  beschränkt  sich  das  Gebiet  einer  solchen 
vollkommenen  Abbildung  auf  die  nächste  Nachbarschaft  der  optischen 
Achse,  also  auf  einen  „fadenförmigen"  Raum,  der  den  Mittelpunkt 
der  spiegelnden  Kugel  in  sich  schliefst.     Hierin  steht  also  der  Hohl- 


Paraxialstrahlen.  —  Abbildung  von  Objekten. 
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Spiegel  sebr   gegen   den   ebenen  Spiegel   zurück.     In   anderer  Weise, 
wie  wir  sehen  werden,  ist  er  ihm  jedoch  überlegen. 

47.  Paraxialstrahlen.  Beschränken  wir  uns  jetzt  auf  die  Be- 
trachtung homocentrischer  Paraxialstrahlen.  Sei  P  zunächst  auf  der 
Achse  gelegen  (Fig.  39)  in  der  Entfernung  PA  =  a  vom  Spiegel. 
Das  von  P  ausgehende  Bündel  trifft  senkrecht  die  spiegelnde  Fläche, 
geht  also  durch  M  und  bildet  einen  Bildpunkt  in  P',  dessen  Ent- 
femimg  vom  Spiegel  =  a'  ist,  so  dafs  man  hat 

1    ,    j^ ^ 

a  ^  a  r 

Aus    dieser  Gleichung   schliefst   man    auf  ein  Verhalten    von  Objekt 
und  Bildpunkt  zu  einander,  das  dem  in  45.   dargestellten  analog  ist. 
Ist  a  =  c»,    so   wird   a'  gleich    der 

Brennweite  /*,   so  dafs  man  hat  f  =  -^' 

Punkt  P'  heifst  in  diesem  Falle  Brenn- 
punkt oder  Fokus.  Nähert  sich  P  dem 
Spiegel,  so  entfernt  sich  P'.  Für  a=^r 
wird  a'  auch  gleich  r,  P  und  P'  gehen 
an  einander  vorüber. 


Ik, 


Fig.  39. 


Ist  a  =  — ,  so  wird  a'  =  cx),  der  reflektierte  Strahlenkegel  artet 

zu  einem  Cjlinder  aus. 

Nähert  sich  P  dem  Spiegel  noch  mehr,  so  wird  das  Bild  virtuell, 
die  Formel  zeigt  dies  durch  Negativwerden  der  Gröfse  a    an. 

48.  Abbildung  von  Objekten.  Da  wir  wissea,  dafs  Punkte,  von 
denen  Strahlen  sehr  kleiner  Incidenz  ausgehen,  mittels  homocentrischer 
Bündel  abgebildet 

werden,   so  kom-        Bl^ ZZ:=====T^ 

men  wir  jetzt  zur 
Abbildung  sehr 
kleiner  Objekte. 

In  Fig.  40  sei 
Pö  ein  zur  Achse 
TMA  senkrechtes 

sehr  kleines  Objekt.  Wir  wissen,  dafs  alle  von  Q  ausgehenden  Strahlen 
sich  im  Bildpunkte  schneiden  müssen.  Wir  wählen  zwei  geeignete 
Strahlen  aus,  deren  Schnittpunkt  wir  leicht  bestimmen  können. 

1.  Wir  ziehen  QM.  durch  den  Mittelpunkt  M.  senkrecht  auf  den 
Spiegel.     Dieser  Strahl  wird  in  sich  selbst  zurückreflektiert; 

2.  ziehen  wir  durch  (J>  parallel  zur  Achse  M.A  einen  Strahl 
P(?,  von  dem  wir  wissen,  dafs  er  nach  der  Reflexion  durch  den  Brenn- 
punkt F  geht,  der  in  der  Mitte  zwischen  A  und  M  liegt. 

.  Die  Verlängerungen  der  beiden  Strahlen  PP  und  QM.  müssen 

4* 


Fig.  40. 
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sich  also  im  Bildpnnkt  Q'  schneiden.    FSüi  man  mm  Yon  Q  und  Q^ 
Lote  auf  die  Achse  MAj  so  kann  man  leicht  nachweisen,  dafs  P  nnd 
P'  konjugierte  Punkte  sind. 
Denn  aus  Fig.  40  folgt: 

FM~  MQ'  ~  MT' 

Setzt  man  wieder: 

AM^r 

AP  =a 

AP'  =  a', 

so  ist  BQ  =  AP  ^^  a  (die  Differenz  BQ  und  J.P  ist  verschwindend 
klein  wegen  der  Achsennähe  der  Strahlen), 

FM=^,  PP'  =  a  —  a' 

MP'^r  —  a', 

Demnach  wird  die  obige  Proportion  —  =  —^ — ?  oder  -  +  "^  = ""  * 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  auch  die  Fufspimkte  sich  wie  Objektpunkt 
zu  Bildpunkt  verhalten,  d.  h.  konjugierte  Punkte  sind.  Demnach 
können  wir  P'Q'  als  Bild  von  PQ  betrachten. 

49.  Vergrössepung.  Wir  setzen  PQ:=y  und  P'Q'  =  y'  (wir 
hätten  hier  statt  y  und  y'  auch  die  Bezeichnungen  dy  und  dy'  an- 
wenden können,  da  diese  Gröfsen  unendlich  klein  sind,  doch  wollen 
wir  die  für  diesen  Fall  einmal  angeführten  Bezeichnungen  nicht  ändern). 

Femer  nennen  wir  den  Quotienten 

(ö)  1^  =  /? 

die  Lateralvergröfserung  oder  schlechtweg  die  Vergröfserung  des  Hohl- 
spiegels.    Aus  Fig.  40  hat  man 

^         y         a  —  r 
Eliminiert  man  hieraus  a'  mittels  Formel  (4),  so  wird 

Hieraus  kann  man  leicht  für  jede  Entfernung  a  des  Objektes  die  zu- 
gehörige Vergröfserung  finden.  Für  grofse  Werte  von  a  ergeben  sich 
sehr  kleine  Werte  /J,  für  a  =  r  ist  /3  =  1,  d.  h.  das  Objekt  ist  gleich 
dem  Bilde.     Nähert  sich   das   Objekt  jetzt   dem  Brennpunkte  F,   so 

wächst  die  Vergröfserung  rapid  und  wird  für  «  =  x  unendlich  grofs, 

P'  rückt  aber  dabei  nach  Formel  (4)  ins  Unendliche.  Bringt  man  das 
Objekt  zwischen  Brennpunkt  und  Spiegel,  so  wird  ß  negativ,  d.  h.  das 


Unendlich  ferne  Objekte.  —  Sonnenbild. 
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Objekt  y'  wird  aufrecht,  wie  aus  der  Fig.  41  ersichtlich  ist,  die  ge- 
nau dem  Gedankengange  des  §  48  entsprechend  gezeichnet  ist.     Dafs 


Fig.  41. 

die  Bilder  in  diesem  Falle  virtuell  sind,  ist  schon  oben  gezeigt  worden. 

50.  unendlich  ferne  Objekte.  —  Sonnenbild.  Für  a  =  c»  liefert 
Gleichung  (6)  /3  =  0,  d.  h.  das  Bild  ist  ein  Punkt,  in  dem  sich  alle 
Strahlen  vereinigen.  Diese  Konsequenz  ist  ganz  richtig,  so  lange  ich 
nicht  ein  unendlich  grofses  Objekt  annehme,  das  von  M  aus  unter 
einem  endlichen  Gesichtswinkel  sich  darbietet,  trotzdem  es  unendlich 
weit  entfernt  ist.  Da  dieser  letztere  Fall  in  der  Praxis  sich  häufig 
darbietet,  z.  B.  wenn  die  Sonne,  der  Mond,  Entfernung  zweier  Sterne 
von  einander,  sehr  grofse  aber  weit  entfernte  irdische  Objekte  u.  s.  w. 
in  Frage  kommen,  so  woUen  wir  für  diesen  Zweck  die  Bildgröfse  y' 
auf  andere  Weise  darstellen. 

In  Fig.  42  sei  BMC  =  u  der  Gesichtswinkel,  xmter  dem  ein  un- 
endlich fernes  Objekt,  das  wir  als  senkrecht  zur  Achse  annehmen 
wollen,  im  Punkte  M  erscheint;  das  Bündel  BM  fällt  senkrecht  auf 
den  Spiegel  und  wird  in 
sich  selbst  zurückgeworfen 
und  erzeugt  einen  Bild- 
punkt senkrecht  unter  F, 
da  ja  der  zugehprige  Ob- 
jektpunkt unendlich  weit 
entfernt  liegt,  so  dafs 
y'  (Fig.  42)  als  Büd  des 
unendlich  fernen  Objektes  aufgefafst  werden  kann.     Dann  ist: 

oder,  wenn  wir  den  Winkel  u  so  klein  annehmen  wollen,  dafs  wir 
tg  u  mit  dem  Bogen  u  vertauschen  können. 


Fig.  48. 


(7) 


y  =ö«*- 


Bei  unserer  Entwicklung  wurde  angenommen,  dafs  das  Objekt  auf 
der  Achse  steht.  Durchschneidet  die  Achse  das  unendlich  ferne  Ob- 
jekt, so  bleibt  Formel  (7)  immer  noch  in  Geltung,  man  mufs  nur  für 
u  den  ganzen  Gesichtswinkel  in  Rechnung  bringen.     Für  die  Sonne 
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erhalt  man:  y'  =  0^0093  —  •    Der  Biesenliohlspiegel  Herschels,  dessen 

z 

Badins  16  m  betrog,  erzengte  in  seinem  Fokus  ein  Sonnenbild  Ton 
circa  7y,cm  Durchmesser. 

51.  Charakter  der  Abbildung.  Dadurch  dafs  der  Hohlspi^el 
reelle  und  yirtuelle,  aufirechtstehende  und  umgekehrte,  yergrolserte  und 
▼erkleinerte  Bilder  von  einem  Objekt  liefert,  zeigt  er  einen  viel 
grölseren  Beichtum  von  Erscheinungeil  als  der  Planspi^eL  Aller- 
dings ist  seine  Abbildungsfahigkeit  jenem  gegenüber  auXserordentlich 
dürftig,  da,  wie  wir  schon  bemerkten,  homocentrische  Strahlenver- 
einigung  nur  in  unmittelbarer  Nähe  der  optischen  Achse  stattfindet. 

52.  Konjugierte  Ebenen.  Denken  wir  uns  sowohl  durch  einen 
Objektpunkt,  als  auch  Büdpunkt  senkrecht  zur  Achse  Ebenen  gelegt, 
so  nennt  man  diese  „konjugierte  Eb^ien^.  Kleine  Objekte  in  der 
einen  werden  in  der  andern  abgebildet  und  das  Yei^öfserungs- 
yerhaltnis  ß  ist  in  konjugierten  Ebenen  konstant,  d.  h.  nur  von  der 
Lage  dieser  Ebenen,  nicht  von  der  absoluten  Gröfse  des  Objektes  abhangig. 

53.  Kaustische  Kurven  und  Flächen.  Die  Lehre  von  der  Be- 
flexion  an  Eugelspiegeln  (wie  überhaupt  die  geometrische  Optik)  hat 
die  Anregung  zur  genauem  Untersuchung  der  Linien  und  Flächen 
gegeben,  welche  durch  den  Libegriff  der  yon  einem  Punkte  ausgehen- 
den und  vom  Spiegel  reflektierten  Strahlen  gebildet  werden. 

In  Fig.  43  sei  P  ein  leuchtender  Punkt,  PMÄ  die  optische  Achse. 
Eine  Ebene  durch  diese  stellt  die  Papierebene,  ABC  den  spiegelnden 
Kreis  dar.  Denke  ich  mir  nun  von  Paus  nach  allen  Bichtungen  xmendiich 
viele,  unendlich  nahe  Strahlen  ausgehend,  so  werden  sich  je  zwei  be- 
nachbarte schneiden  und  zwar  in  dem  primären  Büdpunkt  des  durch 

die  betreffende  Bichtimg  cha- 
rakterisierten Strahlenbündels. 
Diese  Konstruktion  kann  man 
leicht  nach  44.  ausführen; 
auf  diese  Weise  sind  die  Punkte 
P"  und  P"'  erhalten,  wahrend 
P'  das  Büd  von  P  mittels 
paraxialer  Strahlen  ist.  Der 
Inbegriff  aller  dieser  Punkte 
bildet  eine  Kurve  P'''P"P\ 
die  ersichtlich  symmetrisch  zu 
beiden  Seiten  der  optischen 
Achse  ist  und  in  P'  eine 
^^'  **  Mittelspitze   besitzt.     Die   re- 

flektierten Strahlen  BP",  CP"'  sind  in  den  Punkten  P"  und  P'" 
Tangenten  an  die  krumme  Linie,  die  man  „Brennlinie"  oder  „Kata- 
kaustik"  des  Kreises  nennt. 


EausÜBche  Kurven  und  Flächen. 
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Dreht  man  jetzt  Fig.  43  um  die  optische  Achse,  so  bildet  der 
spiegelnde  Kreis  den  Hohlspiegel  und  die  Eatakaustik  bildet  eine 
„kaustische  Fläche^',  die  also  weiter  nichts  ist  als  der  ,,Inbegriff  aller 
primären  Bildpunkte  sämtlicher  von  P  ausgehender  und  vom  Spiegel 
reflektierten  Bündel".  Die  Gesielt  dieser  Fläche  ändert  sich  natürlich 
je  nach  der  Lage  des  leuchtenden  Punktes.  Da  wir  jeden  Punkt 
dieser  Fläche  leicht  konstruieren  können^  so  ist  dem  optischen  Inter- 
esse damit  genügt.  Vom  rein  mathematischen  Interesse  ist  eine  Her- 
leitung der  analytischen  Gleichung  dieser  Kurvenformen  von  Lagrange, 
die  in  mehrere  Lehrbücher  übergegangen  ist^). 

In  zwei  Fällen,  nämlich  wenn  der  Punkt  P  im  unendlichen  liegt, 
und  wenn  er  auf  der  Kreisperipherie  selbst  liegt,  werden  die  kau- 
stischen Kurven  sogenannte  „Rollkurven"  oder  „Epicykloiden". 

Der  erste  FaU  ist  in 
Fig.  44  dargestellt.  Der  ein- 
fallende Strahl  DB  ist  pa- 
rallel zur  Achse  AM,  Das 
EinfaUslot  r  =  MB  ist  in 
C  halbiert,  der  reflektierte 
Strahl  ist  jBP".  Man  schlägt 
um  M  einen  Kreis  mit  dem 

Radius  -^,  der  durch  G  und 

auch  durch  P'  (Brennpunkt)  A 
geht.  Ein  Kreis  über  BC 
als  Durchmesser  schneidet 
den  reflektierten  Strahl  in 
dem  primären  Bildpunkt  P". 
Denn,  da  BF"C  ein  rechter 
Winkel  ist,  so  folgt: 

^P"=-^cosi, 

womit  der  Wert  aus  Formel 
(2)  43,  übereinstimmt. 

Zu  dem  Kreisbogen  P"C  gehört  der  Peripheriewinkel  i,  also  der 
Centri winke!  2i,  zu  dem  Kreisbogen  P'(7  gehört  der  Centriwinkel 
BMP'  ==  i;  also  ist  P"(7  =  P'C,  weil  sich  die  zugehörigen  Radien 

wie  1  :  2  verhalten.    Rollt  also  der  Ej-eis  um  M^  mit  dem  Radius  -j 


Fig.  44. 


1)  Z.B.  Heath:  Geom.  Optik,  1894,  S.  121. 

Siehe  femer:  Schellbach  und  Engel:  Optischer  Atlas,  wo  diese  Kurven 
mittels  Strahlen  (Tangenten)  wirklich  und  zwar  in  meisterhafter  Weise  dar- 
gestellt sind. 

S.  Parkinson:  A  Treatise  on  Optics,  1870,  S.  66. 
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auf  dem  Kreis  um  M  mit  dem  Radius  — ,  so  beschreibt  P"  als  Brenn- 
linie  eine  Epicjkloide. 

Liegt  der  leuchtende  Punkt  P  auf  der  Peripherie  des  spiegeln- 
den Kreises^  Fig.  45^  so  kann  man  den  primären  Bildpunkt  P"  finden^ 

indem  man  den  einfallenden 
Strahl  PA,  das  EinfaUslot 
AM  ^=r  und  den  reflektierten 
Strahl    zeichnet^  um    M  den 

Kreis  mit  dem  Radius  MC=  — 

und  über  ^C  als  Durchmesser 
um  Mj^  einen  ebenso  grofsen 
Kreis  legt,  welcher  letztere 
den  reflektierten  Strahl  in  P" 
schneidet.  Denn  aus  der  Figur 

folgt :    A  P"  =  g-  ^  cos  iy    weil 

^P"(7  rechter  Winkel  ist.  Nun 
ist  aber  aus  der  Gleichung  (2)  43. 

'  +  -  =  -' 


Fig.  45. 


e 


C06t 


2 


für  e  =  AP  =  2rcost  e"  =  —  rcos* 


wodurch  die  Konstruktion  ge- 
rechtfertigt ist.  Aufserdem  ist  aber  wieder  Bogen  P"C  =  P'C,  wie  man 
leicht  sieht,  wodurch  der  geometrische  Ort  der  primären  Bildpunkte 
als  Rollkurve  charakterisiert  ist.  In  diesem  Falle  nennt  man  die 
Epicykloide  auch  „Cardioide". 

54.  Der  Ort  der  sekundären  Brennpunkte.  Gestalt  und  Quer- 
schnitte des  StraUenkörpers.  Nach  dem  Gesagten  ist  es  klar,  dafs 
der  Ort  der  sekundären  Bildpunkte  aller  von  einem  leuchtenden 
Achsenpimkt  P  ausgehenden  und  von  einem  Hohlspiegel  reflektierten 
Bündel  die  optische  Achse  selbst  oder  ein  Stück  derselben  ist,  denn 
nach  dem  obigen  liegt  der  sekundäre  Brldpunkt  im  Schnittpunkt  des 
reflektierten  Bündels  mit  der  optischen  Achse.  Diese  sekundären 
Bildpunkte  sind  zugleich  die  Schnittpunkte  der  Tangenten  der  kau- 
stischen Linie  mit  der  Achse. 

In  Fig.  46  sei  ein  Hohlspiegel  mit  der  Öffnung  SS'  dargestellt. 
Von  einem  entfernten  Punkte  fallen  Strahlen  auf  den  Spiegel  und 
bilden  das  Stück  primäre  Brennlinie  AP'ft  mit  der  Spitze  P',  während 
die  zugehörigen  sekundären  Brennpimkte  auf  dem  Achsenstück  i/P' 
zusammengedrängt  liegen.  Bei  der  Rotation  um  P'M  beschreibt  das 
Kui^venstück  AP'ft  einen  „pfeilspitzenähnlichen  Körper^^  mit  der 
Mittelachse  vP\  Diese  Mittelachse  vereinigt  alle  Strahlen  in  sich,  die 
überhaupt  zur  Bildung  des  Bildkörpers  beitragen.    Der  Strahlenkörper 


Der  Ort  der  sekundären  Brennpunkte. 
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Fig.  46. 


ist  das  Äquivalent  eines  Bildpunktes.    Die  Strecke  vP\  die  sekundäre 

Brennlinie;  nennt  man  die  ^^sphärische  Longitudinal-Aberration^^     Sie 

giebt    die    DifiFerenz    der 

Vereinigungsweiten      von 

Paraxialstrahlen  oder  Null- 

strahlen  und  Randstrahlen 

an.    Da  die  letzteren  eine 

kürzere  Vereinigungsweite 

als  die  erstem  haben^  so 

sagt  man,  dafs  hier  „ünter- 

korrektion"  vorhanden 
wäre.  Bewegt  man  eine 
Mattscheibe,  wie  die  Photo- 
graphen sie  brauchen, 
senkrecht  zur  optischen 
Achse  an  den  Bildkörper 
heran,  so  kann  man  die 
verschiedenen  Querschnitte 
untersuchen. 

Querschnitt  bei  P'  ist  ein  Kreis  mit  dem  hellen  Mittelpunkt  P' 
und  dem  Durchmesser  fiV.  Nähert  man  sich  dem  Punkte  v,  so  wird 
dieser  Kreis  kleiner  und  wird  an  einer  bestimmten  Stelle  ein  Minimum, 
er  heifst  dann  „kleinster  Zerstreuungskreis^^  Von  dort  gelangt  man 
weitergehend  wieder  zu  gröfseren  Kreisen,  die  aber  ihren  leuchtenden 
Mittelpunkt  verlieren,  sobald  der  Punkt  v  überschritten  ist.  Welcher 
Querschnitt  beim  Auffangen  des  Bildes  die  beste  Bildqualität  erzeugt, 
mufs  als  eine  offene  Frage  gelassen  werden.  Gewöhnlich  neigt  man 
der  Ansicht  zu,  dafs  die  engste  Einschnürung,  also  der  kleinste  Zer- 
streuungskreis hierfür  in  Frage  komme,  während  auf  der  andern 
Seite  zu  berücksichtigen  ist,  dafs  die  Strahlenvereinigung  im  Punkte 
P'  von  einem  höheren  Grade  ist  als  in  allen  andern  Punkten.  So 
geht  Abbe,  wie  wir  später  sehen  werden,  bei  der  Beurteilung  der 
Bildverschlechterung  durch  sphärische  Aberration  von  dem  Querschnitt 
im  Punkte  P'  aus.  Bemerken  wollen  wir  noch,  dafs  die  Strecke 
;,!/==  ^  ist,  d.  h.  gleich  der  astigmatischen  Differenz  des  in  Richtung 
Skv  verlaufenden  Bündels,  welche  wir  durch  (3)  46.  dargestellt  haben. 
Mittels  dieser  Bemerkung  kann  man  die  Gestalt  des  Strahlenkörpers 
noch  näher  bestimmen;  es  ergiebt  sich  das  Resultat,  dafs  der  kleine 
Epicykloidenbogen  in  Fig.  46,  wenn  man  vierte  und  höhere  Potenzen 
des  halben  Offiiungswinkels  SMS'  vernachlässigt,  sich  der  Form  einer 
sogenannten  semikubischen  Parabel  nähert  und  der  kleinste  Zer- 
streuungskreis den  Radius  ^ ,  hat,  wo  o  die  halbe  Offiiung  des 
Spiegels  ist.     Der  Radius  des  durch  k^  gelegten  Kreises  ergiebt  sich 
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viermal  so  grofs.     Derartige  Diskussionen   haben  jedoch  vorwiegend 
geometrisches  Interesse. 

55.  Berechnung  der  sphärischen  Aberration.  Vom  Punkte  P 
(Fig.  47)  falle  der  Randstrahl  PB  auf  den  Spiegel  und  werde  nach 
P"  reflektiert,  wobei  also  ^  BMA  =  (p  der  halbe  Öffhungswinkel 


Fig.  47. 

ist.    Für  <p  =  0  haben  wir  Nullstrahlen  und  das  Bild  von  P  sei  P\ 
dann  ist  p"P'  =  x  die  zu  berechnende  Aberration.     Wir  setzen 

MP''  =  s'  MB  =  r  =  Kugelradius 

MP  =s  P'M=s'o 

und  X  =  $' Sq. 

Nach  dem  Sinussatz  der  Trigonometrie  ist  dann: 

r         sin  (cp  +  0 
«~~ 

r  

s 


aint 

} 

sin 

(9-- 

i) 

sint 

1  _ 

s 

2cosqp 
r 

Durch  Subtraktion  entsteht 

1  _ 

?  ~ 

Beschränken  wir  uns  auf  so  kleine  Offnungen,  dafs  wir  vierte  und 
höhere  Potenzen  des  Offhungswinkels  <p  vernachlässigen,  so  ist 

Für  Nullstrahlen  ist  hieraus 

(8)  l_i  =  i. 

^  ^  8q         8         r 

Durch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen  entsteht: 


, >  =  —    oder 

?fft        s  r 


qp' 


also: 


8qS 


(f 


X  =  S  '  So  '   — 

r 


Abbildung  bei  grofser  Ofinung  des  Spiegels. 
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Die  kleine  Grröfse  x  ist  also  proportional  dem  Quadrat  des  kleinen 
Öffiinngswinkels.  Die  endliche  Gröfse  Sq-  s'  ändert  sich  nur  unmerk- 
lich^ wenn  man  darin  s'  durch  ^o  ersetzt.     Dann  hat  man: 

112. 

wo  5o  mittels  der  Formel: =  —  leicht  durch  s  ausgedrückt 

Sq        l        r 

werden  kann.  Führt  man  die  halbe  OSanrng  AB  =  a  des  Spiegels  ein^  so 


hat  man  (p  = 


to 


also: 


«  =  W-Ts- 


O}' 


Für  s  =  CO  wird  Sq  =  — ,  also  x  =  7-  =  o^»  wenn  f  die  Brennweite 
des  Spiegels  ist. 

56.  Abbildung  bei  grosser  Öffnung  des  Spiegels.  Während  für 
Nullstrahlen  innerhalb  eines  fadenförmigen  Raumes  um  die  Achse 
herum  eine  vollkommen  getreue  Abbildui^  sehr  kleiner  Objekte 
stattfindet,  wie  wir  oben  ge- 
sehen haben,  finden  sich  bei  end- 
licher Ofhung  des  Spiegels  viel 
weniger  einfache  Verhältnisse.  In 
Fig.  48  falle  von  den  entfernten 
Punkten  P,  Q^JR  Licht  auf  den 
Spiegel  SS'  mit  dem  Mittelpunkt 
M.  Jedem  dieser  drei  Punkte  ent- 
spricht eine  kaustische  Fläche  (die 
bei  sehr  entferntem  Objekt  durch 
Rotation  eines  Epicykloidenbogens 
entsteht).  Die  Spitzen  dieser  drei 
Flächen  P\Q\R'  kann  man  als  zu- 
gehörige Bildpunkte  auffassen,  wenn  man  nicht  vorzieht,  etwa  dafür 
die  kleinsten  Zerstreuimgskreise  zu  setzen.  Man  sieht,  dafs  die  Bild- 
punkte und  damit  auch  jedes  ausgedehnte  Bild  mit  starker  sphä- 
rischer Aberration  behaftet  ist  und  aufserdem  auf  einer  krummen 
Fläche  liegt.     Ist 

QM  =  p 

so  hat  man  nach  (8)  55.  für  die  Spitze   der  zu   Q  gehörigen   Kata- 
kaustik 


Flg.  48. 


1 
p' 


1 
p 


2 
r 


weun  r  der  Spiegelradius  ist. 


60  Fünfbes  Kapitel:  Spiegelung  an  der  Eugelfiäche. 

Anmerkung:    Ist  p  aB=  f(jd)    die    Polargleichung   der    Objektkurve,   wo 

1  1         2 

i&  =  "^QMP  ist,  80  giebt  die  obige  Gleichung  —7  —  jr^ *=  —     zugleich     die 

Polargleichung  der  Bildkurve,  wenn  man  M  als  Pol  und  p'  als  Radiusvector 
auffafst. 

57.  Wölbung  des  Bildes.  Das  Objekt  sei  eine  Umdrehnngsfläche 
mit  MP  als  Rotationsachse  (Fig.  48).  Die  Nonnale  der  Fläche  in 
P  falle  mit  dieser  Achse  zusammen  ^  dann  wird  auch  die  Bildfläche 
eine  durch  P'  gehende  symmetrisch  zur  optischen  Achse  liegende 
Rotationsfläche  sein.  Nennt  man  q  und  q  die  Krümmungsradien 
dieser  Flächen  in  den  Punkten  P  und  P',  so  ist, 

1 ^  _  2 

9  9  ~  r' 

Die  Krümmung  des  Bildes  ist  also  unabhängig  von  der  Entfernung 
des  Objektes.     Für  ein  ebenes  Objekt  ist  q  =  oo,  also  q'  =  „  •  Den 

Beweis  der  letzteren  Formel  siehe  unter  „Petzvarsche  Formel",  Kap.  14. 

58.  Koma.  Ein  Blick  auf  Fig.  48  lehrt,  dafs  die  Spitze  der  Kau- 
stik  des  seitlichen  Punktes  Q'  nicht  mehr  ebenso  vollkommen  aus- 
gebildet ist,  wie  die  des  Punktes  P'  auf  der  Achse.  Denn  ihr  oberer 
Teü  wird  durch  sämtliche  Strahlen  gebildet,  die  von  Q  auf  das  Spiegel- 
stück BS  fielen, 
während  der  untere 
Teil  der  kaustischen 
Spitze  nur  die 
Schnittpunkte  der 
von  BS'  reflektierten 
Strahlen  enthält.  Bei 
kleinen  Spiegelöff- 
nungen und  sehr 
schieferincidenz  kann 
es  vorkommen,  dafs 
es  zur  Bildung  einer 
Spitze,  also  eines 
BUdpxmktes       über- 

*^**  ^'  haupt  nicht  kommt, 

sondern  an  dessen  Stelle  ein  Stück  der  kaustischen  Linie  erscheint, 
die  jetzt  als  Äquivalent  des  Bildpunktes  auftritt,  wodurch  eine  neue 
Schädigung  der  Bildqualität  entsteht.  Diese  Erscheinung  nennen 
die  Optiker  „Koma",  weil  sie  auf  der  Mattscheibe  eine  der  Gestalt 
eines  Kometen  nicht  unähnliche  Lichtverteilung  an  der  betreffenden 
Stelle  erzeugt.  (Hellerer  Kern  mit  lichtschwächerem  Nebel  umgeben.) 
In  Fig.  49  ist  diese  Erscheinung  dargestellt.  Auf  den  Spiegel  SS' 
mit  kleiner  Öffnung  fallen  schiefparallele  Strahlen  und  bilden  das  Koma 
mn.     Gleichzeitig  ist  gestrichelt   die   ganze  Katakaustik  LP'L'   an- 
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gedeutet^  die  entstehen  würde  ^  wenn  der  spiegelnde  Ereis  vollsiändig 
vorhanden  wäre. 

59.  Der  Spiegel  mit  sehr  kleiner  (unendlich  kleiner)  Öffnung. 
Die  astigmatischen  Flächen.  In  Fig.  50  sei  SS'  ein  Spiegel  mit  sehr 
kleiner  Öffiiung;  auf  den  unter  endlicher  Neigung  Strahlenbündel 
fallen.  Jeder  dieser  Bündel  hat,  wie  wir  wissen,  zwei  Büdpunkte, 
die  nur  zusammenfallen  für  normale  Incidenz.  Betrachtet  man  nun 
Bündel  verschiedener  Neigung,  so  werden  deren  primäre  Bildpunkte 
auf  einer  Fläche  (oder  wenn  man  nur  die  Papierebene  berück- 
sichtigt, auf  einer  Kurve)  liegen.  Ebenso  befinden  sich  die  sekundären 
Bildpunkte  aller  reflektierten  Bündel  auf  einer  andern  Fläche,  die  die 
erstere  in  einem  Achsenpunkte  be- 
rühren mufs,  da  für  ein  paraxiales 
Bündel  die  astigmatische  Differenz 
Null  ist,  die  beiden  Bildpunkte 
also  zusammenfallen  müssen.  In 
Fig.  50  sind  diese  Verhältnisse  ge- 
nauer für  den  Fall  eines  sehr  ent- 
fernten Objektes  dargestellt.  Auf 
den  Spiegel  mit  der  sehr  kleinen 
Öffnung  SS'  falle  das  Bündel  PA 
unter  dem  Winkel  i  gegen  das 
Einfallslot  AM,  Das  reflektierte 
Bündel  hat  den  primären  BUd- 
punkt  P"  und  den  sekundären  P'. 
Nach  (1)  43.  ist 

AP'  = 


Fig.  50. 


2cosi 


Fällt  man  also  von  P'  das  Lot  P'Q  auf  die  Achse  AM,  so  ist  aus 
dem  Dreieck  AQP': 

AQ  =  AP'co8i  =  ^' 

Q  ist  also  Brennpunkt. 

Die  Projektion  der  Bildweite  des  sekundären  Büdpunktes  auf  die 
Achse  ist  also  für  beliebige  Neigungen  konstant,  d.  h.:  alle  sekun- 
dären Bildpunkte  liegen  auf  einer  zur  optischen  Achse  senkrechten 
Ebene,  die  durch  den  Brennpunkt  des  Hohlspiegels  geht. 

Femer  hat  man  aus  (2)  43. 


AP"  = 


COSi. 


Errichtet  man  in  P"  ein  Lot  zu  AP",  so  schneidet  dies  die  op- 
tische  Achse  in  einer  Entfernung  von  A  gleich  ^^r  =  ^ ,  geht  also 


cost 


ebenfalls  durch  den  Brennpunkt  Q.    Daraus  folgt,  dafs  P"  auf  einem 
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Kreise  liegt,  der  über  AQ  als  Durchmesser  konstruiert  ist.  Der  Ort 
aller  primären  Bildpunkte  ist  also  eine  Kngel  über  der  Brennweite 
als  Durchmesser.  Im  Brennpunkte  Q  berühren  die  beiden  astigma- 
tischen Bildflächen  einander. 

60.  Subjektive  Betrachtung  der  Bilder.     Sieht  ein  Auge  auf  das 
von  einem  Hohlspiegel  erzeugte  Bild,  so  gelangen  in  dasselbe  Strahlen- 

bündel^  die  im  allgemeinen  astig- 
matisch sind,  ausgenommen,  dafs 
die  Abbildung  durch  Paraxial- 
strahlen  erzeugt  ist.  So  scheinen 
also  die  Bündel  von  zwei  hinter 
einander  liegenden  Objekten  her- 
zukommen; wie  dies  durch  die 
Figuren  51  und  52  dargestellt  wird. 
In  Fig.  51  ist  a  ein  reelles 
Objekt;  N  Mittelpunkt  der  Augen- 
pupille. Die  Konstruktion  ist  ge- 
mafs  45.  ausgeführt,  s  ist  das 
sekundäre  Bild  Yon  a,  das  also 
dem  Auge  am  nächsten  ist,  wäh- 
rend das  primäre  ein  wenig  dem 
Spi^el  näher  liegt. 
In  Fig.  52  wird  von  dem  Objekt  a  das  sekundäre  Bild  s  und 
das  primäre  p  erzeugt.     N  ist  wieder  Mittelpunkt  der  Pupille.     Das 


Fig.  51. 


Pig.  52. 


Auge   sieht   weder   das    eine  noch   das   andere   Bild   im    allgemeinen 
scharf;  sondern  es  wird  eine  vermittelnde  Unscharfe  auftreten.     Die 
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ins  Auge  gelangenden  Strahlen  sind  Tangenten  an  die  kaustischen 
Kurven.  Die  Krümmung  der  Bilder  ist  nicht  mehr  nach  57.  zu  be- 
rechnen, sondern  ist  selbstverständlich  vom  Augenort  abhängig.  Auch 
sei  bemerkt,  dafs  die  Bilderzeugung  hier  durch  eine  Strahlenver- 
einigung gerii^eren  Grades  vor  sich  geht,  als  wenn  die  Spitzen  der 
Kaustiken  dabei  beteiligt  wären. 

61.  Reelle  Bilder,  während  der  leuchtende  Punkt  innerhalb ' der 
Brennweite    liegt.      Geht    von   einem   Punkt   P,    Fig.  53,    der    dem 


Pig.  6S. 

Spiegel  näher  liegt  als  der  Brennpunkt  Fy  ein  Strahlenbündel  aus,  so 
ist^  wenn  es  sich  um  Paraxialstrahlen  handelt,  das  Bild  von  P  immer 
virtuell,  wie  wir  oben  gesehen  haben.  Bei  grofser  Offiiung  des  Spiegels 
kann  jedoch  der  Fall,  eintreten,  dafs  seitlich  ausstrahlende  Bündel 
reelle  Bildpimkte  haben,  wie  dies  aus  der  Konstruktion  der  Fig.  53 
hervorgeht  Hier  liegt  P  innerhalb  der  Brennweite  AF,  das  reflek- 
tierte Bündel  BC  hat  den  primären  Bildpunkt  in  P"  und  den  sekun- 
dären im  Schnittpunkte  von  BC  mit  der  Achse  AM,  welche  beide  reell 
sind.  Rotiert  die  Figur  um  AM  ^&  Rotationsachse,  so  beschreibt 
B"  einen  Kreis,  den  man  bei  richtiger  Stellung  des  Auges  sehen 
kann  und  der  gewissermafsen  als  reelles  Bild  des  innerhalb  der  Brenn- 
weite liegenden  Punktes  aufgefafst  werden  kann.  Eine  einfache 
Rechnung  lehrt  übrigens  die  Gröfse  des  Of&iungswinkels  (p  finden,  bei 
der  diese  Erscheinung  noch  eintreten  kann  (Schellbach'scher  Kreis). 
62.  Lage  der  Bildpunkte  beim  Konvexspiegel.  Wir  haben  die 
Erscheinungen  an  einem  Hohlspiegel  genauer  dargestellt,  weil  sich 
hierbei  eine  Reihe  von  Erscheinungen  in  besonders  einfacher  Form 
zeigen,  denen  wir  später  bei  der  Betrachtung  der  durch  Linsensysteme 
entworfenen  Bilder  und  zwar  in  komplizierterer  Gestalt  wieder  be- 
gegnen werden.  Auf  diese  Weise  hatte  die  genauere  Darstellung  jener 
einfachen  Vorgänge  eine  Berechtigung.  Die  Betrachtung  des  Konvex- 
spiegels bietet  begrifflich  kaum  etwas  Neues  und  wir  beschränken  uns 
deshalb  hier  auf  die  notwendigsten  Hinweise  und  überlassen  es  even- 
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tuell  dem  Leser,  nach  Analogie  des  Hohlspiegels   die  einschlägigen 
Betrachtungen   zu  machen. 

Eine  EugelschalC;   deren   äuTsere  Seite  spiegelt ,   heifst  Eonyex- 
Spiegel. 

Vom  Punkte  P  falle  durch  einen  unendlich  kleinen  Raumwinkel 
ein  Strahlenkegel  auf  den  Hohlspiegel. 

.  Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  wie  unter  43.  überzeugt 
man  sich,  dafs  sich  nach  der  Reflexion  zwei  Strahlenpaare  einander 

schneiden,  nämlich  die  in 

derselben  Einfallsebene 
(Hauptebene  des  Bündels) 
verlaufenden     Meridional- 
strahlen  und  die  in  einer 
dazu    senkrechten    Ebene 

verlaufenden  Sagittal- 
strahlen.  Die  letzteren 
schneiden  sich  nach  ihrer 
gemeinsamen  Brechung  in 
einem  Punkte  P'  der  Achse 
PMy  wobei  die  Ebene,  in 
der  beide  verlaufen,  wieder  zur  Hauptebene  (Papierebene)  senkrecht 
steht;  den  Punkt  P'  —  den  sekundären  Bildpunkt  —  woUen  wir  zu- 
nächst bestimmen.     In  Fig.  54  sei 

AP^e 

AP'  =  e 

AM=r. 


Fig.  64. 


Einfallswinkel  ist 
Reflexionswinkel 


Dann  ist  auch 


und 


PAN=i, 

NAQ  =  i, 
^  MAP'  =  i 
^PAP'=  180« 


2i. 


Also  wird  der  Inhalt  des  Dreiecks: 

MAP'  ^re'sini 

PAP'  =  ee'8m2i 

PAM  =^  resint, 
also  hat  man: 

oder: 


re'sini  +  ee'sin2«  =  r^sini 


1  2  C08  % 

e  T 
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In  Fig.  55  ist  der  Verlauf  des  meridionalen  Bündels  dargestellt. 
Der  Strahl  PA  wird  in  Richtung  AJSj  der  benachbarte  Strahl  PA" 


Flg.  66. 


in  Richtung  A"B"  reflektiert.  Beide  schneiden  sich  nach  der  Re- 
flexion in  P".  Es  wird  PA  =  6,  P"A  =  e"  gesetzt.  Durch  ganz 
analoge  Betrachtungen  wie  unter  43.  erhält  man  die  Beziehung: 


1^ 


1 

e 


rcos» 


Um  die  Bildpunkte  zu  konstruieren^  verfährt  man  ebenso  wie 
unter  44.  Die  Achse  PM  schneidet  das  reflektierte  Bündel  im  se- 
kundären Büdpunkt  P'  (Fig.  56).    Fällt  man  von  M  aus  das  Lot  MB 


Fig.  66. 


auf  die  Richtung  des  reflektierten  (oder  auch  des  einfallenden) 
Strahles  und  von  B  das  Lot  BK  auf  den  Radius  AM,  so  schneidet 
PK  den   reflektierten   Strahl   im   ersten  Bildpunkt  P". 

Gleichen,  optische  Abbildungslehre.  5 
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Die  astigmatische  Differenz  für  kleine  Winkel  i. 

Kann  man  i  so  klein  setzen^  dafs  i^  und  die  höheren  Potenzen 
zu  yemachlässigen  sind,  so  werden  die  beiden  letzten  Formeln: 

Durch  Subtraktion  entsteht: 


...   —     i« 


e   •  e  r 

Nun  ist  z/  =  c'  —  c"  die  astigmatische  Differenz;  aufserdem  sind 
die  beiden  endlichen  Gröfsen  e'  und  e"  einander  so  nahe  gleich;  dafs 
wir  sie  für  einander  setzen  können^  dann  wird: 

r 

Sind  also  die  Winkel  i  so  klein ^  dafs  «^  zu  yemachlässigen  ist,  so 
verschwindet  z/  und  das  Licht  wird  homocentrisch.    In  diesem  Falle  ist 

£ j.  2^ 

e'        e        r 

Die  Diskussion  dieser  Formel  ergiebt,  dafs  e  immer  positiv  ist, 
so  lange  e  positiv  ist,  d.  h.  so  lange  P  aufserhalb  des  Spiegels  sich 
befindet.  Nach  unsem  Zeichnungen  weist  ein  positives  e'  aber  auf 
ein  virtuelles  Bild  hin.  Konvexspiegel  zeigen  also  immer  virtuelle 
Bilder,  wenn  der  leuchtende  Punkt  aufserhalb  des  Spiegels  ist. 

63.  Eonstruktion  der  Bilder  mittels  Paraxialstrahlen.  In  Fig.  57 
ist  PQ  ein  achsensenkrechtes  Objekt.  Dasselbe  soU  mittels  Paraxial- 
strahlen durch  den  Konvexspiegel  um  M  abgebildet   werden.     Man 


M     jFP' 


Fig.  67. 

verbinde  Q  mit  JJf,  ziehe  die  Achsenparallele  QK^  die  den  Spiegel  in 
K  trifft,  verbinde  K  mit  dem  Brennpunkt  P,  dann  schneidet  diese 
Verbindungslinie  MQ  in  Q\  dem  Büdpunkte  von  Q,  Das  Lot  Q'T' 
auf  die  optische  Achse  ist  das  Bild  von  P^.  Der  Beweis  dieser  Kon- 
struktion ist  dem  analog,  den  wir  oben  für  den  Fall  des  Hohl- 
spiegels gegeben. 


Sechstes  Kapitel 
Breehung  an  einer  Kngelfläche  mittels  Paraxialstrahlen. 

64.  Sclmittweite  eines  StraUes  von  endlicher  Neigung.  Vom 
Punkte  P  (Fig.  58)  im  Medium  mit  dem  Brechungsexponenten  n  falle 
ein  Lichtstrahl  PJE  auf  die  Eugelfläche  mit  dem  Mittelpunkt  M  und 


Fig.  68. 

dem  Radius  ME  =:  r.  Der  Brechungsexponent  auf  der  rechten  Seite  der 
Eugelfläche  sei  n\  Wir  ziehen  die  optische  Achse  PMy  die  die  Fläche 
in  S  schneidet  und  wollen  die  Lage  des  Punktes  P'  bestimmen,  wo 
der  gebrochene  Strahl  die  Achse  schneidet.  Es  werde  der  Einfalls- 
winkel PEN  =  i^  der  Brechungswinkel  MEP'  =  i'  gesetzt  und  es  sei 

PE  =  a 
P'E  =  a\ 

Dann  sind  die  Flächen  der  drei  Dreiecke  PEM,  P'EM  und  PP'E 
der  B.eihe  nach: 

—  arsini,   —a'rwiii'    und    —  aa'sin(i  —  *'). 

Da  nun  die  Summe  der  beiden  ersten  Flächen  gleich  der  dritten  ist, 
so  folgt: 

ar  sin  i  +  *'^  sin  %  =  aa  sin  (i  —  «") 
oder: 
/-v  1,1    sin»  1  8in(» — i') 

^  ^  a     '     a    smt  r       sin» 

BUeraus  kann  a\  der  Abstand  des  Punktes  P'  von  -B  berechnet  werden, 
wenn  a,  i,  i\  r  gegeben  sind. 

6* 
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(2) 


Nehmen  wir  an,  daCs  das  Brechnngsgesetz: 

sin»         ft' 
sin  t"         n 

besteht,  so  kann  man  für  (1)  schreiben: 

(3)  -| — ;  =  -  (n' cos i'  —  n  cos  i). 

Jedem  Winkel  i  entspricht  also  im  allgemeinen  ein  anderer  Punkt  P'. 
65.  Paraxiale  Strahlen.  Wandert  Punkt  E  nach  5,  so  gehen  i 
und  i'  in  Null  über.  Wir  wollen  annehmen,  dafs  E  dem  Punkte  S 
so  nahe  gekommen  ist,  dafs  wir  sin  i  durch  den  Bogen  t  ersetzen 
können;  dies  bedeutet  eine  Annäherung  an  den  wahren  W^ert  in  dem 
(Jrade,  dafs  zweite  Potenzen  der  kleinen  Grölse  i  yemachlässigt  werden, 
denn  man  hat  bekanntlich: 

sin»  =  »  —  j  2^3  +  jTäTs .  4  "5  —  u.  8.  w. 

und  cos*  =  1  —  j^  +  i-.-2^ y:  4  -  u.  8.  w. 

Das  Gesagte  gilt  natürlich  auch  ffir  i'.  Unter  dieser  Voraussetzung 
gieU  (1): 

W  l  +  i-(f)-Mr--')- 

Für  das  Brechungsgesetz  von  Snellius  folgt  aus  (2)  -.>  =  — ,  also 
wird  (4) 

(5)  r+7=v(«'-»')- 

Unabhängigkeit  der  Formeln  von  einem  besonderen 

Brechungsgesetz. 

Wir  bemerken  hier,  dafs  das  Bestehen  einer  Gleichung  von  der 
Form  (4)  oder  (5)  gamicbt  abhängig  ist  von  der  speziellen  Form 
des  Brechungsgesetzes.  Es  kann  das  Gesetz  der  Strahlenbrechung 
durch  eine  ganz  beliebige  Gleichung  zwischen  i  und  i'  gegeben  sein, 

immer  wird  der  Quotient  f ,  wenn  i  und  i'  sehr  klein  sind,  sich  einer 

Eonstanten  nähern,  die  ich  mit        bezeichnen  kann.     Alsdann  ent- 

steht  Gleichung  (4)  als  der  allgemeinste  Ausdruck  paraxialer  Strahlen- 
vereinigung, unabhängig  von  der  Annahme  eines  besonderen  Brechungs- 
gesetzes. Da  auf  der  Weiterentwicklung  von  Gleichung  (5)  der  gröfste 
Teil  der  geometrischen  Optik  und  der  Theorie  optischer  Instrumente 
beruht,  so  ist  es  nützlich,  sich  den  weiten  Geltungsbereich  derselben 
zu  vergegenwärtigen. 

Anmerkung.    In  der  Sprache  der  Analysis  würde  man  für  ein  beliebiges 
Brechungsgesetz  die  Funktionalbezeichnung 

setzen.    Dann  wäre 
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^di  +  p:  di'  =  0. 

a%  '    dt 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  i  =>-=  V  =  0,  so  würde    ;—  in  den  von 

(Sf  t 

uns  oben  verwendeten  Quotienten  -r?  übergehen,  und  man  hätte: 


Für  Strahlen;  die  in  der  Nähe  der  Achse  PS  auf  die  Kugel- 
fläche fallen  (für  Paraxialstrahlen);  ergiebt  sich  also  der  Schnittpunkt 
P'  unabhängig  von  dem  Einfalls-  und  Brechungswinkel.  Sämtliche 
gebrochenen  Strahlen  vereinigen  sich  also  in  demselben  Punkt  P', 
dieser  letztere  Punkt  kann  also  als  BUd  des  Punktes  P  aufgefafst 
werden. 

66.  Diskussion  der  Omndglelcliung.  Denken  wir  uns  in  Fig.  ^9 
die  Achse  PSP'  (die  optische  Achse)  nach  links  und  rechts  ins  Un- 
endliche verlängert  und  lassen  wir  den  Punkt  P  aus  der  Unendlichkeit 


a 

ft' 

7» 

F 

[ 

f 

-.1" 

p' 

]r 

JC 

f 

s 

1 

M 

S' 

Jc' 

Fig.  59. 


kommend  sich  der  Eugelfläche   nähern   und  beachten  die   zu   a  ge- 
hörigen Werte  a    nach  der  Gleichung  (5) 

(o)  -  +  -;  =  -  (n  — n). 


n  r 


Für  a  =  cx)  ist  a'  =  — Diesen  Wert  wollen  wir  mit  f  be- 

n  — n  ' 

zeichnen.     Nähert   sich  dann  P  der  Eugelfläche^  so  weicht  P'  nach 
rechts  hin  aus  und  a   wird  schliefslich  imendlich  grofs.    Für  a  =  <x> 

foUrt  a  =    ,  —   •     Diesen  letzteren  Wert  bezeichnet  man  mit  f, 
(6)  ^=;r^    und   r=    "^ 


n  — n  •  n  — n 

sind  die  erste  und  zweite  Brennweite  der  Kugelfläche.  Die  Punkte 
F  und  F'  (Fig.  59),  deren  Abstand  von  S  den  Wert  f  resp.  f  hat, 
heifsen  „Brennpunkte".  Gleichung  (5)  wird  durch  Einfähnmg  der 
Brennweiten: 
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(7) 

f--\-f       1 

und  man  hat  noch 

(8) 

/         n 
f        n'- 

67.  Andere  Form  für  die  Abbildnngsgleiclinng.  Rechnet  man 
(Fig.  59)  die  Entfernungen  der  Punkte  P  und  P'  jetzt  von  den  Brenn- 
punkten F  und  F'  aus  und  setzt: 

a  =  X  -\-  f 

a'  =  x' +r 


(8a) 

so  wird  Gleichung  (7) 


«+/• '  «'  +  r 


oder 

(9)  x-x'^'ff. 

Wir  bemerken  femer  noch;  dafs  man  Gleichung  (5)  auch  in  der 

Form 

/iA\  (g'  —  r)  g n^ 

^^^^  (g  +  r)g'~n' 

schreiben  kann,  wie  man  sich  durch  Ausrechnung  leicht  überzeugt. 
Setzt  man  in  Gleichung  (10)  ein 

10»)  .        ,, 

wo  s  und  5'  jetzt  die  Entfernungen  der  Punkte  P  und  P'  von  Jf  be- 
deuten (Fig.  59),  so  erhält  man: 

eine  Gleichung,  die  den  Gleichungen  (5)  und  (9)  äquivalent  ist. 

68.  Entstehung  von  Bildern.  Punkt  Q  sei  ein  leuchtender  Punkt 
aufserhalb  der  früher  als  optische  Achse  angenommenen  Geraden, 
der  senkrecht  über  P  liegt,   so  dafs  also  PQ  ein  Lot  auf  PM  ist 


Fig.  60. 


(Fig.  60).     Das  Bild  Q'  desselben  wird  auf  der  verlängerten  Geraden 
QM  liegen.    Setzt  man  QM=  S,  Q'M=  S\  so  hat  man  nach  (11) 

-^  +  ^  =  ^(W    —  »»)• 
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Nun  ist  aber,  wenn  man  von  Q'  das  Lot  Q'B'  auf  die  ursprüng- 
liche Achse  fallt  und  ^  QMP  =  d'  setzt: 


^ MM* 

cos^  ' 

wodurch  die  letztere  Formel  übergeht  in 

n*    ^^     n     1  (n'  —  n) 

^        WW  ~  ^     cos«- 

Setzt  man  ^  so  klein,  dafs  man  den  Sinus  mit  dem  Bogen  yer- 
tauschen  kann,  was  für  paraiiale  Strahlen  zulässig  ist,  so  wird 
cosO"  =  1  und  durch  Vergleich  der  letzten  Formel  mit  Gleichung  (11) 
folgt:  MR  =  s'j  d.  h.  Punkt  R'  fallt  mit  P'  zusammen,  oder  Q'  liegt 
auch  senkrecht  über  P\ 

Fasse  ich  PQ  als  ein  kleines  leuchtendes  Objekt  auf,  das  senk- 
recht zur  ursprünglichen  Achse  steht,  so  erkennt  man,  dafs  dieses 
im  Bildraum  abgebildet  wird  und  zwar  ebenfalls  wieder  senkrecht  zur 
ursprünglichen  optischen  Achse. 

60.  Yergröfserung.  Es  sei  die  Gfröfse  des  Objektes  PQ  =  y,  die 
des  Bildes  Q'B'  (Fig.  60)  =  y\    Dann  setzen  wir 

y      ^ 

und    nennen   ß   die    „Lateralvergrölserung''    oder    schlechtweg  „Ver- 
gröfserung'^     Aus  Fig.  60  wird  unter  Berücksichtigung  von  (10  a): 


i^  =  ?-  = 


a  —T 


y         s         a  +  r 
und  demnach  folgt  aus  (10) 

(12)  !^  =  ?Y 

und 

y'         na 


y         «  a 
Zufolge  Gleichung  (8  a)  und  (8)  wird  Ueraus: 

ft_^'  +  f'    L       «Y+  ff 

p—  x+f  'r'^'r(.x+f)' 

Ersetzt  man  nach  (9)  ff  durch  xx,  so  wird  schliefslich: 

(13)  ^  =  7  =  7  =  1- 

Ändert  sich  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  P  (Fig.  59)  von  F 
um  das  kleine  Stück  dx  längs  der  Achse,  so  wird  auch  die  Lage  des 
Bildpunktes  sich  um  eine  Strecke  dx   ändern  und  man  nennt 
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dx 
die  ,yÄ.xialvergröfsenmg'^    Aus  (9)  folgt: 

(U)  a  =  — ^  =  _/^. 

^     ^  dx  X  X*    ^ 

a  ergiebt  sich  negativ,   i  h.  wenn  dx  eine  Vergröfserung  von  x  be- 
deutet^  so  muTs  x'  um  die  Ghröfse  dx'  abnehmen. 

70.  Tangentenbedingang.  In  Fig.  61  ist  ein  beliebiger  von  P 
ausgehender^  der  optischen  Achse  sehr  nahe  befindlicher  Strahl  ge- 
zeichnet, der  in  T  die  Kugelfläche  trifft,  um  dann  nach  P'  zu  konver- 


Fig.  61. 

gieren.  Für  die  Winkel  u  und  m',  welche  dieser  Strahl  vor  und  nach 
der  Brechung  mit  der  Achse  bildet,  kann  man  ausetzen: 

,  ST         .      ,       ST 

indem  der  Bogen  äT  als  eine  kleine  zur  optischen  Aonse  senkrechte 
Gerade  aufgefafst  werden  kann.  Für  tgu  und  tgte'  könnten  wir  natür- 
lich wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  die  Bögen  u  und  u'  selbst  setzen, 
wir  wollen  dies  jedoch  aus  formalen  Gründen  unterlassen  und  erhalten 

tgu' a 

tgu        a' ' 
wodurch  (12)  ergiebt 

Iny  tgu  =  n' y'  tgu' 
oder 
ny  u  ==^  n  y'u. 

Formel  (15)  ist  wichtig,  weil  sich  ihre  linke  Seite  nur  auf  Gröfsen 
des  ersten  Mediums,  die  rechte  nur  auf  solche  des  zweiten  Mediums 
bezieht.  Daher  kann  man  sie  sofort  auf  beliebig  viele  aufeinander 
folgende  Brechungen  anwenden.  Wir  werden  später  noch  Gebrauch 
von  ihr  machen;  sie  ist  zuerst  von  Lagrange  angegeben. 

71.  Konvergenzverhältnis.     Die  Gröfse   y  =  ^^    heifst  Konver- 
genzverhältnis.   Aus  (15)  folgt  in  Verbindung  mit  (13) 
(16)  y=*«:?i^=  ^.  .  ^ 


Konjugierte  Ebenen  und  Fokalebenen. 
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(17) 


Aus  (8)  und  (13)  folgt  fllr  y  sofort 

tgt*'  X  f 

f 


tgw, 


X 


72.  Konjugierte  Ebenen  und  Fokalebenen.  Legt  mau  durch  den 
Objektpunkt  P  und  dessen  Bildpunkt  P'  Ebenen  senkrecht  zur  op- 
tischen Achse,  so  nennt  man  diese  Ebenen  konjugiert.  Ein  lineares 
Objekt  y  in  der  Objektebene  wird  nach  dem  Früheren  in  der  konju- 
gierten Bildebene  mit  einem  Vergröfserungsverhältnis  ß  (13)  abge- 
bildet, welches  von  der  Gröfse  y  selbst  unabhängig  ist,  und  nur  von 
den  Entfernungen  der  konjugierten  Ebenen  von  den  Brennpunkten 
abhängt.  In  konjugierten  Ebenen  ist  also  die  Lateralvergröfserung 
konstant.  Femer  kann  man  nach  dem  Früheren  sagen:  Strahlen,  die 
von  einem  Punkte  der  Objektebene  ausgehen,  vereinigen  sich  in  einem 
Punkte  der  konjugierten  Ebene  (natürlich  immer  mit  Berücksichtigung, 
dafs  der  Verlauf  der  Strahlen  in  unmittelbarer  Nahe  der  Achse  vor 
sich  geht). 

Analoges  gilt  von  der  Gröfse  y,  d.  h.  von  dem  Konvergenzver- 
hältnis. Dasselbe  ist  ebenfalls  konstant  für  zwei  konjugierte  Ebenen. 
Der  Winkel  u  ist  zwar  ganz  beliebig,  (allerdings  immer  sehr  klein), 
aber  mit  dem  zugehörigen  Winkel  u  steht  er  in  der  durch  (17)  dar- 
gestellten Beziehung.  Von  besonderem  Interesse  sind  noch  die  zur 
Achse  senkrechten  Ebenen  in  den  Brennpunkten  F  und  F',  die  man 
Fokalebenen  oder  Unstetigkeitsebenen  nennt.  In  der  JF''- Ebene  bildet 
sich  das  unendlich  entfernte  Objekt  ab,  während  das  Bild  eines  Ob- 
jektes in  der  F-Ebene  im  Unendlichen  auf  der  Bildseite  liegt. 

Ein  Strahlen- 
bündel, das  aus 
dem  Unendlichen 
von  der  Objekt- 
seite her  auf  die 
brechende  Fläche 

fällt,  vereinigt 

sich   in   einem 
Punkte  Q'  der  F- 
Ebene  (Fig.  62). 
Ein  Strahlen- 
bündel,   das   von 
einem   Punkte   Q 
der  i^-Ebene  aus- 
geht, geht  im  Bildraum    als  Strahlencylinder  weiter  (mit  unendlich 
entferntem  Bild). 

73.  Andere  Formel  für  die  Bildgröfse.  Neue  Definition  der 
Brennweiten.  Im  Brennpunkte  F  des  Objektraumes  sei  ein  Auge 
placiert,  das  das  Objekt  in  der  Entfernung  x  (vgl.  9.)  unter  dem  6e- 


Fig.  68. 


74    Sechstes  Kapitel:  Brechung  an  einer  Eugelfläche  mittels  Parazialstrahlen. 


BuäiiBwiiikel  o  betrachtet.    Dann  ist  (Fig.  63) 

y  =  xigm 
und  (13)  liefert 

(18)  y  =  /-tgiD. 

,^Die  Bildgröfse  ist  also  gleich  der  vorderen  Brennweite^  multipliziert 
mit  der  Tangente  des  Sehwinkels^  unter  dem  das  Objekt  vom  vorderen 
Brennpunkt  aus  erscheint/^ 

Erscheint  dagegen  das  Bild  y'  von  F'  ans  unter  dem  Sehwinkel 
co',  so  ist  (Fig.  63) 

y  =  aj'tgo' 

und  Formel  (13)  liefert: 

(19)  y  =  r^^'^ 

^^Die  Objektgröfse  ist  also  gleich  der  hinteren  Brennweite,  multipli- 
ziert mit  der  Tangente  des  Sehwinkels,  unter  dem  das  Bild  vom 
hinteren^Brennpunkt  aus  erscheint/' 


jß 


X' 


r 


Pig.  68. 

Die  Formehl  (18)  und  (19)  sind  besonders  deshalb  wichtig,  weil 
sie  unabhängig  sind  von  der  Entfemimg  des  Objektes  resp.  des  Bildes 
und  demnach  auch  für  ein  unendlich  entferntes  Objekt  resp.  Bild  gelten. 

Ist  das  Objekt  y  unendlich  weit  entfernt,  so  wird  das  zugehörige 
Bild  y  in  der  JF'-Ebene  entworfen;  es  sei  von  der  Gröfse  A'.  Dann 
giebt  Formel  (18) 

Ä'  =  /"tgCJ 

oder 

Ist  das  Objekt  z.  B.  die  Sonne,  so  ist  h!  der  Badius  des  Sonnen- 
bildchens, das  durch  die  brechende  Fläche  in  der  i^'- Ebene  abgebildet 
wird  und  cd  der  Sehwinkel  (circa  30'),  unter  dem  uns  die  Sonne  er- 
scheint. (Ersichtlich  ist  es  hier  nicht  notwendig,  dafs  sich  das  be- 
obachtende  Auge   gerade  im   vorderen   Brennpunkt  befindet,    da   die 
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Dimensionen  des  brechenden  Systems  yeiFBchwindead  klein  gegen  die 
Entfemnng  der  Sonne  sind.) 

Qleichung  (19  a)  läfst  anch  die  folgende  Interpretation  zu.  Da  ich 
mir  einen  beliebigen  Strahl  im  Objekträum  unter  der  Neigung  <o  zur 
optischen  Achse  aus  dem  Unendlichen  kommend  vorstellen  kann, 
so  ist  h'  die  zugehörige  Schnitthöhe  des  gebrochenen  Strahles  im 
Bildraum  mit  der  zweiten  Brennebene.  Hieraus  fliefst  folgende  von 
Abbe  aufgestellte  Definition  der  Brennweiten. 

Die  erste  Brennweite- 

ist  das  Verhältnis  der  Höhe,  in  welcher  ein  Strahl  im  Bildraum  die 
hintere  Brennebene  schneidet,  zu  der  Tangente  des  Neigungswinkels, 
den  derselbe  Strahl  vor  seiner  Brechung  im  Objektraum  mit  der  op- 
tischen Achse  einschliefst. 

Ganz  analog  ergiebt  sich: 

Die  zweite  Brennweite 

(19«)  r = t^ 

ist  das  Verhältnis  der  Höhe,  in  welcher  ein  Strahl  im  Objektraum 
die  vordere  Brennweite  schneidet,  zur  Tangente  des  Neigungswinkels, 
den  derselbe  Strahl  nach  der  Brechung  im  Bildraum  mit  der  optischen 
Achse  einschliefst.  Da  bei  der  jetzigen  Auffassung  o  und  (o'  nicht 
mehr  Gesichtswinkel  eines  Objektes  oder  Bildes  bedeuten  ^  sondern 
Winkel,  die  der  Strahl  vor  oder  nach  der  Brechung  mit  der  optischen 
Achse  bildet,  so  werden  wir  die  Grössen  cd  und  o',  um  mit  den 
früheren  Bezeichnungen  in  Übereinstimmung  zu  bleiben,  durch  die 
Zeichen  u  und  u'  ersetzen  können. 

74.  Totalvergpöfserung.  In  Fig.  64  aei  PQ= ds  ein  unter  dem  Winkel 
q)     zur     optischen 

Achse    geneigtes  Q 

unendlich     kleines       /""^J^y  •  Z'  ^'dx'B' 


Objekt.    Fällt  man 
noch  QR  senkrecht 

zur  Achse,  dann  ist  Fig.  64. 

gemäfs  den  früheren 

Bezeichnungen  PR  =  dXy  QB^=y,    Die  entsprechenden  Gröfsen  im 
Bildraum  sind  durch  gestrichene  Buchstaben  bezeichnet 
Nun  ist: 

-tg9.  =  £,     tg9''  =  i^, 
also  wird  nach  (13),  (14)  und  (17): 

_  *«9L  __  y  .  ^  =  ^  = 

tggi  y  *  dx'         a  '^ 
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und 

(20) 


tg9  f 


Gleichung  (20)  stimmt  der  Form  nach  vollständig  mit  Gleichung  (17) 
überein;  während  jedoch  die  Winkel  w  und  u   für  Paraxialstrahlen  un- 
endlich klein  sind,  ist  9  und  auch  9'  von  endlicher  Gröfse. 
Nach  (16)  ist  nun: 


tgg? 


n  y 
n'  y 


Nun  ist  aus  Figur  64 


sm^)  = 


y 


sin  9 


ds'' 


also  geben  die  letzten  Gleichungen  für  die  Total vergröfserung: 

ds'  n  sinqp  tgqp 


(21)  ,.  —    -   ■     ',    '  - 

^     '^  äs         n  8in<p  tgtp 

Diese  Formel   ist  für   alle  Werte  von  (p  und   9'  gültig   aufser  für 
9  =  0  und  9  =  90<>. 

75.  Zusammenstellung  der   gewonnenen  Resultate. 

Beziehung  zwischen  den  Brennpunktabständen  konjugierter 

Achsenpunkte: 

Die  Tiefenvergröfserung: 

dx'  _       ff  x' 

X 


(22) 


a 


dx 


X' 


Die  Lateralvergröfserung: 

^       y        X       ^ 
Das  Eonvergenzverhältnis: 


r 


tgtt' 


X 


tgi*         f         X 


Definition  der  Brennweiten: 

Verhältnis  der  Brennweiten: 

f  _ 
f~ 


f'  = 


tg«' 


n 

> 

n 


Die  Formeln  (22)  sind  abgeleitet  für  die  Brechung  an  einer 
Kugelfläche.  Wir  haben  gesehen,  dafs  sie  von  der  Form  des  an- 
genommenen Brechungsgesetzes  —  hier  des  Gesetzes  von  Snellius  — 
unabhängig  sind.  Sie  sprechen  also  die  Gesetze  der  Strahlenveränderung 
an  einer  Kugelfläche  in  ganz  allgemeiner  Weise  aus. 


Totalvergröfsenmg.  77 

Besonders  wichtig  ist  jedoch  (und  deshalb  haben  wir  eine  so 
detaillierte  Entwicklang  gegeben)  daTs  sie  sämtlich  auch  für  ein  be- 
liebiges System  centrierter  Eugelflächen  gelten,  wo  also  jeder  Strahl 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Brechungen  ausgesetzt  ist.  Das  erste 
Medium  bezeichnen  wir,  wie  in  dem  speziellen  von  uns  behandelten 
Falle  als  Objektraum  mit  dem  Brechungsindex  n^  das  letzte  Medium, 
mit  dem  Brechungsindex  n^  heifst  der  Bildraum.  Die  entsprechenden 
Gröfsen  im  Objekt  und  im  Bildraum  sind  unterschieden  durch  oben  an- 
gesetzte Striche.  So  bilden  die  Formeln  (22)  einen  eisernen  Bestand 
der  geometrischen  Optik;  in  der  einfachen^  übersichtlichen  und  doch 
zugleich  erschöpfenden  Zusammenstellung,  wie  unter  (22),  sind  diese 
Gesetze  von  Abbe  aufgestellt  worden.  In  dem  nächsten  Kapitel  haben 
wir  nichts  weiter  zu  thun,  als  die  Allgemeingültigkeit  der  Formeln 
(22)  für  ein  beliebiges  eentriertes  System  nachzuweisen. 


Siebentes  Kapitel. 

Verlauf  paraxialer  Strahlen  durcb  ein  centriertes  System  brechender 

Kngelflächen  (Idealer  Strahlengang). 

76.  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen.  In  der  Fig.  65  sind 
vier  brechende  Medien  mit  den  Brechungsexponenten  w^  . .  n^  darge- 
stellt;  die  durch  drei  centrierte  Eugelflächen  mit  den  Mittelpunkten 
M^M^M^,  den  Achsenscheiteln  S^S^S^  und  den  Radien  r^^r^r^  von 
einander  getrennt  sind.  Ein  zur  optischen  Achse  senkrechtes  Objekt 
im   ersten  Medium  bei  Pj  von   der  Gröfse  y^   werde   successive  von 


zk- 


a. 


Fig.  65. 

Flache  zu  Flache  in  P^  P^  P^  abgebildet  und  erhalte  dabei  die  Gröise 
ViV^y^'  I^  unserer  Figur  —  als  Normalfall  —  wenden  die  Flächen 
dem  einfallenden  Lichte  die  konvexe  Seite  zu  und  die  Bilder  liegen 
immer  zwischen  der  abbildenden  Flache  und  der  nächstfolgenden. 
Man  setze  noch  den  Abstand  der  Flächen  8^  S^  =  d^^  828^  =  d^ 
u.  s.  w.  Dann  hat  man  nach  §  65  Gl.  (5)^  wenn  man  die  jetzt  ge- 
wählten Zeichen  berücksichtigt^ 


^    i    !^ ^j  —  ♦*! 


(1) 


n, 


♦*8 


w» 


«8 


^-  + 


K 


n^ 


n 

^ 

«1 

»•* 

^4 



w* 

61  +  «2  =  ^ 

62  +  «8  =  ^ 


B 


Ist  das  System  gegeben  (d.  h.  sind  die  Gröfsen  w,  r,  d  bekannt),   so 
kann  man  zu  jedem  beliebigen  Wert  a^  im  ersten  Medium  aus  diesen 
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Gleicliuiigen  den  Endwert  b^  im  letzten  Medium  berechnen.  Dies 
gilt  ersichtlicli  auch  ftir  beliebig  viele  (etwa  k)  Medien. 

Femer  ist  nach  §  69  61.  (12),  wenn  man  nach  den  jetzt  einge- 
führten Bezeichnungen  Objekt  und  Bildweite  statt  mit  a  und  a'  mit 
a  und  h  bezeichnet  und  statt  der  Striche  Indices  anwendet  (z.  B. 
a  =  a^,  a'  =  &!,  n  =  n^,  y  =  y^,  y'  =  y^  für  die  erste  Fläche) 

(2)  ^  =  A.!h.        yi  =  h.!bL        y*  =  h.!S. 

^  ^  Vx        «1     «1  y«        «1     w»  Vi        Os  '  «4 ' 

Auch  diese  Reihe  Ton  Gleichungen  kann  man  sofort  f&r  beliebig  viele 
Medien  weiterführen.  Durch  Multiplikation  der  letzteren  erhalt  man 
sofort  die  Vergröiserung 

^  ^  '^      yi      «1  Ol  «B   w^ ' 

die  sich  also  auf  die  konjugierten  Ebenen  in  P^  und  P,  bezieht.  Die 
Gröfse  ß  ergiebt  sich  also  allgemein  als  konstant^  d.  h.  unabhängig 
Yon  der  Gröfse  des  Objektes. 

Bildet  ein  von  P^  ausgehender  Strahl,  der  ja  auch  durch  P,  Pj  P^ 
gehen  mufs  (da  wir  ja  voraussetzen,  dafs  alle  von  einem  Punkte  in 
einem  Medium  ausgehenden  Strahlen  sich  wieder  in  einem  Punkte 
des  nächsten  Mediums  vereinigen)  im  ersten  Medium  mit  der  Achse 
den  kleinen  Winkel  u^,  im  zweiten  den  Winkel  u^  und  so  fort,  so 
hat  man  nach  §  70 

«1  y^  Wj  =  Wj  y,  Wg 

Allgemein  ist:  n^yiU^  =  Wj^y^w^  oder 

/o    \  ^  y^  ^  "~~~  ^  3^3  ^3 

(3a)  wenn  man  will,  M^y^tgu^  =^ty**8% 


u.  s.  w. 


(Satz  von  Lagrange). 


Für  den  Fall  von  vier  Medien  ist  also  das  Eonvergenzverhältnis  in 
konjugierten  Ebenen 

(4)  y  =  !^  =  :?i.li  =  :?H.JL_  «!«!«> 

^  ^  ^         u^         n^     y^        n^     ß         b^hh^ 

also  ebenfalls  konstant,  d.  h.  unabhängig  von  ti^. 

Wir  köimen  (bei  gegebenen  n,  d,  r)  Gl.  (1)  auffassen  als  ein  System 
von  fünf  Gleichungen  mit  den  sechs  Unbekannten  aj^c^a^h^h^b^.  Ist 
der  Wert  von  ß  noch  gegeben,  so  liefert  (3)  eine  sechste  Gleichung, 
wodurch  dann  die  sechs  Gröfsen  a  und  b  vollständig  bestimmt  und 
damit  auch  sämtliche  Punkte  P  festgelegt  sind.  Eine  analoge  Be- 
merkung gilt,  wenn  ein  bestimmter  Wert  von  y  festgesetzt  ist;  dann 
liefert  Gl.  (4)  die  notwendige  sechste  Gleichung. 

Allgemein  hätte  man  für  Ä;  -{-  1  Medien,  also  für  k  Flächen,  an 
Stelle  der  fünf  Gleichungen  unter  (1)  ein  System   von   2k  —  1  Glei- 
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chnngen  mit  den  2  k  Unbekannten  Uj^a^a^, , ,  b^  6,  b^.    Die  GHeichungen 
(3)  und  (4)  werden  allgemein 

(4a)  ö  =s»  — ' —  = •  — -—  y  := • 

^     ^  ^  Vi  aifl4...a^     n^t^i'         '^         &,  6, . . .  6^ 

77.  GrapUsclie  Darstellung.  Anstatt  in  den  (j1.(1)  durch  successive 
Substitution  für  ein  gegebenes  a^  den  zugehörigen  Wert  6j  zu  be- 
rechnen^  kann  man  b^  auch  durch  eine  geometrische  Konstruktion 
finden. 


Man  ziehe  unter  beliebigen  Winkeln  den  Linienzug  AS^S^S^S^, 
sodafs 

Si  ^2  =  dl 


^2  ^8  =  da- 
zwischen je  zwei  aufeinanderfolgenden  Geraden  bestimme  man  dann 
feste  Punkte  P^  P^P^Pa  '^  folgender  Weise  (Fig.  66): 

Pi  ist  die  dem  Punkte  S^  gegenüberliegende  Ecke  des  Parallelo- 
gramms P^ccS^ß^  worin  die  Seiten 

»        M,  —  n, 
/JA ü'Ji- 

'^      ^  Wjl  —  «j 

gemacht  sind.  Man  kann  auch  sagen^  dafs  P^  durch  seine  schief- 
winkligen Parallelkoordinaten  im  Achsensystem  AS^  und  S^S^  ge- 
geben ist.     Ferner  wird  Pj  durch  seine  beiden  Koordinaten 

_»^Z?_    und  -'^•- 
Wg  —  n,  ««  —  ♦*» 

zwischen  den  Geraden  S^  S^  und  5»,  S^  bestimmt  und  analog  Pg  zwischen 
S^S^  und  Sj/S^. 

Ist  dieses  Gerüst  fertig  gestellt,   was   ersichtlich  leicht   auf  be- 
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liebig  viele  Flachen  ausgedehnt  werden  kann,  so  mache  man  S^^Ä 
gleich  dem  gegebenen  a^,  ziehe  von  Ä  durch  P^  bis  ^,  von  B  durch 
Pg  nach  Cy  von  C  durch  P^  nach  Z),  dann  ist  S^D  gleich  dem  ge- 
suchten h^.  Wenn  man  will,  kann  man  auch  die  übrigen  Schnitt- 
weiten ablesen: 


SiB  =  \,    S^B^=^a^y    S^C  =  h^y    S^C  =^  a^ 


«■ 


Mit  Hülfe  desselben  Gerüstes  kann  man  für  jedes  beliebige  a 
die  sämtlichen  zugehörigen  Schnittweiten  finden. 

Zum  Beweise  betrachte  man  die  ähnlichen  Dreiecke  AS^B  und 
ßPiB,     Darin  ist 

^  =  §|l  oder: -^L_  _  __^^_  __  oder:  ^  +  ^V=  *'^"-^- 

M,  —  Mj  *  w,  —  nj 

Durch  Vergleich  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  folgt  ÄiP=  6,. 
Femer  ergiebt  sich  BS^  =  8^8^  —  /S^P  =  d^  —  6^,  woraus  durch 
Vergleich  mit  der  zweiten  Gleichung  (1)  sich  ergiebt  BS^  =  a^.  In 
analoger  Weise  wird  der  Beweis  fortgesetzt. 

78.  Bestlmmmig  ausgezeiclineter  Punkte.  Wir  beschränken  uns 
auf  drei  Flächen  und  vier  Medien,  weil  die  Verallgemeinerung  ohne 
Mühe  geschieht. 

I.  Brennpunkte.  Setzt  man  in  (1)  /ii  =^  oo,  so  hat  num  fünf 
Gleichungen  mit  fünf  Unbekannten  uud  findet  durch  successive  Sub- 
stitution 63,  d.  h.  die  Entfernung  des  zweiten  Brennpunktes  von  der 
letzten  Fläche;  setzt  man  in  (1)  65  =  00,  so  findet  man  a^,  d.  h.  die 
Entfernung  des  ersten  Brennpunktes  von  der  ersten  Fläche. 

IL  Hauptpunkte.  Sucht  man  ein  paar  konjugierter  Ebenen, 
für  die  j8  =  —  1,  Bild  und  Gegenstand  also  gleich  grofs  und  gleich- 
gerichtet sind,  so  wird  Gleichung  (3) 

V     •'  9/L  n     ft     n 


n.        a,  a«  a. 


Denn  gemäfs  der  typischen  Fig.  65  sind  die  achsensenkrechten  Strecken 
yiP^'"  nach  unten  hin  positiv  zu  rechnen  nach  jeder  ungeraden 
Anzahl  von  Brechungen,  dagegen  positiv  nach  oben  nach  jeder  ge- 
raden Anzahl  von  Brechungen.  Für  drei  Brechungen  würde  /5=  -f- 1 
bedeuten,  dafs  Objekt  und  Bild  zwar  gleichgrofs  aber  von  umgekehrter 
Lage  seien.  Analoges  gilt  für  die  Achsenneigungen  der  Strahlen. 
Bei. allgemeinen  Betrachtungen  setzen  wir  im  Folgenden  immer  eine 
gerade  Anzahl  von  Brechungen  voraus.  Verbindet  man  die  Gleichung  (5) 
mit  den  fünf  Gleichungen  (1),  so  erhält  man  sechs  Gleichimgen  mit 
sechs  Unbekannten  zur  Bestimmung  des  gesuchteu  Paares  konjugierter 
Ebenen.  Die  so  bestimmten  für  die  Theorie  wichtigen  Punkte  und 
Ebenen  heifsen  Hauptpunkte  resp.  Hauptebenen. 

Oleiohen,  optigohe  Abbildungen.  6 
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ni.  Enotenpunkte.  Konjugierte  Punkte ,  in  denen  das  Konr 
▼ergenzverhältnis  gleich  Eins  ist,  heiTsen  Ejiotenpunkte.  Ein  Strahl 
durch  Pi  vor  der  Brechung  bildet  mit  der  Achse  denselben  Winkel 
wie  nach  der  Brechung^  wenn  er  durch  P^  geht 

Zur  Festlegung  der  Enotenpunkte  dient  für  drei  brechende  Flächen 


(6) 


^  ^  h 


nach  (4)  die  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  fünf  Gleichungen  (1). 

79.  Historisches.  Die  Herleitung  sehr  einfacher  Formeln  für  den 
Gang  paraxialer  Strahlen  durch  ein  beliebiges  zentriertes  System, 
sowie  die  Konstruktion  der  definitiven  Bilder  mit  den  einfächsten 
Mitteln  der  Geometrie  verdanken  wir  besonders  den  Arbeiten  von 
Möbius,  Gauss,  Bessel,  Listing,  während  die  älteren  Autoren,  wie 
Eästner,  Euler,  Elügel,  Herschel,  Littrow  die  Strahlen  von  Fläche  zu 
Fläche  rechneten,  resp.  konstruierten,  ohne  dafs  ihnen  die  eigen- 
tümliche Bedeutung  der  Haupi:  und  Enotenpunkte  bekannt  wäre.  In 
neuerer  Zeit  hat  Abbe*)  ohne  die  letzteren  Punkte  zu  verwenden,  eine 
sehr  allgemeine  und  elegante  Methode  gegeben,  die  sich  nur  auf  die 
Eigenschaften  der  Brennpunkte  stützt.  Wir  wollen  jetzt  unter  Be- 
nutzung der  oben  angegebenen  ausgezeichneten  Punkte  auf  eine  sehr 
einfache  geometrische  Weise  allgemein  das  Problem  lösen. 

80.  Konstruktion  eines  Bildpunktes  mittels  der  Brennebenen  und 


Fig.  67. 

Hanptebenen.  In  der  Fig.  67  sei  LML'M'  ein  aus  zentrierten  Kugel- 
flächen gebildetes  System.  Links  davon  sei  der  Objektraum  mit 
dem  Brechungsexponenten  w,  rechts  der  Bildraum  mit  dem  Brechungs- 
exponenten fi.  Auf  der  optischen  Achse  seien  F  der  vordere,  F  der 
hintere  Brennpunkt,  H^  und  H^  die  beiden  Hauptpunkte.  Durch 
FFH^  und  H^  sind  Ebenen  senkrecht  zur   optischen  Achse   gelegt, 

1)  Siehe  z.  B.  Czapski:  Theorie  der  optischen  Instrumente  von  Abbe,  und 
Dippel:  Das  Mikroskop.     Braunschweig  1882. 
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die  man  ,^Brennebenen^'  und  „Hauptebenen''  nennt;  die  beiden  letzteren 
sind,  wie  wir  sahen,  konjugierte  Ebenen.  Wir  betrachten  jetzt  nur 
die  Abbildung  durch  Para^ialstrahlen  und  setzen  also  voraus,  dafs 
alle  Yon  einem  beliebigen  Punkte  Q  im  Objektraum  ausgehenden 
Strahlen  sich  nach  der  Brechung  in  einem  Punkte  Q'des  Bildraumes 
wieder  vereinigen.  Um  nun  das  Bild  Q'  des  Objektpmdrfces  Q  zu 
konstruieren,  wählen  wir  von  den  sämtlichen  von  Q  ausgehenden 
Strahlen  zwei  aus,  die  wir'  leicht  in  den  Bildraum  hinein  verfolgeil 
können  und  deren  Schnittpunkt  im  Bildraum  der  gesuchte  Punkt  Q' 
sein  mufs. 

1.  Wir  ziehen  durch  Q  einen  zur  optischen  Achse  parallelen 
Strahl,  der  die  erste  Brennebene  in  Ä,  die  erste  Hauptebene  in  B 
schneidet.  Da  dieser  Strahl  durch  einen  Punkt  B  der  ersten  Haupt- 
ebene geht,  so  mufs  er  nach  der  Brechung  durch  einen  Punkt  B' 
der  zweiten  Hauptebene  gehen,  sodafs  BH^=B'H^  ist,  da  ja,  wie 
wir  sahen^  in  den  beiden  Hauptebenen  Objekt  und  Bild  gleich  grofs 
imd  gleich  gerichtet  sind.  Da  femer  der  Strahl  QAB  im  Objekt- 
raum parallel  zur  optischen  Achse  lief,  so  mufs  er  im  Bildraum 
durch  den  hinteren  Brennpunkt  JP'  gehen.  Eine'  Gerade  durch  B' 
und  r  repräsentiert  also  den  Strahl  nach  der  Brechung,  mufs  also 
durch  den  gesuchten  Punkt  Q'  gehen. 

2,  Als  zweiten  von  Q  ausgehenden  Strahl  ziehen  wir  QF^  der 
verlängert  die  erste  Hauptebene  in  G  trifft.  Im  Bildraum  mufs  dieser 
Strahl  durch  den  Punkt  C  der  zweiten  Hauptebene  gehen  ^  so  dafis 
H^C=H^C'  ist.  Da  dieser  Strahl  ferner  im  Objektraum  durch  den 
vorderen  Brennpunkt  F  geht,  mufs  er  im  Bildraum  der  optischen 
Achse  parallel  verlaufen.  Eine .  Parallele  zur  optischen  Achse  durch 
C  schneidet  also  die  Verlängerung  von  B'F"  in  dem  gesuchten  Bild- 
punkt Q\ 

81.  Konstruktion  von  Bildern.  Da  wir  sahen,  dafs  ein  zur  optischen 
Achse  senkrechtes  Objekt  wieder  ein  zur  optischen  Achse  senkrechtes 
Bild  nach  der  Brechung  durch  eine  Fläche  liefert,  so  mufs  auch  nach 
beliebig  vielen  Brechungen  diese  Eigenschaft  erhalten  bleiben.  Fällt 
man  also  von  Q  das  Lot  QP  und  von  Q'  das  Lot  Q'P'  auf  die  op- 
tische Achse,  so  ist  P'Q'  das  Bild  von  PQ.  Auf  analoge  Weise  kann 
man  von  jedem  Objekt  das  Bild  konstruieren,  indem  man  zu  jedem 
Objektpunkt  den  zugehörigen.  Bildpunkt  sucht.  Doch  handelt  es  sich 
in  der  geometrischen  Optik  fast  immer  um  achsensenkrechte  Bilder. 

Li  der  Figur  führen  wir  noch  folgende  Bezeichnungen  ein: 

PQ  ==y  =AF  =BHi  ^B'H^      FE,  =f        PF  =x 
P'Q'  =  y'=A'F'=C'H^  =  CH,       F'H^=^f       P'r^x\. 

82.  Vergröfserung  und  Konvergenzverhältius.  Beziehung  zwischen 
den  Brennpunktsabständen  konjugierter  Punkte.     Aus  den   ähnlichen 
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Dreiecken  FPQ  und  FCH^  hat  man  sofort  (wenn  man  auch  noch 
die  ähnlichen  Dreiecke  F'F'Q'  und  BT'H,  berücksichtigt) 

analog  wie  bei  einer  brechenden  Fläche. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

(7a)  X'X=f'f. 

Nach  (3a)  ist  femer:  nyigu  =  n'y'  tg  u\  woraus  das  Konvergenz- 
verhältnis 

folgt. 

83.  Die  Brennweiten.  Verbindet  man  P  mit  B  und  JB'  mit  P\ 
so  stellt  PB  und  B'P'  einen  Strahl  vor  und  nach  der  Brechung  dar. 
Dieser  Strahl  kann  als  ein  ganz  beliebiger  aufgefafst  werden ,  da  ja 
die  Gröfse  y  ganz  beliebig  angenommen  war.    Es  werde  noch 

gesetzt^  dann  ist  aus  der  Figur  67  ersichtlich 

tau  =  ^—     und   tgw'  =  :^  f— ? , 

also: 

tgu'        f+x 

tgu'^r  +  x'' 
also  wird  nach  (8): 

f  -\-  X  n      1 

Da  nun  ^  =  -j  ^^^  ^'  ^^  fß  ^^^f  ^^  ^^^^  ^®  letzte  Gleichung 

Die  Gröfsen  /*  und  f  verhalten  sich  also  wie  die  Brechungsexponenten 
des  ersten  und  letzten  Mediums.  Für  das  Eonvergenzverhaltnis  er- 
hält man  nun 

(9a)  y  =  -%-^  =  |=4- 

^      '^  '  tgu         f         X 

Aus  der  Beziehung: 

ß  =  _^*8:«  =-  X  =  £1 

'^       nigu         X         f 
folgt 'nun  weiter,  wenn  man  nach  der  Figur  setzt 

tgU=- 
TL' 

und  das  andere  Mal  tgu^=^  —^ 

nh  ^ 

STtg^"*' 
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und  ntgu JL^ 

Berücksichtigt  man  die  Beziehung  -==  -^^  so  wirft : 

(10)  f=r-       r  =  r'-.  --— ' 

diese  Gleichungen  enthalten  die  von  Abbe  aufgestellten  Definitionen 
für  die  Brennweiten. 

I.  Die  erste  Brennweite  f  ist  das  Verhältnis  der  Höhe, 
in  welcher  ein  Strahl  im  Bildraum  dessen  Brennebene 
schneidet,  zur  trigonometrischen  Tangente  des  Neigungs- 
winkels, den  sein  konjugierter  Strahl  im  Objektraum  mit 
der  optischen  Axe  bildet. 

n.  Die  zweite  Brennweite  /"  ist  das  Verhältnis  der  Höhe, 
in  welcher  ein  Strahl  im  Objektraum  dessen  Brennebene 
schneidet,  zur  trigonometrischen  Tangente  des  Neigungs- 
winkels, den  sein  konjugierter  Strahl  im  Bildraum  mit  der 
optischen  Achse  bildet. 

Nennt  man  den  Winkel  QFP,  unter  dem  das  Objekt  y  vom 
ersten  Brennpunkt  F  aus  erscheint,  o  und  den  Winkel  Q'F'P\  unter 
dem  das  Bild  vom  zweiten  Brennpunkt  F  aus  erscheint,  ca',  so  hat 
man  aus  der  Figur 

(11)  f^^-     undr  =  -5 

zwei  Gleichungen,  die  ebenfalls  als  Definition  der  Brennweiten  dienen 
köimen.  Rückt  das  Objekt  y  in  unendliche  Feme,  ist  es  z.  B.  die 
Sonne,  so  ist  y'  die  halbe  Gröfse  des  durch  das  System  entworfenen 
Sonnenbildchens  und  cd  ist  der  Sehwinkel,  unter  dem  mit  unbe- 
wa&etem  Auge  die  Sonne  vom  ersten  Brennpunkt  aus  erscheint. 
Man  erkennt  jedoch,  dafs  in  diesem  Falle  das  Objekt  (die  Sonne) 
auch  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Systems  oder  dessen  Nachbar- 
schaft aus  betrachtet  werden  kann,  da  die  Dimensionen  des  Systems 
in  diesem  Falle  gegenüber  der  grofsen  Entfernung  des  Objekts  ver- 
schwinden.    Also  auch  in  diesem  Falle  ist  f=—  und  analog  f  =  —,» 

Dieser  Formel  werden  wir  uns  bedienen,  um  die  Brennweiten  eines 
Systems  aus  den  Konstanten  (Radien,  Brechungsexponenten,  Linsen- 
dicken) zu  berechnen. 

84.  Die  angulare  Vergröfserung  und  die  Brennwelten.  Betrachtet 
man  das  Bild  y'  aus  der  Entfernung  d  (konventionelle  deutliche  Seh- 
weite) unter  einem  Gesichtswinkel  ^,  so  ist  für  kleine  Werte  von  y\ 
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Verbindet  man  hiermit  die  Gleichung: 

so  wird: 

Rückt  das  Objekt  y  ins  Unendliche,  so  ist  o  der  Gesichtswinkel,  unter 
dem  es  einem  unbewaffneten  Auge  erscheint  (wobei  es  allerdings  als 

unendlich  grofs  gedacht  ist,  da  sonst  (0  =  0  sein  würde)   und  —   ist 

das  Verhältnis  der  Gesichtswinkel,  unter  dem  Objekt  und  Bild  er- 
scheint, oder  die  sogenannte  angulare  Vergröfserung.  Die  letztere 
ist  also  direkt  proportional  der  Brennweite  f.  Eine  analoge  Betrach- 
tung gilt  für  f. 

85.  Knotenpunkte.  In  der  Figur  67  sind  K^  imd  K2  solche  Punkte, 

für  die  das  Konvergenzverhältnis  y —  oder  -—  der  Einheit  gleich  ist. 

Geht  also  ein  Strahl  im  Objektraum  durch  K^  unter  der  Neigung  u 
zur  Achse,  so  geht  der  konjugierte  Strahl  im  Bildraum  durch  K^ 
und  zwar  parallel  dem  ersten.  Wir  wollen  jetzt  die  Entfernungen 
K^F  und  K^F'  der  Knotenpunkte  von  den  Brennpunkten  feststellen. 
Nennen  wir  diese  Entfernungen  m  und  m',  so  besteht  die  Gleichung 

da  ja  K^  und  K^  konjugierte  Punkte  sind.  Femer  folgt  aus  der 
Gleichung  nuy  =  nuy'  in  dem  jetzigen  Falle:    ^-  =  ß  =  ->-. 


Nach  (7)  ist  dann: 


Also: 


n. f  m' 

n  m         f 


'       n         ' 

,„  =f.-=f. 


Der  erste  Knotenpimkt  liegt  also  vom  vorderen  Brennpunkt  um  die 
Strecke  f\  der  zweite  Knotenpunkt  vom  hinteren  Brennpimkt  um  f 
entfernt.  Ist  n  =  n',  hat  also  das  erste  und  letzte  Medium  denselben 
Brechungsexponenten,  so  ist  nach  (9)  auch  f=f  und  die  beiden 
Knotenpunkte  fallen  mit  den  Hauptpunkten  zusammen. 

Die  Axialvergröfserung   «  =  — —  ist  nach  (7  a): 

(12)  4?:  =  «  =  _L^  =  _^. 

^      ^  (ix  X^  X 

Für  die  Knotenpunkte  ist 
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X  =  m  =  /". 

X  ^=  m  =  f^ 
also 

a  =  —  ^  =  — -. 


n 


Da  wir  oben  für  die  Knotenpunkte  ß  =  -i  fanden^  so  erkennen 

wir,  dafs  diese  Punkte  (abgesehen  vom  Vorzeichen)  gleiche  Axial- 
und  Lateralyergröfserung  haben. 

Zusatz.  Mit  Hülfe  der  Brennpunkte,  Hauptpunkte  und  Knoten- 
punkte lassen  die  Konstruktionen  für  konjugierte  Punkte  und  Strahlen 
in  mannigfacher  Weise  sich,  ausführen,  doch  haben  diese  Konstruktionen 
vorwiegend  geometrisches  Interesse^).  Einige  Autoren  haben,  noch 
die  sogenannten  negativen  Haupt-  und  Knotenpunkte  eingefühi*t,  die 
durch  die  Bedingung  ß  =  —  1  und  y  =  —  1  definirt  sind;  eine  ma- 
terielle Bereicherung  hat  dadurch  die  geometrische  Optik  nicht  er- 
fahren. Überhaupt  sind  die  Haupt-  und  Knotenpunkte  in  ihrer  Be- 
deutung für  die  dioptrischen  Eigenschaften  eines  Systems  mehrfach 
überschätzt,  wie  wir  noch  zu  erfahren  Gelegenheit  haben. 

86.   Abbildungsgleichungen,    bezogen    auf   konjugierte   Punkte. 


Q-p    B  F  r  Q'  B' 

Fig.  68. 

In  Fig.  68  seien  Q  imd  Q'  und  B  und  B'  konjugierte  Punkte 
und  F  und  F'  die  beiden  Brennpunkte.     Es  sei 

QF=x         Q'r=x' 
BF=q        B'r^q 
QB'=p        Q'U'  =  p\ 

Die  neuen  Anfangspunkte  der  Zählung  seien  jetzt  Q  und  Q', 
Die  Strecke  QB,  die  im  Objektraum  im  Sinne  der  Lichtbewegung 
gerichtet  ist,  mufs  hier  negativ  genommen  werden,  da  wir  bisher  vor- 
aussetzten, dafs  im  Objektraum  Strecken  im  entgegengesetzten  Sinne 
der  Lichtbewegung  positiv  seien. 

Dann  ist: 

X  2= p  X'X'=f'f 

gr   —X   =p  2-2    =f-f, 

also  auch: 

{x+p){x'^p')  =  f.f' 
und 

XX'  -j-  px'  +  ^P'  -\'  P  '  P   =^f'f} 


1)  Siehe  z.  B.  Konstruktionen  zur  Lehre  von  den  Haupt-  und  Brennpunkten 
eines  Linsensystems  von  R.  Eeusch.    Leipzig  1870.    Mit  6  lithogr.  Tafeln, 
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woraus  folgt: 


Diese  Beziehung  ist  von  mehreren  Autoren,  z.  B.  von  Helmholtz,  von 
Lang  U.S.W,  direkt  abgeleitet,  bei  dem  von  uns  eingeschlagenen 
Gedankengang  hat  sie  nur  nebensächliche  Bedeutung. 

87.  Die  Abbildungsglelchungen  bezogen  auf  die  Hauptpunkte. 
Sind  Xq  xmd  Xq  die  Entfemui^en  der  konjugierten  Punkte  P  und  P' 
von  den  beiden  Hauptpunkten  H^  und  H^  (^ig-  67),  so  hat  mau 

^0  =  ^  +f 

«0  =  a;  +f, 

also: 

x-x'=(Xo  —  /•)«  —  f')  =  f-f', 

woraus  leicht  folgt: 


(13) 


^+A  =  1 


X, 


x^ 


und  fei'ner: 


^0  —  f 


r 
f 


r 


x:-r 


Bemerkt  sei  noch  einmal,  dafs,  wenn  das  erste  und  letzte  Medium  die- 
selben Brechungsexponenten  haben,  n  also  gleich  n'  ist,  alsdann  die 
beiden  Knotenpunkte  mit  den  beiden  Hauptpunkten  zusammenfallen 
und 

ist. 

88.  Analytische  Darstellung.  Sehr  einfach  und  übersichtlich 
laösen  sich  die  Abbildungsbeziehungen  auch  analytisch  darstellen. 
Eine  Senkrechte  zur  Achse  im  ersten  Brennpunkt  F  sei  die  y-Achse 


Fig.  69. 


eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems,  die  a;- Achse  sei  die  optische 
Achse  selbst.  Die  beigefügten  Zeichen  -\-  deuten  die  positiven  Rich- 
tungen der  Achsen  an.  Analog  ist  F'  der  Anfangspimkt  eines  recht- 
winkligen Koordinatensystems   im   Bildraum.     Dem   Strahl   P^   ent- 
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spreche  im  Bildraum  der  konjugierte  Q'P\    Ein  beliebiger  Punkt  8 
im  Objektraum  auf  dem  Strahl  PQ  habe  seinen  konjugierten  Punkt 
S'  anf  der  Geraden    Q'S'   (d.  h.  alle   Strahlen,   die   durch   8  gehen, 
müHsen  nach  der  Brechung  durch  8'  gehen). 
Wir  setzen 

FQ  ==h 

F'Q'^h' 

^QPF    =M 

^Q'P'F'^u. 
Dann  ist  bekanntlich: 


tg  U  '  tg  tt' 

Dann  ist  die  Gleichung  des  Strahls  PQ 

(I)  y  =  xtgu-\-h 

und  die  Gleichung  des  konjugierten  Strahles:  y'=  a;' tg  m'+ Ä'  oder 
auch 

(II)  y'  =  xj  +  ftgu. 

89.  Znsammenstellimg  der  Fnndamentalbezieliimgen.   Brennpunkts- 
abstände  konjugierter  Yereinigungspunkte: 

Tiefenvergröfserung : 

dx' ff x' 

Ctf  X  X  X 

Lateralyergröfsenuig : 

Ö=2L  =  X  =  ^ 
^       y        X       /" ' 

Eonvergenzverhältnis : 

.  ^9^  ^' ^'         f 

'^  tg  M  T'  ÄJ'  ' 

Definition  der  Brennweiten: 

/. h*      ^, h 

*  tg  w'    '  tgtt'' 


Verhältnis  der  Brennweiten: 


f—n 


90.  Bestimimmg  der  Hanptfaktoren  der  Abbildimg  dnrch  ein  zen- 
triertes System  ans  den  optlscheii  Konstanten  des  Systems.    Unter 

Hauptfaktoren  der  Abbildung  verstehen  wir  die  Lage  der  beiden 
Brennpunkte  und  die  beiden  Brennweiten  /'  und  /^,  da  von  diesen 
Gröfsen,  wie  wir  sahen,  alle  weiteren  Beziehungen  abhängen.     Trägt 
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toan  von  den  Brennpunkten  F  und  F'  auf  der  optischen  Achse  die 
Brennweiten  f  und  f  ab;  so  gelangt  man  zu  den  Hauptpunkten  H^ 
und  ^Tg^,  tragt  man  dagegen  Yon  diesen  Punkten  die  Brennweiten  f 
und  /*  ab;  so  findet  man  die  Knotenpunkte.  Es  bleibt  noch  übrige 
aus  den  Eonstanten  eines  Systems  (Brechungsexponenten;  BAdien^ 
Dicken,  resp.  Abständen)  die  Hauptfaktoren  wirklich  zu  berechnen. 

Aus  den  fünf  Gleichungen  (l),  die  für  drei  brechende  Flächen 
aufgeschrieben  sind,  die  man  aber  ohne  Mühe  beliebig  erweitem  kann, 
findet  man  die  Schnittweite  \  von  F\  indem  man  a^=^  oo  setzt, 
durch  successive  Substitution  in  die  aufeinander  folgenden  Glei- 
chungen. 

Setzt  man  zweitens  in  den  Gleichungen  (1)  den  Wert  ft.j  =  oo, 
so  ergiebt  sich  auf  analogem  Wege  a^  als  Schnittweite  von  F. 

Auf  diese  Weise  sind  F  und  F'  der  Lage  nach  bestimmt. 

Femer  sahen  wir,  dafs  nach  Formel  (11)  ist: 

Hierbei  soll  das  Objekt  y  (z.  B.  die  Sonne)  in  unendlicher  Feme  sein 
und  0)  ist  der  Winkel,  unter  idem  dieses.  Objekt  (die  Sonne)  von 
einem  beliebigen  Systempunkte  aus  erscheint,  während  y'  die  Gröfse 
des  Bildes  dieses  unendlich  fernen  Objektes  (also  die  Gröfse  des 
Sonnenbildchens)  in  der  i^'- Ebene  sei. 

In  Fig.  65  wollen  wir  jetzt  das  Objekt  y^  von  S^  aus  unter 
einem  Winkel  oj  betrachten,  dann  ist,  wenn  wir  die  Tangente  mit 
dem  Bogen  vertauschen 

und  Formel  (3)  ergiebt: 

öl  •  ft,  &j  65     nj 


»4  = 


a,  «j  W4 


In  Formel  (17)  ist  nun  die  Gröfse  y'  mit  der  jetzt  benutzten  y^, 
wenn  man  a^  unendlich  grofs  werden  läfst,  identisch  und  man  hat 
für  drei  Flächen 

WO    die  Gröfsen   h^h^h^^a^a^   aus    dem  Gleichungssystem  (1)    zu   be- 
rechnen sind,  wenn  in  demselben  a^  =  cx>  gesetzt  wird. 

Allgemein  ist  also  für  it  +  1  brechende  Medien,  die  durch 
h  Flächen  von  einander  getrennt  sind 


_    &i  &j  63 . . .  ft^. 


♦»1 


wo  die  Grölsen  b  aus  dem  System 
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W«        1       «8 

Ö8        1       **4 

«4         w„ 

^8 

w^.         n^4.i 

Wa  +  i      '^i 

h       +  «2  =  ^1 

^2  +  »8  =  0^2 


«*  ^*  *it 


ZU  berechnen  sind,  wenn  man  darin  a\  =  oo  setzt. 

Zugleich  dient  dies   System   dazu,   die    Schnittweiten   (also   die 
Orte)  der  Brennpunkte  zu  bestimmen. 

Schnittweite  von  F  ist  a^  wenn  man  6^^=00  setzt. 

Die  zweite  Brennweite  f  findet  man  am  einfachsten  aus  \.  =    *-  — • 

.         '.  f  ^i 

Sind   auf  diese  Weise   die    (Jrundfaktoren   der  Abbildung    eines 

Systems   bestimmt,   so   geben   die   Formeln  (16)    ohne   weiteres   alle 

übrigen  Abbildungsbeziehungen. 

91.  Kombination  zweier  Systeme.    In  Figur  70  seien  auf  einer 

Achse  die  beiden  Systeme  8  und  S^  zentriert.     Das  erstere  habe  die 

beiden  Brennpunkte  F  und  F'  und  die  Brennweiten  f  und  f\  für  das 


K  F    -Vi \--V~^F'a        F, n F/K'   R 


Fig.  70. 

andere  seien  die  entsprechenden  4?röfsen  F^  und  i^/,  sowie  /\  und  /i'. 
Femer  sei  noch  F'F^  =  z/.  Ist  nun  P  ein  Objektpunkt,  dessen  Bild 
vermittels  des  ersten  Systems  Q  ist,  und  ist  B,  das  Bild  von  Q  ver- 
mittels des  zweiten  Systems,  dann  ist 

wo: 

PF=x,     Qr=x,     QF^^x^,    F^Ii  =  x^. 

Eliminirt  man  x'  und  x^j  so  wird: 

Setzt  man  hierin  a;=  00,  so  erhält  man  die  Entfernung  des  Brenn- 
punktes K'  der  Kombination  von  F^ 

kf: = ^{>^ . 

Setzt  man  dagegen  x\==^  cx),  so  erhält  man  die  Entfernung  des  Brenn- 
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punktes  K  der  Kombination  von  F 

KF=f~ß^ 

Um  die  Brennweiten  ^  und  il)'  der  Kombination  zu  bestimmen, 
lasse  man  eincD  achsenparallelen  Strahl  im  Abstände  h  von  der  Achse 
auf  das  System  S  fallen.  Nach  der  Brechung  durch  S  mufs  diesef 
Strahl  durch  F'  gehen  und  möge  dabei  den  Winkel  u  mit  der  Achse 
bilden.     Dann  ist  nach  §  83  II 

rr h 

Geht  dann  der  Strahl  weiter,  so  mufs  er  nach  der  Brechung  durch 
Sj  durch  den  Brennpunkt -BT' der  Kombination  gehen,  da  er  ja  achsen- 
parallel auf  S  fiel.  Er  bilde  femer,  während  er  durch  JfiC'  geht,  mit 
der  Achse  den  Winkel  u\ 

Wir  wollen  jetzt  das  KonvergenzverhältniB  zwischen  den  Punkten 
F'  und  K'  büden  nach  §  83  Gl.  (9  a)  in  Bezug  auf  das  System  5". 
Man  findet 

Durch  Elimination  von  tg  u  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  findet 
man, 

ig  u  A 

Wieder  nach  §  83  II  stellt  aber  diese  Gröfse  die  Brennweite  ^' 
der  Kombination  dar.     Also  ist 

Analog  findet  man 

Sind  aber  die  Brennweiten  und  die  Lage  der  beiden  Brennpunkte 
eines  Systems  bestimmt,  so  sind  auch  damit  gemäfs  §  89  alle  andern 
Abbildungsbeziehungen  gegeben. 

Zusatz.  Wir  erinnern  hier  noch  einmal  an  die  schon  §  65  ge- 
machte Bemerkung,  dafs  die  Abbildung  durch  Paraxialstrahlen  mit 
ihrer  grofsen  Mannigfaltigkeit  von  Erscheinungen  von  der  speziellen 
Form  des  Brechungsgesetzes  imabhängig  ist.  Um  ein  drastisches  Bei- 
spiel zu  geben,  so  würden  alle  Abbildungsbeziehungen  bestehen  bleiben, 
wenn  das  Brechimgsgesetz  lautete:  tg  i  =  c  tg  i'  oder  sin  2i  =  c  sin  i' 
u.  s.  w.,  wo  c  eine  Konstante,  d.  h.  eine  von  der  physikalischen  Natur 
der  brechenden  Medien  abhängige  Gröfse  wäre.  Wir  haben  es  hier 
also  mit  einer   ganz   allgemeinen  Abbildung  eines  Raumes  in   einem 
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andern  za  thnn^).  Bei  einem  System  brechender ,  auf  einer  Achse 
zentrierter  Kugelflächen  ist  diese  Abbildung  wirklich  vorhanden  inner- 
halb eines  unendlich  schmalen  fadenförmigen  Gebietes  um  diese  Achse 
herum.  Die  Neigung  aller  Strahlen  zur  Achse  ist  unendlich  klein^ 
so  dafs  wir  also  zwischen  dem  Sinus  und  der  trigonometrischen  Tan- 
gente dieser  Winkel  gar  nicht  zu  unterscheiden  brauchen.  Wenn 
wir  dies  doch  hin  und  wieder  thaten^  so  setzten  wir  dabei  still- 
schweigend die  YorsteUimg  yoraus^  das  Abbildungsgebiet  wäre  ein 
endlich  ausgedehntes,  wobei  dann  yon  rein  geometrischem  Standpunkt 
aus  dem  charakteristischen  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Funk* 
tionen  Rechnung  getragen  werden  kann.  Den  Strahlengang  bei  der 
hier  in  Frage  kommenden  Abbildung  werden  wir  auch  als  „idealen^^ 
bezeichnen,  im  Gegensatz  zu  dem  wirklichen  Strahlengang;  wie  er 
bei  endlichen  Achsenneigungen  sich  zeigt 


1)  Siehe  Gzapski:  Theorie  der  opt.  Instrumente.    Breslau  189S,  S.  27  u.  f. 
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92.  AUgemeine  Bezielmngen  far  zwei  brechende  Flächen.  Für 
zwei  brechende  Flächen  folgt  aus  §  76  Gleichung  (1),  wenn  man  da- 
bei Wj  =  ng  und  w^  =  »  setzt: 

1     .    n^ n  —  t 


*1  ^l  **! 

(ll  ft    4-  O»  =  d  . 

Da  hier  Bildraum  imd  Objektraum  den  gleichen  Brechungsexponenten 

haben,  sind  die  Brennweiten  ein- 


/  /  ander  gleich^  also 


S 


\ 


Fig.  71. 


: zL  (2)  f-f- 

Setzt  man  in  (1)  a^  =  c»,  elimi- 
niert b^  und  a^f  so  erhalt  man  {^j? 
das  in  diesem  Falle  gleich  S'F 
ist  und  damit  ist  die  Lage  des 
zweiten  Brennpunktes  F'  bestimmt  (Fig.  71). 

Lassen  wir  noch  den  jetzt  überflüssigen  Lidex  von  d  weg,  so  er- 
hält man 

^  ^  r       (n  —  1)  [d  —  w  (rf  +  r,  —  r,)] 

Analog  ergiebt  sich,  wenn  man  ftg  =  cx)  "setzt,  zur  Bestimmung  des 
ersten  Brennpunktes  F: 

(4)  SF  =  a,  =  — =-^^/iLzii)  -  «Ii »-.      . 

^  ^  ^        (n  —  1)  [d  —  w  (a  +  r,  —  rj)] 

Aus  §  90  folgt  nun  weiter  für  die  Brennweite: 

>  ^  '  '  ««  (**  - 1)  [d  — « (rf  +  r,  —  r,)]  * 

93.  Linsenformen.  Linsen  sind  auf  zwei  Seiten  sphärisch  begrenzte 
Glasstücke;  sie  werden  meist  so  dünn  wie  möglich  hergestellt.  Die 
Centrale  der  beiden  begi'enzenden  Kugelflächen  ist  die  optische  Achse. 
Nach  der  Lage  imd  Gröfse  der  Krümmungen  der  Flächen  unterscheidet 
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man:  1/ bikonvexe,  2*.  plankonvexe^  3.  konvexkonkave,  4.  bikonkave, 
5.  plankonkave  und  6.  konkavkonvexe.  Die  ersten  drei  Formen  sind  in 
der  Mitte  dicker  wie 

am  Rande  uiid  wer-     

den  positive  Linsen 

oder     Sammellinsen  '  x         3  *      ^        e 

(auch  wohl  schlecht-  *' 

hin  Eonvexlinsen)  genannt,  weil  sie  ein  Bündel  parallel  auffallender 

Strahlen  auf  der  andern  Seite  in  einen  Brennpunkt  JF'  vereinigen, 

die  drei  andern  Formen  heifsen  Negativlinsen  oder  Zerstreuungslinsen 

(schlechthin  auch  Eonkavlinsen).    Sie  sind  in  der  Mitte  am  dünnsten 

und  machen  parallel  auf  sie  fallende  Strahlen  so  divergent,  dafs  sie 

von    einem    auf   derselben  Seite    liegenden    Punkt  F'  herzukommen 

scheinen. 

94.  Sehr  dünne  Linsen  (sogenannte  unendlich  dünniB  Linsen).  Ist 
eine  Linse  so  dünn,  dafs  ihre  Dicke  in  Vergleich  zu  den  Radien  und 
Vereinigungsweiten  vernachlässigt  werden  kann,  so  nennen  wir  sie 
eine  „unendlich  dünne"  Linse  —  eine  aufserordentlich  wichtige  De- 
finition für  die  geometrische  Optik.  Fig.  71  zeigt  eine- solche  Linse, 
wenn  wir  uns  vorstellen,  dafs  die  Punkte  S  und  S'  zusammenfallen. 

Aus  Formel  (3)  §  93  folgt  für  rf  =  0  die  Vereinigungsweite  von 
Strahlen,  die  im  Objektraum  parallel  zur  Achse  sind, 

(w  —  1)  (r,  —  fj) 

Genau  derselbe  Wert  ergiebt  sich  für  die  Schnittweite  SF  von  Strahlen, 
die  im  Bildraum  parallel  zur  Achse  verlaufen.  Für  die  Brennweite 
f  finden  wir  aus  Formel  (5)  denselben  Ausdruck,  wie  für  S'F\  nur 
mit  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Dies  weist  auf  eine  umgekehrte 
Lage  der  Bilder  hin,  als  wir  sie  in  der  typischen  Figur  65  voraus- 
setztien.  Zu  dieser  Annahme  der.  Figur  65  waren  wir  dort  veranlafst, 
um  den  Ausführungen  eine  möglichst  grofse  Allgemeingültigkeit  zu 
geben.  In  der  praktischen  Optik  hat  man  sich  jedoch  daran  gewöhnt, 
einer  positiven  Linse  auch  eine  positive  Brennweite  beizulegen,  einen 
Umstand,  dem  wir  hier  Rechnung  tragen  wollen,  über  Beurteilung 
der  aufrechten  oder  umgekehrten  Lage  der  Bilder  wird  sich  dabei 
keine  Schwierigkeit  ergeben.  Wir  setzen  also  die  Schnittweite  gleich 
der  Vereinigungsweite 

(6)  r"(^::fa:r^    oder   )  =  (,-!)  (A_i). 

Es  gelten  nun  sämtliche  Formeln  in  §  89,  von  denen  wir  nur  be- 
sonders hervorheben  woUen: 

(7)  ar.a;'  =  r,  ^  =  ^  =  -^  =  J,       y==^«:=-       _(. 

N/  '    ^  ^        y  X  ■     f  ^        *^         tgM        f         X 
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a 


# 


Plg.  78. 


Haupt-  und  Knotenpunkte  fallen   hier  mit  dem  Mittelpunkt  'S 
(oder  S')  der  Linse  zusammen^  denn  wenn  wir  nach  der  soeben  ein- 
geführten Zähl- 

'  setzen,   erhalten 

^  wir     für     diese 

Punkte  iP  ==  —  f 
und  a;'  =  —  f. 

Will  man  die  Entfernungen  konjugierter  Punkte  vom  Linsen- 
mittelpunkt  rechnen,  so  ist  nach  Fig.  73,  wenn  man  PS  =  a  und 
P'S  =  a'  setzt,  wo  P  und  P'  Objekt-  und  Büdpunkt  sind: 

ic  =  a  —  f 

x'  =  a'  —  f 

und  Gleichung  (7)  giebt:  (a  —  /*)  •  (öt'  —  f)=^f^  oder: 

— h-  =  -^,     ebenso:     p  =  — ^  =  — ^• 

95.  Andere  Herleitnng.    Wegen  der  Wichtigkeit  unendlich  dünner 
Linsen  wollen  wir  hier  noch  eine  selbständige  ganz  elementare  Ent- 
wicklung dieser 

^r^:: Iv  Form*i  geben. 

In  Figur  74  sei 

LL'  die  optische 

Achse.     Im    Punkte 

S  befindet   sich   die 

unendHch    dünne 

Sammellinse,  welche 
durch  eine  zu  LL'  senkrechte  Ebene  dargestellt  sei.  Strahlen  parallel 
zu  LL'  im  Objektraum  sollen  sich  im  Bildraum  in  F'  schneiden.  Alle 
von  Q  ausgehenden  Strahlen  mögen  im  Bildraum  durch  Q'  gehen.  Zur 
Bestimmung  von  Q'  wähle  ich  zwei  passende  Strahlen  aus. 

1.  ^JS  II  PS,  der  im  Bildraum  durch  F'  geht. 

2,  QS  (Strahl  durch  den  Mittelpunkt  S,  der  ohne  Ablenkung 
weiter  geht). 

Beide  Strahlen  schneiden  sich  in  Q\. 
Nun  folgt  aus  ähnlichen  Dreiecken: 

BQ_rP' 

sr  ~  SP'' 

Wir  setzen: 

'  BQ  =  SP  =  a 

sr  =  f 

Pr^a  +  a! 
SP'^a'. 


Pig.  74. 
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Dann  wird: 

/ 

a 

1 

a-\-a' 
a 

oder 

1 

a 

+ 

1 
a 

1 

''  f 

Femer  hat 

man: 

P'Q' 
PQ 

y' 
y 

■ß 

SP' 
SP 

a 
a 

a 

f 

Fig.  75. 


Hieraus  kann  man  dann  leicht  auch  die  Gleichung  x  •  x  =  f^  u.  s.  w. 
ableiten. 

96.  Lage  der  Bilder  bei  verschiedener  Lage  des  Objektes  einer 
Sammellinse.  Der  letzten  Konstruktion  folgend  gelangt  man  leicht  zu 
folgenden  Feststellungen: 

Befindet  sich  das  Objekt  y  im  Unendlichen,  so  ist  y  in  der  F- 
Ebene,  nähert  sich  y 
der  Linse,  so  entfernt 
sich  y  von  derselben 
und  verschwindet  immer 
gröfser  werdend  im  Un- 
endlichen des  Büdraums, 
wenn  y  in  die  l^^-Ebene 
tritt.  Bewegt  sich  y  in  die 
Brenustrecke"  hinein,  nähert  sich  der  Linse  also  noch  mehr,  so  taucht 
y  links  in  sehr  grofser  Entfernung  und  selbst  entsprechend  grofs  auf; 
das  Bild  ist  jetzt  jedoch  virtuell,  weil  die  Strahlen  die  Linse  diver- 
gent verlassen  und  nur  rückwärts  verlängert  sich  in  einem  Bildpunkt 
schneiden.  Nähert  sich  y  noch  mehr  der  Linse,  so  nähert  sich  auch 
y  immer  kleiner  werdend  derselben;  in  S  (Fig.  74)  fallen  Objekt  und 
Bild  zusammen  und  sind  von  gleicher  Gröfse  (/3  =  —  1,  Charakte- 
ristikum für  den  Hauptpunkt).  Tritt  das  Objekt  auf  die  rechte  Seite 
der  Linse,  was  dadurch  geschehen  kann,  dafs  y  jetzt  (Fig.  75)  etwa 
das  reelle  Bild  einer  andern  bei  X  befindlichen  Sanmiellinse  ist,  so 
orientiert  man  sich  mittels  xmserer  Konstruktion  immer  noch  leicht 
über  die  Lage  der  Bildpunkte,  y  ist  stets  reell  und  wird  um  so 
kleiner,  je-  mehr  sich  y  von  der  Linse  entfernt. 

97.  Lage  der  Bilder  bei 
Negativlinsen.  Ergiebt  sich 
die  Brennweite  (Fig.  76) 


f  = 


n^ 


(n  —  1)  (r,  —  rj) 

negativ,  so  liegt  F'  bei 
unserer  Anordnung  links 
von  S  nach  der  Objekt- 
seite zu,  und  wir  nennen 
die  Linse  eine  Negativlinse. 


Q 

B 

"^^-^^^^ 

/^ 

» 

y 

''^V"--^ 

^ 

/ 

T' 

P'         l 

F- 

"■•^ 

Fig.  76. 


Die  obige  Konstruktion  gilt  auch  hier. 
Die  beiden  von  §  ausgehenden  den  Bildpunkt  Q'  bestimmenden 


Oleichen^  optische  Abbildungslehre 
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Strahlen  sind  einmal  Q8  und  zweitens  BF'  (wenn  QB  \\  der  optischen 
Achse  gezogen  ist).    Man  hat  jetzt: 

QB  _PP' 
~F'S~  P'S 
oder  wenn 

SP  =BQ  =  a 


gesetzt  wird: 


a         a  —  a        ,  111  :i    a        V         <^ 

-j  =  — ; —    oder:    — =  -?   und  «==  —  =  —• 

f  a  a         a        f  '^        y         a 

Hierhei  ist  die  letzte  Figur  als  typisch  vorausgesetzt^  d.  h.  alle 
Strecken  in  ihr  sind  positiy  gedacht. 

Solange  y  links  von  der  Linse  sich  befindet^  ist  y'  aufrecht  und 
wird  immer  gröfser,  je  näher  y  der  Linse  kommt. 

In  S  fallen  wieder  Bild  und  Objekt  zusammen. 

Tritt  y  rechts  von  der  Linse  (was  geschehen  kann,  wenn  y  etwa 
ein  von  einer  Sammellinse  entworfenes  Bild  ist),  so  giebt  dieselbe 
Konstruktion  in  sehr  einfacher  Weise  Lage  und  Gröfse  des  Bildes. 


Fig.  77. 

Solange  hierbei  y  der  Linse  näher  liegt,  als  die  Länge  der  Brenn- 
weite ist,  erscheint  y'  reell,  aufrecht  und  gröfser  werdend  mit  nach 
rechts  fortschreitendem  y.  Ist  AP  (Fig.  77)  gleich  der  Brennweite, 
so  wird  y'  unendlich  grofs.  Bei  noch  weiterem  Vordringen  von  y  ei> 
scheint  das  Bild  y  immer  kleiner  werdend  auf  der  linken  Seite  virtuell 
und  umgekehrt. 

98.  Konstruktion  von  Bildern  bei  Linsen,  deren  Dicke  nicht  ver- 
nachlässigt wird.  1.  Positive  Linsen  (Fig.  78).  Während  bei  un- 
endlich dünnen  Linsen  die  Linsenmitte  mit  den  Hauptpunkten  (und 
Knotenpunkten)  zusammenfällt,  die  Linse  selbst  also  in  den  vereinigten 
Hauptebenen  liegt,  ist  dies  bei  dicken  Linsen  nicht  mehr  der  Fall. 
Hierin  liegt  die  Bedeutung  der  Hauptpunkte,  dafs  man  mit  ihrer  Hülfe 
eine  ähnlich  einfache  Konstruktion  über  Lage  imd  Gröfse  der  Bilder 
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ausfahren  kann,  wie  für  imendlich^dünne  Linsen.  A  und  Ä  seien  die 
beiden  Hauptpunkte  einer  positiven  Linse  und  durch  sie  seien  die 
beiden  Hauptebenen  senkrecht  zur  optischen  Achse  gelegt.  Vom  Bild- 
punkt  Q  (Fig.  78)  aus  zieht  man  zunächst  QB  parallel  zur  optischen 


Achse,  verlängert  es  bis  Jff  (Pimkt  der  J.'- Ebene)  und  zieht  dann 
BT  (Strahl  I).  Femer  zieht  man  QA  und  durch  A'  dann  A' Q' 
parallel  zu  QA  (Strahl  H).  Strahl  I  und  H  treffen  sich  m  Q\  Lote 
von  ö  und  e'  auf  die  Achse  sind  Objekt  y  =  PQ  und  Bildy'  =  P'g'. 

Man  kann  als  dritten  bestimmenden  Strahl  auch  wählen  den 
Strahl  QF,  der  die  erste  Hauptebene  in  C  schneidet,  indem  man 
durch  C  den  Strahl  CC  parallel  zur  Achse  legt,  welcher  letztere  eben- 
falls durch  den  Bildpunkt  Q'  geht. 

2.  Negative  Linsen.    (Fig.  79.)    Vom  Objektpunkt  Q  zieht  man 


fC\F 


Fig.  79. 

zunächst  eine  Parallele  zur  Achse,  welche  die  Hauptebenen  in  B  und 
B'  trifft  und  zieht  durch  B'  nach  F\  dem  zweiten  Brennpimkt,  der 
jetzt  auf  der  linken  Seite  liegt  (Strahl  I).  Sind  wieder  A  und  A'  die 
beiden  Hauptpunkte,  so  legt  man  za  AQ  durch  A'  eine  Parallele 
(Strahl  H). 

Strahl  I  und  H  treffen  sich  im  Bildpunkt  Q\    Die  Lote  QP  und 
Q'P'  sind  Objekt  und  Bild. 

7* 
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Man  hätte  auch  durch  Q  und  F  eine  Gerade  legen  können^  welche 
die  erste  Hauptebene  in  C  trifft^  dann  ist  eine  Parallele  zur  Achse 
durch  C  ein  dritter  bestimmender  Strahl. 

99.  Rechnerische  Bestimmung  der  Grundfaktoren  der  Abbildung 
dicker  Linsen,  a)  Positive  Linsen.  Die  Formeln  (1)  bis  (5)  in  92. 
geben  die  Schnittweiten  der  Brennstrahlen  und  damit  auch  die  Lage 
der  Brennpunkte  sowie  auch  die  Gröfse  der  Brennweiten  selbst. 

Wir  wollen  diese  Formeln  jetzt  auf  diejenige  Lage  der  optischen 
Elemente  beziehen,  wie  sie  durch  die  typische  Figur  78  einer  bikon- 
vexen Linse  dargestellt  ist,  und  haben  gegenüber  der  früheren  all- 
gemeineren Darstellung  folgende  Änderungen  zu  treffen. 

1.  Die  Brennweite  der  bikonvexen  Linsen  rechnen  wir  positiv. 
Wir  haben  also  das  Vorzeichen  von  /*  in  Gleichung  (5)  92.  zu  ändern. 

2.  Der  zweite  Radius  mufs  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  ge- 
nommen werden. 

Im  Übrigen  fallen  die  Schnittweiten  K'F'  und  KF,  Fig.  78,  mit 
den  Gröfsen  Jj  und  a^  der  Formeln  (3)  und  (4)  92.  zusammen.  Für 
die  Dicke  KK'  =  d,  Fig.  78,  und  den  Brechungsexponenten  n  ergiebt 
sich  dann,  wenn  wir  den  ersten  und  zweiten  Radius  mit  r  und  r'  be- 
zeichnen. 

Tzrjpf nrr'  —  r '  d  (n— 1) 

^  ^    —         (n  —  i)  N         ' 

WO 

N='nr  +  wr'  —  d  (n  —  1)  =  d  —  n  {d  —  r  —  r') 
ist; 

^•^  {n—l)N 

und 

/'=  r  =  T  """"iVÄr  =  ^1^  =  ^'-^'• 

'         '  (n  —  1)  ^ 

Hierbei  sind  mm  alle  Strecken  der  Fig.  78  positiv  angenommen. 
Ergiebt  sich  aus  den  letzteren  Gleichungen  im  speziellen  ein  negativer 
Wert,  so  weist  dieser  auf  eine  entgegengesetzte  Lage  der  betreffenden 
Gröfse  hin.  Die  allgemeinen  Abbildimgsgleichungen  werden  erhalten, 
indem  man   für  f  den  letzteren  Wert  setzt.    Also  hat  man  nach  89. 

'  -t  =  L. 

'  y        X 

Will  man  die  Lage  der  Hauptpunkte  von  den  Linsenscheiteln  aus  be- 
stimmen, so  erhält  man  (Fig.  78): 


/     nrr     \2 


analog 


A'K'  =  A'F-  —  K'F'  =  ^'  =  e 


N 
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Also  verhalten  sich  die  Scheitelabstände  der  Hauptpunkte  wie  die  ent- 
sprechenden Radien. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  Hauptpunkte  bestimmt,  so  kann 
man  jetzt  die  Konstruktion  98.  verwenden. 

100.  Lag^e  der  Eardinalpunkte  bei  verscMedenen  Formen  der 
Linsen.  Indem  wir,  wie  schon  erwähnt,  die  bikonvexe  Linse  als 
Normalform  voraussetzen,  sind  wir  jetzt  leicht  im  stände,  bei  jeder 
beliebigen  Linsenform  die  Lage  der  beiden  Brennpunkte  und  der 
Hauptpunkte  (Kardinalpunkte)  anzugeben.  Alsdann  ist  es  ein  leichtes, 
nach  ^er  oben  gegebenen  Konstruktion  zu  einem  beliebigen  Objekt 
das  Bild  zu  finden.  Siehe  die  Figuren  80 — 87,  in  denen  die  Haupt- 
punkte durch  H  und  H'  bezeichnet  sind. 

Sei  z.  B. 

w  =  %,    d=2,    r=10,    r'  =  16, 

80  kommen  für  die  Lage  der  Hauptpunkte  die  allgemeinen  Formeln 
in  Betracht 

N'=  nr  +  wr'  —  d  (n —  1) 


und  für  die  Brennweiten 


N 

e'  =  ^  =  H'K' 


nrr 


'         '  (n  —  1)  JV 


(A) 


Man  findet 


Da  e  und  e'  positiv  sind,  tragen  wir  diese  Gröfsen  (Fig.  80)  von  den 
Linsenscheiteln  K  und  K'  nach  dem  Innern  der  Linse  zu  ab  (also 
von  K  nach  rechts,  von  K'  nach  lüiks),  wodurch  die  Punkte  H  und 
H'  gewonnen  werden.  Da  auch  f  =  f  positiv  erscheint,  tragen  wir 
jetzt  f  von  H  nach  links  und  f  von  jBT  nach  rechts  ab,  und  be- 
stimmen hierdurch  die  Brennpunkte  F  und  F\ 

Erscheinen  in  Folge  der  gegebenen  Zahlen  eine  oder  mehrere 
der  Gröfsen  e,  e'  oder  /*  und  f  negativ,  so  werden  sie  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  als  die  eben  bezeichnete  ist,  angetragen. 

Die  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  ist  immer  von  links  nach 
rechts  gedacht. 

Anmerknng:  Wir  setzen  hierbei  voraus,  dafs  die  Linsen  den  Charakter 
eines  einfachen  Diopters  behalten,  also  die  Brennweiten  dasjenige  Vorzeichen 
haben,  welches  die  betreffende  Linse  hätte,  wenn  ihre  Dicke  verschwindend  klein 
wäre.    Nach  dieser  Festsetzung  ist  also  eine  bikonvexe  Linse  immer  positiv. 
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Wäre   z.  B.   fxlr   eine    bikonvexe   Linse    (also   r  und   r'   positiv)   in   dem 
Ausdruck 

^  =s  wr  +  nr'  —  d  {n  —  1) 
n 


ä> 


n  — 1 


(r  +  r'). 


oder  für  r  ^^  r'  und  n  :=  •/, 

d>6r, 

so  würden  sich  c,  e\  f  und  /^  negativ  ergeben. 

Derartige  Kombinationen  zweier  Linsen  nennen  wir  nicht  mehr  ein- 
fache Linsen,  sondern  wir  müssen  sie  zu  den  Doublets  zählen,  die  wir  später 
behandeln. 

Wir  wollen  folgende  acht  Fälle  unterscheiden: 
L  r  positiv,  r    positiv  (Bikonvexlinse). 
n.  r  negativ,  r'  negativ  (Bikonkavlinse), 
in.  r  =  ooj  r    positiv  (Plankonvexlinse). 
IV.  r  positiv,  r'  =  oo  (Konvexplanlinse). 
V.  r  =  (x>,  r'  negativ  (Plankonkavlinse). 
VI.  r  negativ,  r'  =  (x>  (EonkavplanUnse). 
VII.  r  positiv,  r'  negativ  und  >  r  (positiver  Meniskus)- 
Vin.  r  positiv,  r'  negativ  und  <  r  (negativer  Meniskus). 

In  folgendem  ist  die  Lage  der  Kardinalpunkte  bei  diesen  Linsen- 
formen angegeben  und  zwar  mittels  spezieller  Zahlenwerte  für  die 
Radien  und  die  Dicke.  Zur  Ausrechnung  haben  die  Formeln  (A)  100. 
gedient;  n  ist  =  1,5  und  die  Dicke  d  immer  gleich  2  gesetzt.  Die 
Richtung  des  einfallenden  Lichtes  ist,  wie  immer,  von  links  nach 
rechts.  Vorderer  und  hinterer  Radius  ist  mit  r  und  r'  bezeichnet.  Die 
Hauptpunkte  sind  H  und  H' ,  die  Flächenscheitel  K  und  K'  ge- 
nannt. Wegen  der  relativ  grofsen  Brennweite  sind  in  Fig.  83 — 87 
die  Brennpunktswerte  den  Linsen  übertrieben  nahe  gezeichnet. 


JL 


F' 


y. 


N  -  38 


r  -  to 


Fig.  80. 
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F' 


fuuAF 


Fig.  81. 


H 


ff' 


TULch  F' 


vi 


JV 


r  ^  /o 

/•'=  ex» 

e  =  o 


Flg.  8S. 


Eff' 


Fig.  83. 


F' 


F' 


ff 


ff' 


F 

-r« — 


V 

r  ^  Cd 
r'=-f6 

f'-SZ 


Fig.  84. 
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r' 


\ 


#^ 


»2 


r'-ft» 

e      o 

'•'S 

f.Jl 


Fi«.  85. 


In  den  Figuren  86  und  87  sind  als  Formen  VU  und  VUI  der 
positive  and  negative  Meniskus  dargestellt.  Für  diese  gelten  die 
Zahlen: 


Vn.  r  =  10 
r' 16 

e  =  — 2 

/•=48 


VIII.  r  =  20 
r'  =  —  16 

e  =  8 
e  =  —  6,4 

/•  =  —  192. 


/'/ 


Äff' 


Flg.  86 


ü 


ITH 


r 


positiver  Menisktis. 


^^^'  ®^-  negativer  Meniskus. 

101.  Besondere  Formen.  Wir  wollen  hier  noch  zwei  Linsenformen 
einer  kurzen  Betrachtung  unterwerfen. 

1.  Linsen  mit  Nullkrümmung.  Fig.  88.  Sie  sind  definiert 
durch  die  Beziehung  r  =  —  r'. 

In  diesem  Falle  wird  nach  den  Formeln  (A)  100: 

N d{n—\) 


e  = 


e  = 


/•= 


r 
n—1 


■  ^—  ,—   _ 


r 
n—1 


.V nr* 

'    "~  (n  -nL)Vi 


Besondere  Formen. 
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Solche  Linsen  sind  also  stets  positiv  und  für  d  =  0  wird  /'  =  oo, 
d.  h.  in  diesem  Falle  wirken  sie  wie  eine  planparallele  Platte.  (Vergl. 
ihre  Beziehung  zum  Petzvarschen  Theorem  179.  und  180.) 


JfTT' 


MM' 


■*-   nach.K' 


Fig.  88. 

Sei  z.  B.  w  =  %,  rf  =  2,  r  =  10,  so  wird  ^  =  —  20,  e  =  20, 
/•=300. 

Die  Figur  88  orientiert  über  die  Lage  der  Hauptpunkte. 

2.  Koncentrische  Linsen,  Haben  die  beiden  begrenzenden 
Kugelflächen  denselben  Mittelpunkt,  so  ist,  wenn  r  und  r'  beide  positiv 
sind,  die  Dicke 

Li  diesem  Falle  wird  N  =  d  und 


r 
r 


/•= 


nrr 


(n-l}(r  +  r') 


Die  beiden  Hauptpunkte  fallen  in  den  gemeinsamen  Mittelpunkt.    Die 
VoUkugel  bildet  ein  Beispiel  dafür.    Für  diese  letztere  ist  r  =  r'  und 


f=7, 


nr 


2  (w  —  1) 

Haben  dagegen  die  Flächen  denselben  Mittelpunkt,  aber  ihre  Radien 


—  nao^  F 


Fig.  89. 


entgegengesetzes  Vorzeichen,  so  ist  die  Dicke  jetzt  die  Differenz  der 
absoluten  Werte  der  Radien;  im  übrigen  gelten  die  obigen  Formeln, 
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Die  beiden  Hauptpunkte  fallen  in  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  M 
der  Flä<5hen  (Fig.  89). 

Sei  z.  B.  n==  %,    rf  =«  2,    r  ==  10,    r'  =  —  8,  so  wird 

N=2,    e=10,    e' 8,    /*=  — 120. 

102.  Annäherungsformeln  zur  Bestimmung  der  Eardinalpunkte. 
Ist  d  g^en  r  und  r'  so  klein^  dafs  man  höhere  Potenzen  von  d  ver- 
nachlässigen kann,  so  wird  nach  (A)  100 

11  1 


N        nr  +  nr'  — d(n— 1)        nr-\-nr'     \  ^  d{n—l) 

nr  -\-nr\ 

N        nr-^-nr'     \    "^  nr-\-nT') 

Bieraus  ergiebt  sich: 

f__  rr'  (.     .     d(n~l)\ 

/         (n_i)    (r  +  O    \     "^n(r  +  0/ 

und 

rd  ,  r  d 

e  =  ~, — ; — 7z  e  = 


Setzt  man  hierin  z.  B.  n  =  j  und  r  =  r',  betrachtet  also  eine  gleich- 
seitige bikonvexe  oder  bikonkave  Linse,  so  wird: 

d 

e  =  e  =3. 

Da  e  und  e'  von  den  Radien  unabhängig  sich  ergeben,  liegen  also  bei 
beiden  Linsenformen  die  Hauptpunkte  innerhalb  der  Linse. 

103.  Der  optische  Mittelpunkt  der  Linsen.  Während  alle  bis- 
herigen Betrachtungen  nur  für  paraxiale  Strahlen  Gültigkeit  haben, 
gilt  der  folgende  Satz  ganz  allgemein: 

Strahlen,  welche  unter  beliebiger  Neigung  eine  Linse  so  durch- 
dringen, dafs  sie  vor  ihrem  Eintritt  in  die  Linse  und  nach  ihrem 
Austritt  aus  derselben  einander  parallel  sind,  gehen  sämtlich  durch 
einen  festen  Punkt  der  Achse  —  den  optischen  Mittelpunkt.  Denn 
zieht  man  durch  die  Kugelmittelpunkte  31  und  M'  zwei  beliebige 
parallele  Radien  3IP  und  3rP'  und  schneidet  FP'  die  Achse  in  L, 
so  ist  (Fig.  90) 

LM=  r  —  LK 

LM'  =  r'  —  LK\ 
Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  LMP  und  SP'M'  folgt  ferner: 

JL""  ^^  —  ^^  —  L 

r  ^LK'  ~  LM'  ~  r' 


Kombination  zweier  dünnen  Linsen  u.  s.  w. 
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und  hieraus: 


LK 


LK' 


r 


Da  LK  +  LK'  =  d  d.  h.  gleich  der  Linsendicke  ist,  so  ist  also  die 
Lage  des  Punktes  L  nur  durch  diese  und  die  Radien  r  und  r'  be- 
stimmt   und    unabhängig   Yon    der    Neigung     der    ursprünglich    ge- 


3r 


Fig.  90. 

zogenen  Radien  MP  und  M'F'.  Fafst  man  nun  PP'  als  einen  die 
Linse  durchdringenden  Lichtstrahl  auf,  so  müssen  die  Richtungen  des- 
selben vor  dem  Eintritt  und  nach  dem  Austritt  einander  parallel  sein 
wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  ^  MPP'  und  ^  M'P'P, 

104.  Kombination  zweier  dünnen  Linsen,  die  sich  in  einem  gegebenen 
Abstände  von  einander  befinden.    In  Fig.  91  seien  bei  S  und  S^  die 


K 


F 


'S      r 


Fl 


S, 


K' 


F\ 


Flg.  91. 


beiden  Linsen  mit  den  Brennweiten  f=SF=SF'  und  fi  =  SiF^  =  S^F^ 
auf  einer  Achse  centriert.     Setzt  man  noch  F'F^  =  ^,  so  kann  man 
sofort  die  Formeln  des  §  91   anwenden  und  erhält  zur  Bestimmung 
der  Lage  der  Kombinationsbrennpunkte  K'  und  K: 


kf;  =  ^ 


und 


(1)  -^ .     ^ 

während  sich  für  die  Brennweite  ergiebt 
(2)  V 


^^=s, 
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Setzt  man  die  Entfernung  der  beiden  Linsen  SS^  =  e  so,  ist: 

und  es  wird: 


t  = 


oder  auch: 

(3)  A  =  _i_  _  1  _  1  . 

^^  ^       ffi        f       A 

Sind  z.  B.  /*  und  f\  positive  Gröfsen,  so  ergiebt  sich  ij)  positiv, 
so  lange  als  ß  >  /'  +  /i  ^^^^  ^  >  0  ist.  Dies  sagt  aus,  dafs  das  von 
einem  unendlich  fernen  Objekte  entworfene  Bild  aufrecht  ist.  Bei 
den  häufigsten  Anwendungen  der  Kombination  zweier  Linsen  ist  je- 
doch f  ^  fi<e  d.  h.  /I  negativ.  Formel  (3)  würde  für  diesen  Fall 
einen  negativen  Wert  ergeben.  Wollen  wir  also  mit  unserer  früheren 
Bezeichnungsweise  in  Übereinstimmung  bleiben,  dafs  ein  System, 
welches  von  einem  entfernten  Objekt  ein  umgekehrtes  Bild  entwirft 
(wie  z.  B.  eine  einfache  Sammellinse),  eine  positive  Brennweite  hat, 
so  müssen  wir  das  Vorzeichen  von  ^  umkehren  und  erhalten: 

Ist  f  =  0,  treten  die  beiden  Linsen  in  „Kontakt^^,  so  wird 

^  f^  fx 

In  diesem  Falle  ist  also  die  reciproke  Brennweite  der  Kombination 
gleich  der  Summe  der  reciproken  Brennweiten  der  Einzelsysteme. 

Ist  in  (4)  ^' =  cx),  so  wird  e  =  f -\- fi  und  man  nennt  das 
System  teleskopisch.  In  diesem  Falle  koincidieren  die  Brennpunkte 
F'  imd  jF\;  ein  unendlich  fernes  Objekt  entwirft  auch  ein  unendlich 
fernes  Bild.     Dieser  Fall  ist  im  Femrohr  realisiert. 

105.  Mehrere  Linsen.  Nach  94.  gilt  für  eine  einzelne  dünne 
Linse  die  Gleichung 


wofür  wir  jetzt 


a  ^  a  f 

a^  h         f 


schreiben  wollen. 

Stellen  wir  nun,  analog  wie  in  76.,  diese  Gleichungen  für 
mehrere  Linsen  auf,  die  wir  durch  Indices  von  einander  unterscheiden, 
80  erhalten  wir  folgendes  Gleichungssystem,  wenn  die  Entfernungen 
der  Linsen  von  einander  durch  e  bezeichnet  werden: 


Fall,  dafs  die  Linsen  in  Kontakt  sind. 


109 


(5) 


a. 


6. 

+  1.- 


1 

fi 


\a 


'  +  - 

I      7» 


1 


h  +  ««  =  ^1 

^2  +  ^8  =  ^8 


*x-l  +  ö^x  =  «x-1- 


Auf  dieses  System  kann  man  ganz  analoge  Schlufsweisen  an- 
wenden, wie  wir  dies  in  den  §  76 — 79  und  §  90  gethan  haben;  ins- 
besondere kann  man,  wenn  die  Gröfsen  f  und  e  gegeben  sind,  für  ein 
bestimmmtes  a^  durch  successiye  Substitution  der  letzten  Schnittweiten 
6,  ermitteln. 

106.  Fall,  dafs  die  Linsen  in  Eontakt  sind.  Man  sagt,  dafs  sämt- 
liche Linsen  in  Kontakt  sind,  wenn  sämtliche  Gröfsen  e  der  Null 
gleich  sind.     Dann  ist  also: 

^  =  —  ?8 

ftj  =  —  «8 

K-i  =  —  «X- 
Addiert  man  jetzt  das  erste  öleichungssystem  (5)  und  berücksichtigt 
die  letzten  Gleichungen,  so  wird 


;^+f=-;  +  ;+-+ 


a 


^.  ^  /;  ^   ^  4     ^  f    t 

Das  System  verhält  sich  also  wie  eine  unendlich  dünne  Linse,  deren 
reciproke  Brennweite    .  =    >^  >.  ist. 


V» 


^   f 


Neuntes  Kapitel. 
Theorie  der  Aberrationen  erster  Ordnung. 

107.  Bezeiclinungen.  Ähnlich  wie  in  Fig.  65  sei  in  Fig.  92 
Sj/SjÄj ...  ein  System  brechender  Flächen  mit  den  Medien  von  den 
Brechungsexponenten  n^n^n^  n.  s.  w.  Pj  sei  ein  Punkt  im  ersten  Me- 
dium,  von  dem  successive  die  Bilder  P^P^  u. s.w.  entworfen  werden. 
Als  NormalfaU  nehmen  wir  hier  wieder  an^  dafs  alle  Flachen  ihre 
konvexen  Seiten  gegen  das  einfallende  Licht  wenden  und  ihre  Ent- 
fernungen von  einander  so  grofs  seien,  dafs  die  reellen  Bilder  je 
zwischen  zwei  aufeinander  folgende  Flächen  fallen.  Nun  werde  ein 
von  Pi  ausgehender  Strahl  verfolgt,  der  unter  dem  „endlichen"  Winkel 
1*1  zur  Achse  ausfährt.  Derselbe  gehört  nicht  mehr  dem  System  par- 
axialer    Strahlen    an    und    wird    nach    der    ersten,    zweiten   u.  s.  w. 


'^j 


Fig.  98. 


Brechung  nicht  durch  die  Bildpunkte  PgPjP^^u.  s.  w.  gehen,  sondern 
die  Achse  (vorher)  in  den  Punkten  Q^Qf^Q^  u.  s.  w.  schneiden.  Die 
Gröfsen  Q^P^j  Qs^i  ^-  s.  w.  nennt  man  die  sphärische  Aberration  oder 
auch  Längenabweichung.  Jede  neue  hinzukommende  Fläche  vergröfsert 
resp.  verändert  diesen  Betrag,  der  wesentlich  von  dem  Winkel  u  ab- 
hängt und  verschwindet  wenn  u  so  klein  ist,  dafs  man  sinu  und  igu 
mit  den  Bögen  vertauschen  kann.  Während  die  Entfernungen  der 
Bildpunkte  von  den  folgenden  Flächen  gemäfs  Fig.  92  mit  den  Buch- 
staben a^a^a^.,,  und  von  den  vorangehenden  mit  b^b^b^^  bezeichnet  werden, 
sollen  die  entsprechenden  Gröfsen  für  den  Strahl  PiK^Q^JK^Q^K^  . . . 
mit  den  grofsen  Buchstaben  A  und  B  bezeichnet  werden,  so  dafs 
man  hat: 


Optische  Invariante. 
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Q,S,  =  A, 
^aös  =  ^2 

^8^8  =  ^8 

u.  s.  w. 

In  Fig.  93  ist  eine  brechende  Fläche  dargestellt;  QKQ'  sei  ein 
Randstrahl,  der  yor  und  nach  der  Brechung  mit  der  Achse  die 
Winkel  u  und  u   bildet.     Einfalls-   und  Brechungswinkel  werden  mit 


Flg.  98. 

a  und  ßj  Kugelmittelpunkt  mit  M  bezeichnet.  Die  Bildpunkte  P  und 
P'  sollen  mit  sphärischer  Aberration  behaftet  sein^  so  dafs  der  Band- 
strahl von  Q  ausfährt  und  nach  Q'  hinzielt.     Wir  setzen  gemäfs  den 

früheren  Bezeichnungen: 

QS  =  A 

PS  =  a 

QfS  =  B 

FS  =  6. 

Femer  sei  noch  QK=A'  und  Q'K^'B',  KM=SM=r  und 
^  KMS  =  <p. 

Für  die  Aberration  setzen  wir: 

QP  =  A—a  =  Ja 

Q'P'  =b  —B  =  ^b. 

108.  Optische  Invariante.    Beim  Übergang  aus  einem  Medium  ins 

andere  gilt  bekanntlich 

wsina  =  w' sin/3 
oder  auch: 

,^^  nsino:  n'sin/J j 

^  ^  sin  9  sin-^  ' 

YTO  ^il^  =  18(y>  —  9  =  ^  KMQ'iat 

Die  Gröfse  e7,  welche  beim  Übergang  aus  einem  Medium  ins 
andere  unverändert  bleibt,  nennen  wir  nach  einer  von  Abbe  einge- 
führten Bezeichnung  optis(5he  Invariante. 


(4)  ^  =  1  +  (^/+if   -  -l-±-.  cos 9 
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Nun  ist  aus  Fig.  93 

/o\  ^  ""  öf        {A  +  r)n        j         ,  sin  ß         (A  —  r) n 

femer  hat  man  aus  dem  Dreieck  QKM  nach  dem  Cosinussatz: 

A'^  ^  {A  +  ry  +  r^  —  2  {A  +  r)rco8(p 
oder  wegen  (3): 

(^+;)1^'  =  (^  +  rf  +  r^  —  2{Ä  +  r)rcos9 

oder: 

2r 

und  wenn  man  berücksichtigt,   dafs  ^  =  180**  —  tp   ist,  erhält  man 
analog  aus  dem  Dreieck  Q'KMx 

(5)  ';;  =  1  +  (_^  ^)*  +  ^2_;;  ^  cos  9. 

Die  Gleichuiigen  (4)  und  (5)  geben  nach  Elimination  von  J  für  ein 
gegebenes  q>  eine  Beziehung  zwischen  den  Schnittweiten  A  und  B. 
Für  tp  =  0  d.  h.  für  paraxiale  Strahlen  erhält  man: 

n  ^  r      o 

und  durch  Elimination  yon  Jq  die  bekannte  Beziehung 

n    .     n'        n  —  n 


a     '     6  r 

109.  Aberration  einer  Eugelfläche.    Die  Gleichungen  (4)  und  (5) 
dienen  auch  dazu,  die  Aberrationen 

A  —  a  =  jda 
und 

b  —  B  =  Jb 

nach  Potenzen  von  qp  zu  entwickeln.  Da  nämlich  die  Aberrationen 
unverändert  bleiben  müssen,  wenn  man  y  in  —  qp  verwandelt,  so  mufs 
man  setzen  können 

A  —  a  =  k(p^  +  A4 9*  +  Ag  9®  . .  . 
und 

B  -b  =  iiip^  +  li^q>^  +  ii^q)^. 

Setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werte  für  A  und  B  in  (4)  und  (5)  ein, 
und  für  cosy  die  bekannte  Reihenentwicklung,  so  mufs  sich  schliefs- 
lich  aus  (4)  die  Gröfse  J^  als  eine  Potenzreihe  von  qp  darstellen 
lassen,  deren  Koefficienten  aufser  den  Gröfsen  A  nur  von  n  und  r  ab- 
hängen. Analog  mufs  (5)  eine  Potenzreihe  von  qp  geben,  deren  Ko- 
efficienten nur  die  Gröfsen  ft  im  Zusammenhange  mit  n'  und  r  ent- 
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halten.  Setzt  man  dann  diese  beiden  Werte  von  J^  einander  gleich^ 
so  liefern  die  Koefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  qp,  wenn  man 
sie  gleich  setzt,  eine  Reihe  von  Beziehungen  zwischen  den  Gröfsen  A 
und  |x.  Aus  diesen  Beziehungen  kann  man  die  Gröfsen  |L(  berechnen, 
wenn  die  Aberrationen  des  einfallenden  Strahles  bekannt  sind,  und 
dann  die  Aberration  des  gebrochenen  Strahls  bestimmen. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  setzen,  dafs  schon  die  vierten  Potenzen 
von  q>  zu  vernachlässigen  sind,  d.  h.  wir  beschränken  uns  hier  auf  die 
Darstellungen  der  Aberrationen  erster  Ordnung,  dann  ist,  wenn 
man  der  Symmetrie  wegen  /x  durch  A'  ersetzt 

^a  =  A  —  a  =  Ay^ 

Dann  wird  noch  in  Gleichung  (4)  cos  tp  =  \  —  --  gesetzt. 
Zunächst  ist  nun: 


r  r  r 


(l-«t-7  9'^) 


A-\-r        a-f-r+iy*        a-\-r        _,         l         ^         a  +  r 

'     a  +  r 

VI  +  r)  (a  +  r)*  \  «  +  r  ^  /  ' 

SO  dafs  (4)  wird: 

.     ,         r*      __  _2r_     12/    ^''^     j ^'_ 2r*X  \    • 

=  /i__''_y+^«,2 /£.  2«'i  .1.  « \ 

w* ^*     i         2     /2      w'X    ,1      n\ 

j^  ~  «7o«  '+"-*''^  *  w '  ^0'  "^  a  •  ;^j ' 

1    1,         ,/2nZ,l        1\ 

Analog  erhält  man  aus  (5): 

Durch  Vergleich  der  Koefficienten  wird: 

Ist  die  Gröfse  l  fQr  den  einfallenden  Strahl  bekannt,  so  kann  man  hier- 
aus A'  berechnen,  und  aus  (7)  folgt  dann  die  Aberration  b  —  li=  — A'^j^ 

Gleichen,  optische  Abbildungslehre.  8 
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HO.  Aberration  einer  Eugelfläche,  wenn  der  einfallende  Strahl 
aberrationsfrei  ist.  In  diesem  Falle  ist  in  (8)  X  =  0  zu  setzen; 
aufserdem  wollen  wir  für  n  die  Einheit  und  für  n  die  Gröfse  n  setzen, 
so  dafs  also  das  Brechungsgesetz  heifst  sino;  =  nsin/3.     Dann  wird: 

also:  B~b  =  A>*  =  —  ^[~''  •  (-  +  A)  9>'- 

Weil  bei  der  angenommenen  Art  der  Brechung  h^  B  ist,  erscheint 
B  —  &  n^ativ.  Fällt  man  in  Fig.  93  noch  das  Lot  von  K  auf  die 
Achse  und  bezeichnet  es  mit  A,  so  ist 

sing?«  =  7?, 
also  auch:  y*=  — s^,  wonach  man  schreiben  kann: 


B-h ^.(l  +  i-JiS 


WO 

j         a-\-r « (6  —  r) 

^0  —  -^  —        ft— 

ist. 

Den  Ausdruck  für  B  —  b  kann  man  in  verschiedenen  Formen 

schreiben.    Eliminiert  man  z.  B.  Jq,  so  wird: 

111.  Aberration  einer  dünnen  Linse.  Wenden  wir  die  Gleichung  (8) 
jetzt  »auf  zwei  auf  einander  folgende  Flächen  an,  die  wir  durch  die 
Indices  1  und  2  kennzeichnen,  lassen  den  Index  0  bei  der  Gröfse  J 
weg,  da  eine  Verwechslung  nicht  mehr  möglich  ist,  so  erhalten  wir: 

(10)  "***'       ^**^'  "^'^    ^^'^  ~  K'  )      ^^ 

WO  M^Wg^s  di®  Brechungsexponenten   der  drei  in  Frage   kommenden 
Medien  sind. 

Das  einfallende  Bündel  wollen  wir  als  aberrationsfrei  annehmen, 
dann  ist  zunächst  k^  =0;  femer  ist: 

B^  —  \  =  A/9,2  ^  ^^    1 

'i 

h  * 

(11)  A^  —  a^=  ^^(p^^  =  Aj  -% 

und  nach  Fig.  (92) 

Q,P,=.A,-a,^b,^B,=-(B,-  b,) 
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also: 

(IIa)  V^^  =  -'!,*%• 

Femer  ist  nach  Fig.  (92)  hinreichend  genau 

oder,  wenn  man  die  Entfernung  rf^   der  beiden  brechenden  Flächen 
verschwindend  klein  setzt: 

K  =  —  hf 

wodurch  die  Gleichung  (Ha)  wird: 

r  * 

Gleichung  (10)  wird  nun: 

Eliminiert  man  hieraus  die  Gröfse  Aj,  berücksichtigt,  dafs  Ä^*  =  ä^* 
und  Aj'  =  (i?2  —  ^a)  ^  ist,  so  erhält  man  für  die  Aberration  b^  —  B^i 

(12)  b^  1  B,  =  l-h,n,^{p^  +  ?^^l), 

wobei  noch  der  Brechungsexponent  des  ersten  imd  dritten  Mediums 
gleich  der  Einheit  gesetzt  ist  und  wegen  der  geringen  Dicke  der 
Linse  fcj  =  —  a^  angenommen  ist.  Femer  werde  n^  durch  n  ersetzt. 
Da  wir  augenblicklich  unsere  Betrachtungen  nicht  auf  ein  System 
ausdehnen  wollen,  wird  es  sich  empfehlen,  andere  Bezeichnungen  ein- 
zufahren. Wir  setzen  a^  =  a,  b^  =  b,  Jj  =  —  a^  =  x,  B^  =  B,  so 
dafs  also  die  bekannte  Formel  für  Paraxialstrahlen  wird: 

i  +  '_(„-i).(^._;j. 

Dann  wird  nach  (10): 

^*  a    '    MX 

ft  =  — ;^  +  v 

Femer  ist: 

j,  =  «+'■■ 

^  a 

T  _  ^  -  ^'« 

*^2  —  —l— 

und  Formel  (12)  wird: 

(13)  ^^-i-B-  i  V*'-  [(1+f.)  (;+:)'+  (;-;.)  c-m- 

8* 
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Setzt   man  z.  B.  n  =  %,  r^  =  2,  rg  =  3,  betrachtet  also  einen 
Meniskus   mit   positivem  Charakter,  und  nimmt  a  =  20,  so  ergiebt 

15 

sich  leicht   x  =  — ,  6  =  30  und  man  erhält  für  die  Aberration  z/6 

den  Wert  ^6  =  -3yV- 

Für  die  unendlich  dünne  Linse  bestehen  bekanntlich  die  beiden 
Gleichungen 

\     .     n         n  —  1            1       71         1          n  —  1 
_j_    .  = 1111(1  —       = 

a     '     X  /j  %  b  /"j 

Hieraus  folgt  leicht: 

.1    +    1    =__"_.(!    +i) 
a     '     /\  n  —  1      \  a     '     X  / 


(13a)  und 


1  1  n 

r,  b         n  —  1 


Dann  kann  man  (13)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(>'')^"-;^';;--K+:)-a+:)'+(i-;)-a-:n. 

ein  Ausdruck,  der  die  Radien  r^  und  r^  nicht  mehr  enhält. 

112.  Fall,  dass  die  Aberration  einer  dünnen  Linse  verschwindet. 
1.  ^h  wird  gleich  Null,  wenn  h  =  —  a  wird,  w^ie  man  sofort  durch 
Betrachtung  von  (14)  erkennt.  Gleichung  (13  a)  zeigt  in  diesem  Falle, 
dafs  dann  r^  =  r^  sein  mufs.  Die  beiden  Flächen  sind  also  in  diesem 
Falle  parallel,  die  Linse  hat  Null-Krümmung,  die  Brennweite  f  ist 
unendlich  grofs.  Ein  praktisch  optisches  Interesse  hat  also  dieser 
Fall  nicht. 

2.  Durch  Absonderung  des  Faktors       +  r  =  /•   läfst   sich,    wie 

dies  Euler  in  seiner  Dioptrik  wohl  zuerst  gethan,  der  Ausdruck  (14) 
in  die  Form  bringen: 

(15)      _jL^i*_  r  / ^ ^ u  ^\ "" ü /- ^\  -i~  üJ" ^1 

1 2 {n  —  lY f  {y^w-     '(Ti)^  bv         H     \b      «;  '  "^•'  J  ' 

Für  ein  unendlich  fernes  Objekt  {a  =  oo)  wird  hieraus 

Um  zu  untersuchen,  für  welche  Werte  von  a  resp.  h  ^h  verschwindet, 
mufs  man  die  eckige  Klammer  in   (L5)  gleich  Null  setzen  und  die 

erhaltene  Gleichung  nach      auflösen^). 

Man  erhält: 

X         2w  +  4\fe  «>/  ^  r   4(/i+2)-U  a)         w  +  2\«*        ab~^  b-J  ' 

1)  Siehe  Klügel:  Analytische  Dioptrik,  S.  68. 


cy + y  © + 1 = ö  '^-  ^-  --^«-  --P^  ""'^ 
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Die  Gröfse  unter  dem  Wurzelzeichen  läfst  sich  umformen  in: 

•_    (4/?  — 1)      /l      I      1\   _    *_^*  +  2         1 
4(w  +  2}*  '  W  "^  &V   ~  4(w +>*  ■  a-  6  ' 

Damit  also  Ic  reell  wird,  mufs  diese  Gröfse  positiv  sein;  haben  a  und 
b  dasselbe  Vorzeichen,  liegen  also  Objekt  und  Bild  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Linse,  so  ist  der  letztere  Ausdruck  immer  negativ,  eine 
Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  ist  also  unmöglich.  Hiermit 
fällt  aber  gerade  der  praktisch  wichtigste  Fall  weg,  nämlich  der,  dafs 
die  Linse  von  einem  Objekt  ein  reelles  Bild  entwirft.  Klügel  stellt 
am  angegebenen  Orte  die  Bedingung  dafür  auf,  dafs  der  obige  Wurzel- 
ausdruck positiv  ist.     Für  n  =  %  findet  man  das  Resultat,  dafs  der 

Quotient       zwischen  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

—  11  — 1/21 
lö 

fällt.  In  diesem  Falle,  von  dem  die  praktische  Optik  kaum  profitieren 
dürfte,  verschwindet  die  Aberration. 

113.  Fall  der  kleinsten  Aberration.    Ist  von  einer  dünnen  Linse 
7?,  a  und  b  gegeben,    so  ist   auch   die  Brennweite  nach  der  Formel 

-\-  i  =       bestimmt.     Die  Radien  sind  jedoch    damit   noch   nicht 

festgelegt,  da  ja    .  =  (w  —  1)  ( )  ist.    Man  kann  nun  z.  B.  sich 

die  Frage  stellen,  denjenigen  Wert  von  r^  zu  finden,  für  den  die 
Aberration  ein  Minimum  ist^  da  wir  ja  gesehen  haben,  dafs  diese 
Gröfse  (die  Aberration)  allgemein  nicht  der  Null  gleich  gemacht 
werden  kann.  Ist  /-j  auf  diese  Weise  bestimmt,  dann  ergiebt  sich  r^ 
aus  der  letzten  Gleichung.  Hierbei  wird  also  ^b  gewissermafsen  als 
die  Funktion  und  r^  als  unabhängige  Variable  aufgefafst;  man  kann 
jedoch  anstatt  eines  Radius  auch  die  Gröfse  x  als  Variable  auffassen 
und  den  Wert  von  x  suchen,  der  ^b  zu  einem  Minimum  macht.  Im 
Ausdruck  (15)  für  ^&  enthält  nur  das  zweite  Glied  in  der  eckigen 
Klammer  die  Gröfse  x,  alle  übrigen  Gröfsen  sind  als  konstant  zu  be- 
trachten. Differentiiert  man  ^b  nach  x,  und  setzt  das  DiflFerential  von 
^b  gleich  Null,  so  erhält  man: 

^^^^)  x~2(«+2)*U  «/ 

und  wenn  man  diesen  Wert  in  (15)  einsetzt,  ergiebt  sich  für  die 
kleinste  Aberration  nach  einigen  Umformungen: 

(^Ibj  (z/Oj,„  —  g^-^^  _-  j^,  ^^^  +  2)  /'  *  \P    '    (4 w.  -  1)  a  .  &/  * 

Für  a  =  00,  also  für  b  =  f  wird  dieses  Minimum: 

n(4«  — 1)Ä,« 


(17)  (z//-) 


in 


8(«-l)'(n  +  2;./' 
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Für  n  =  %  ergiebt  sich  hieraus  77  4-  ?  f^  n  =  2  (Diamant)  —  y-  • 

Mit  steigendem  Brechnngsexponenten  wird  also  die  Minimalaberration 
schnell  geringer. 

Setzt  man  den  Ausdruck  för  -    aus  (14a)y  der  einem  Minimum 

der  Aberration  entspricht ^  in  die  Formeln  (13  a)  ein^  so  ist  man  in 
der  Lage^  die  Radien  zu  finden.  Man  erhält  nach  einigen  Um- 
formungen: 

r,  7t(2n  -{-  l)b  —  {2n^  —  n  —  A)a 

r,  «\2»+  l)a  — (2n»—  n  —  AJb 

und  für  a  =  (x> 

r,  4  +  n—  2n* 

r,  n(2n+  1)    ' 

Für  n  =  %  folgt  daraus 

r,  6 

Für  ein  unendlich  fernes  Objekt  hat  also  die  bikonvexe  Linse  vom 
Brechungsexponenten  n  =  %  die  kleinste  Aberration,  deren  vorderer 
zum  hinteren  Radius  sich  wie  1  :  6  verhält;  ihre  Aberration  ist,  wie 

Iß  h  ' 

schon  oben  berechnet,  jj-y--     Berechnet  man  nach   (13a)  und  (17) 

dieselbe  Grofse  fär  die  gleichseitige  bikonvexe  Linse,  so  findet  man 

3  ^y '  ^^  ^^^^  ^^^^  diese  beiden  hier  in  Frage  kommenden  Aber- 
rationen verhalten  wie  9 :  14. 

114.  Eulers  Darstellung  der  Aberration.  Der  Zweck  der  Dar- 
stellung der  Aberrationen  ist  schliefslich  der,  aberrationsfreie  Linsen- 
systeme zu  berechnen.  Die  Rechnung  wird  wegen  der  mannigfaltigen 
Beziehungen  ziemlich  verwickelt.  Zur  Lösung  der  gestellten  Auf- 
gabe ist  die  Eulersche  Methode  besonders  geschickt  und  wir  wollen 
ue  hier  in  Kürze  darstellen. 

Sind  von  einer  dünnen  Linse  a,  6,  n  und  f  gegeben,  so  sind  die 

Radien  nur  an  die  Oleichung  j  =(n  —  1)  (- )  gebunden.  Lasse 

ich  r^  die  verschiedensten  Werte  annehmen,  so  ist  durch  die  letzte 
Gleichung  auch  r^  und  damit  die  Linse  selbst  bestimmt.  Je  nach  dem 
angenommenen  Werte  von  r^  giebt  es  also  unendlich  viele  Linsenformeu, 
die  den  obigen  Bedingungen  genügen.  An  Stelle  von  r^  könnte  ich 
auch  als  Veränderliche  die  Gröfse  x,  die  Schnittweite  nach  der  ersten 
Brechung  gemäfs  (13a)  annehmen,  indem  alsdann  die  Radien  wieder 
von  der  Gröfse  x  abhängen.  Jede  dieser  unendlich  vielen  möglichen 
Linsenformen  hat  eine  bestimmte  Aberration  ^b,  die  wir  oben  unter 
(13)  und  (15)  dargestellt  haben.  Die  kleinste  Aberration,  die  bei  ge- 
gebenem a,  &,  w,  f  eintreten  kann,  ist  durch  (16)  gegeben.  Die  Form 
dieses  Ausdrucks  benutzt  nun  Euler,  um  eine  neue  Veränderliche  L 
einzuführen,  welche  die  eben  angedeutete  Rolle  des  r^  oder  x  spielen 
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soll,  von  der  also  die  Gröfsen  r^,  r^,  x  abhängig  gemacht  werden 
müssen.     In  dem  zweiten  Faktor  (der  Klammer)   des  Ausdrucks  (16) 

kommt  die  Gröfse  y,  vor;  hierfür  setzt  Euler  y^,  wo  L  die  neue  un- 
abhängige Variable  ist  und  nimmt  allgemein  für  die  Form  einer  be- 
liebigen Aberration: 

\^ioj  ^u  —  ^^^  j^l^,  ^^^  ^  2)  /•  *  V/-«    '    (4  w  -  1)  a  •  6>/  * 

Wie  glücklich  diese  Form  gewählt  ist,  erkennt  man,  wenn  man  die 
Gleichungen  (15)  und  (18),  welche  ja  beide  z/6  darstellen,  einander 

gleich  setzt  und  aus   der  erhaltenen  neuen   Gleichung   die  Gröfse 
bestimmt. 

Man  erhält,  nach  mehreren  Umformungen  allerdings^): 


1  2n+l     /l  1\     .    y(4w  — 1)(I/— 1)     1 

"x  ~  2(n  +  2)  '  \b         ä;  —  2  (n  +  2)  '  f' 

Mittels  dieses  Wertes  für  —  ergeben  sich  dann  aus  (13  a)  die  Radien 
ausgedrückt  durch  L.     Man  erhält: 

2  (n  —  1)  (w  +  2) 4  +  n  —  2  n*    ,    n  (2w-f  1)    ,     nyifn^'lfiL—'l) 

~~~   r]  a  "i  r~'  ±  f 


Zur  Abkürzung  werde  nun  gesetzt: 

n  (4  n  —  1) 
8(w— l)«(n+2)  ""  ^' 

4  (n  —  lY 
4  n  —  1  ' 

^  ^  ^^  2  (n  -  1)  (w  +  2)  ~  ^  ^ 

n(2n+l)        _ 
2(n  — i)(n  +  2)         °' 


n  1/  4  n  —  1 


2(n— l)(n+2) 

Mittels  dieser  Bezeichnungen  erhält  man  die  wichtigen  Formeln: 


(20) 


Yl-  1 


1   Q  j^  ö  -—r  yiT—  1 


r,         0     '    a 


1)  Siehe:  Kliigel,  Analytische  Dioptrik,  S.  73  u.  f. 
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Ist  z.B.  die  Linse  gleichseitig  bikonvex  und  a  gleich  oo,  so  giebt 
(20)  sofort,  indem  man  b  =  f  und  7\  =  —  r^  setzt, 

2(n^—l) 


yi_i=''-<? 


für  n  =  '    ist  L  =  -7-  • 

115.  Längenabweichung  durch  zwei  dünne  Linsen.  Auf  der  op- 
tischen Achse  PP3  seien  bei  S^^  und  S^  zwei  Linsen  centriert.  Der 
aberrationsfreie  Objektpunkt  P  erzeuge  mittels  Paraxialstrahlen  die 
Bildpunkte  I\  und  Pg,  während  die  Randstrahlen  die  Achse  in  Q^ 
und  (2g  treflfen  (Fig.  94). 

Dann  ist  zunächst  P2Q2  =  Tt^h^^h^^  (nach  20),  wenn  wir  alle  auf 


h. 


fl       ^^ 


Fig.  94. 

die  erste  Linse  bezüglichen  Stücke  mit  dem  Lidex  1,  die  auf  die 
zweite  Linse  bezüglichen  mit  dem  Index  2  versehen.  Wäre  Q^  ein 
aberrationsfreier  Punkt,  dann  könnte  man  die  Gesamtaberration  durch 
beide  Linsen  Ö3P3  sofort  nach  einer  der  Formel  (20^)  analogen  Formel 
hinschreiben.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall  und  man  mufs  daher 
eine  weitere  Betrachtung  anstellen. 

Es  sei  N  das  Bild  von  Q^  mittels  Paraxialstrahlen,  imd  ich 
will  zunächst  das  Stück  NF^  berechnen.    Es  ist  für  die  zweite  Linse 

i-  +  i-  =  -L. 

«s  h  fi 

Lasse  ich  a^  und  h^  sich  ein  wenig  ändern  und  nenne  diese  Änder- 
ungen für  den  Augenblick  da^  und  d&g,  so  ist 


dh. 


0, 


da^  ist  hier  das  Stück  Q^P^,  das  ich  auch  durch  — z/ft,  d.  h.  durch 
die  Aberration  der  ersten  Linse,  also  durch  — PJ)^h^^  ersetzen  kann; 
z/feg  ist  das  Stück  JVPg,  so  dafs  man  hat: 


(21)  NP,  =  -^,BA'K\ 

Um  nun  das  Stück  Q^N  zu  finden,  berechne  ich  die  Aberration,  die 
die  von  Q^  ausgehenden  Randstrahlen  durch  die  zweite  Linse  erleiden, 
indem  ich  Q^  als  einen  aberrationsfreien  Punkt  betrachte.  Diese 
Annahme  ist  hier  berechtigt,  da  ja  N  das  Bild  von  Q^  mittels  Paraxial- 
strahlen ist;  ich  kann  also  nach  Formel  (20)  direkt  hinschreiben 
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(22)  Q,N  =  B^i,'h,\ 

indem,  wie  schon  erwähnt,  die  Indices  2  auf  die  Bestimmungsstücke 
der  zweiten  Linse  hinweisen.  Allerdings  haben  ja  die  Punkte  Q^  und 
^3  in  Wahrheit  nicht  die  Entfernungen  a^  und  b^  von  dem  Mittel- 
punkte Sg  der  zweiten  Linse,  sondern  die  Entfernungen  A^  und  J?j, 
indem  wir  uns  einer  früheren  Bezeichnung  anschliefsen.  Aber  diese 
Gröfsen  A^  und  B^  sind  von  den  Gröfsen  a^  und  b^  nur  um  Zusatz- 
gröfsen  verschieden,  die  von  der  Ordnung  der  Aberrationen  selbst 
sind,  so  dafs  sie  in  die  Formel  (20)  eingesetzt  nur  Änderungen  er- 
zeugen würden,  die  mit  höheren  Potenzen  von  Ä^  ^'^  ^®^  zweiten 
multipliziert  erscheinen. 

Durch  Addition  von  (21)  und  (22)  erhalten  wir  die  durch  beide 
Linsen  erzeugte  Gesamtaberration  Q^P^  gleich 

(23)  Jb^  =  ^SiJi^i^Ai^  +  iijVV- 

Nun  ist  weiter  aus  der  Figur  ir  =  f?^f  ^^  i^^  wieder  aus  dem  schon 

angeführten  Grunde  die  Gröfsen  A^  und  B^  durch  a^  und  b^  ersetzen 
kann,  so  dafs  man  hat: 

h  =  i\  \  • 
Danach  wird  (23) 

(24)  z/fr,  =  b,%' .  (";',  R,  +  ;;!  R,)  . 

116.  Längenabweichnng  für  drei  nnd  mehrere  dünne  Linsen.  Nach 
einer  der  obigen  ganz  analogen  Betrachtungsweise  erhält  man: 

^h  =  h^K^  C\w  ^^  +  V  V  ^  +  V V  ^)  ■ 

Längenabweichung  für  vier  Linsen: 

.,    ,21,  a/fri^^f'frs*    p    _i     «8*^J*fra'    p    _i_  ««"«s'frs*  p    _|_Ö2*«s'^4*  J>\ 

Um  in  diesem  Ausdruck  das  Gesetz  des  Fortschreitens  der  Glieder  besser 
erkennen  zu  können,  wollen  wir  aus  der  Klammer  den  Ausdruck 

herausnehmen  und  erhalten: 

(25)       ^b,-       «;,«^.,,^«--    (^i^i+ft^4    ^2    +    ^,^4,-4-/^3    +    i,^4ft^4ft^4    i^4J, 

wodurch    das  Bildungsgesetz    für    beliebig    viele   Linsen   vollständig 
erhellt. 

Die  Gröfsen  R  sind  nach  (20)  zu  bilden.     Man  hat 
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(26) 


u.  s.  w., 


während  die  Qröfsen  o^  fc^  6f  Xj  q,  die  auch  zur  Bestimmung  der  Linsen- 
radien dienen^  nach  (19)  gebildet  werden  müssen. 

Wir   wollen    hier    nach    den   yoUsföndigen    Ausdruck    für   zwei 
Linsen  hinschreiben.     Es  ist: 

(27)  ^..  -  V*.'  Ct-  ff  it-  +  Ä)  +  °t-  "  (?•  +  *))  • 
Ist  die  Entfernung   der  beiden  Linsen   zu   vernachlässigen,  so   wird 
ftj  =  —  ctg  imd  nimmt  man  noch  «^  =  00,  also  b^  =  /"^  und  verlangt, 
dafs  die  Kombination  aberrationsfrei,  also  ^b^  =  0  sei,  so  erhält  man 
die  Bedingung  aus  (27) 


o=.«,A+^>,  (!,;:;.-"•/•) 


117.  Seitenabweichung  und  kleinster  Zerstreuungskreis.  Tn  Fig.  95 
sei  auf  der  Achse  PP'  eine  dünne  Linse  bei  S  centriert,  P  sei  ein 
aberrationsfreier  Objektpunkt,  dessen  Bild  mittels  Paraxialstrahlen  P' 


Fig.  95. 

sei.  Der  Randstrahl  PM  schneide  nach  der  Brechung  die  Achse  in 
Q\  so  dafs  also  P'Q'  die  herrschende  Aberration 

P'Q'=^b  =  b^Rh^ 

ist,  wenn  wir  PS^^a,  P'S=b,  MS  =  h  setzen.  R  ist  hierbei  der  be- 
kannte Koefficient  der  Aberration.  Errichten  wir  in  P'  ein  Lot,  welches 
die  verlängerte  3IQ'  in  K  schneidet,  so  nennt  man  P'K  die  „Seiten- 
abweichung". Schlägt  man  in  einer  durch  P'  gehenden  zur  Achse 
senkrechten  Ebene  um  P'  mit  dem  Radius  P'K  einen  Kreis,  so  wird 
dieser  von  allen  Strahlen  durchstofsen,  die  von  P  auf  die  Linse  fallen 
und  sich  nicht  weiter  von  der  Achse  entfernen  als  SM.  Ein  Strahl 
PN  falle  von  P  aus  unterhalb  der  Achse  auf  die  Linse,  so  dafs 
NS  <  MS  ist.  Nach  der  Brechung  schneide  dieser  Strahl  die  Achse 
in  T  und  die  Verlängerung  von  MQ'  inH.  Wir  wollen  die  Achsen- 
senkrechte  HJ  bestimmen.     Für  den  Augenblick  setzen  wir: 
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und  erhalten: 


Da  aber  /Jb  selbst  die  zweite  Potenz  von  h  als  Faktor  enthält,  so 
kann  ich  mit  Weglassen  dritter  Potenzen  von  h  schreiben: 

tgqp  =  ^. 

Beachtet  man,  das  TP'  =  Vlix^  gesetzt  werden  kann,  wo  a;  =  NS 

ist,  so  findet  man  analog  ig!/'  =  i  ;  wo  nur  höhere  Potenzen  von  x 

als  die  zweiten  vernachlässigt  sind. 
Nach  der  Figur  95  ist  nun: 

Femer  hat  man: 

Q'J=  JJScotgq) 

JT  =  JiTcotg  ^ 

TV'  =  h^Rx\ 

Setzt  man  dies  ein,  so  findet  man: 

(29)  JH=bRhX'{h  —  x). 

Läfst  man  nun  den  Punkt  N  zunächst  mit  S  zusammenfallen,  so  wird 
JH^=Q,  entfernt  sich  dann  -N^von  S,  so  wächst  eT'iT,  &or  SN  =  SM 
wird  jedoch  JH  wieder  gleich  Null,  es  mufs  also  inzwischen  JH  ein 
Maximum  gehabt  haben,  das  wir  jetzt  suchen  wollen. 

Differentiiert  man  (29)  imd  setzt  d{Jir)  =  0,  so  erhält  man  für 

h 

das  Maximum  x  =  -,  und,  wenn  wir  den  Maximalwert  von  JH  mit 
71  bezeichnen,  erhalten  wir: 

Für  das  dazugehörige  Stück  Q'J  erhält  man  den  Wert 

tg  qp  4  4 

Die  Seitenabweichung  P'K  ist 

Die  Gröfse  %  die  man  den  „Radius  des  kleinsten  Aberrationskreises" 
nennt,  ist  also  gleich  ein  Viertel  der  Seitenabweichung. 

Durch  den  Kreis  mit  dem  Radius  t?,  in  der  Bildebene  von  J, 
müssen  alle  Strahlen  gehen,  die  von  P  ausfahren  und  durch  die 
Linse  mit  der  Öffnung  2h  gebrochen  werden.  Legt  man  durch  den 
kegelartigen  Strahlenkörper,  der  von  den  austretenden  Strahlen  ge- 
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bildet  wird,  an  verschiedenen  Stellen  Querschnitte,  so  mufs  der  Kreis 
mit  dem  Radius  rj  der  kleinste  sein,  denn  man  überzeugt  sich  leicht 
durch  Anschauung  der  Figur  95,  dafs  wenn  ein  Querschnitt  an  anderer 
Stelle  kleiner  wäre,  er  nicht  alle  von  P  ausfahrenden  Strahlen  in  sich 
vereinigen  könnte. 

Der  Kreis  kleinster  Aberration  wird  als  Äquivalent  des  Bildes 
des  leuchtenden  Punktes  angesehen.  Allerdings  läfst  sich  sein  un- 
mittelbarer Einflufs  auf  die  Netzhaut  bei  der  Betrachtung  durch  das 
Auge  schwer  in  Rechnung  ziehen.  Abbe  hat  in  neuer  Zeit  als  Be- 
stimmungsstück der  Verundeutlichung  durch  Aberration  direkt  den 
mit  der  Längenabweichung  als  Radius  beschriebenen  Ki-eis  in  Rechnung 
gezogen.  Für  die  Berechnung  aberrationsifreier  Linsensjsteme  kommt 
nur  in  Betracht,  dafs  mit  der  Längenabweichung  zugleich  die  Seiten- 
abweichung und  der  Kreis  kleinster  Aberration  verschwinden. 

Für  ein  System  beliebig  vieler  Linsen  lassen  sich  ganz  analoge 

Entwicklungen  aufstellen.   In  den  Gleichungen  tg9?=  ^  und  tg^  =  -T 

sind  dann  h  und  h  auf  die  letzte  Linse  des  Systems  zu  beziehen  und 
es  mufs  nur  h  durch  die  Öffiiung  h^  der  ersten  Linse  ausgedrückt 
werden,  wie  dies  oben  schon  erörtert.  Alsdann  erhält  man  etwa 
tg^  =  U\,  wo  U  ein  Faktor  ist,  der  aus  den  Konstanten  des 
Systems,  insbesondere  den  Schnittweiten  für  Paraxialstrahlen  zusammen- 
gesetzt ist.  Ebenso  ist  dann  tg^  =  Ux  und  für  die  Gröfse  It  der 
Koefficient  der  Aberration  zu  setzen,  wie  er  sich  für  das  ganze  System 
ergiebt.     Alle  weiteren  Entwicklungen  sind  den  obigen  ganz  analog. 

118.  Theorie  der  Aberrationen  erster  Ordnung  auf  der  Achse 
nach  Abbe.  Eine  Theorie  der  Aberrationen  erster  Ordnung  für  ein 
System  centrierter  Kugelflächen  von  geradezu  klassischer  Eleganz  hat 
Abbe  gegeben.  (Siehe:  Czapski:  Theorie  der  optischen  Instrumente 
nach  Abbe  S.  87  u.  f.)  Wir  schliefsen  uns  hier  an  die  Darstellung 
dieses  Lehrbuchs  an. 

Bisher  hatten  wir  wegen  der  gröfseren  Anschaulichkeit  einen 
Achsenpunkt,  von  dem  Strahlen  ausgehen,  links  vor  der  brechen- 
den Fläche  sein  Bild  dagegen  immer  rechts  hinter  derselben  ange- 
nommen; mit  andern  Worten:  wir  haben  Schnittweiten  von  dem 
Scheitel  einer  brechenden  Fläche  aus  nach  links  für  den  einfallenden, 
nach  rechts  für  den  gebrochenen  Strahl  als  positiv  angenommen,  wo- 
bei die  Richtung  der  Lichtbewegung  immer  von  links  nach  rechts 
sein  sollte.  Diese  Darstellung  wollen  wir  auch  im  allgemeinen  fest- 
halten und  jede  Abweichung  davon  besonders  anmerken.  Für  eine 
paraxiale  Abbildung  eines  Punktes  Aq  in  der  Entfernung  a  vom  Scheitel 
S  einer  Fläche,  dessen  Bild  Aq  in  der  Entfernung  h  hinter  der  Fläche 
liegt,  gilt  also  die  Abbildungsgleichung 

(1)  :  + 


n    ,     n         n  —  n 


a     '     0  r 
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wo  n  und  w'  die  Brechungsexponenten  vor  und  hinter  der  Fläche 
sind  und  r  =  MPQ  der  Flächenradius  ist.  Hierbei  ist  Fig.  95  a  gewisser- 
mafsen  als  Normalfigur  vor- 
ausgesetzt, indem  SAQ  =  a 
und   SAq  =  b    beide    po- 


sitiv sind.    Bildet  man  aus   -^ 
(1)  die  Invariante  (gemäfs 
(5')Seii.ll2) 

SO    macht   sich   die    mangelnde    Symmetrie    der   Vorzeichen   auf  den 
beiden  Seiten  dieser  Gleichung  unangenehm  bemerkbar. 

Die  Symmetrie  wii'd  hergestellt,  wenn  man  die  Schnittweite  a 
negativ  nimmt,  d.  h.  wenn  man  mit  Abbe  die  Schnittweiten  von  S 
aus  positiv  in  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  zählt  und  negativ  in 
entgegengesetzter  Richtung.  Dann  ist  Fig.  95b  gewissermafsen  Nor- 
malfigur, wo  der  leuchtende  ^^virtuelie)  Punkt  Aq  rechts  von  der  Fläche 
liegt.  Der  einfallende 
Strahl  ist  PqAq  und  ent- 
spricht einem  konver- 
genten Lichtbündel.  In 
der  Fig.  95  b  sind  die 
Schnittweiten  also  jetzt 

positiv  und  wir  setzen,  p.    ^.^^ 

um    die    früheren    Be- 
zeichnungen mit  den  Abbe'schen  in  Übereinstimmung  zu  bringen: 

(2a) 


n 
b 


'0 


'0 


Der  Index  0  bezeichnet,  dafs  die  Schnittweiten  dem  paraxialeu  Ab- 
bildungsgebiet angehören,  während  die  Schnittweiten  von  Strahlen, 
die  unter  dem  (kleinen)  Winkel  u  und  resp.  ti  die  Achse  schneiden, 
durch  s  und  s   dargestellt  sind,  so  dafs  also 

,     ,  5o  —  s  =  —  a  -\-  A^=  A  ' 

(2b)  ^  ^ 


a 


und 


Sq  —  /=  6 


B 


die  Längenaberrationen  des  Bündels  vor  und  nach  der  Brechung  sind. 
Die  Invariante  (2)  nimmt  jetzt  die  Gestalt  an 


(3) 


*^<'  =  "(r-i)="'(r-A)' 


WO  beide  Seiten  ganz  symmetrisch  sind,  ein  Umstand,  der  nicht  un- 
wesentlich zur  Eleganz  der  nachfolgenden  Entwicklungen  beiträgt. 

Fig.  95  c  stellt  nun  das  einfallende  Bündel  dar,  das  schon  mit 
Aberration  behaftet  angenommen  wird.  F^A^K^  ist  das  paraxiale 
Bündel  mit  dem  Bildpunkt  A^.    PA  und  KA  sind  Strahlen,  die  unter 
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der  Neigimg  u  einfallen  und  den  Yereinigungspunkt  A  haben  ^    so 
dafs  also  (Fig.  95  c) 

SA  =  s,        SA^  =  Sq    und    AAq  =  Sq  —  s 
die  sphärische  Längenaberration  ist. 

Femer  sei  noch  MP  =  r  und  ^  SMP  =  9. 

Abbe  wählt  nun  als  Mafs  der  Aberration  nicht,  wie  hänfig  ge- 
scheheU;  die  engste  Einschnürung  des  Bündels,  sondern  den  Zer- 
streuungskreis mit  dem  Radius  AqRq=     ,  der  entsteht,  wenn  man 

das  Bündel  bei  A^  achsenseukrecbt  durchschneidet. 

Nun  ist  nach  (7)  (S.  113)  in  Verbindung  mit  (26)  (Seite  125) 

s.  —  s  =  A  —  a  =  Xif^  =  X  (MV 


Fig.  96  c. 

wenn  man  berücksichtigt,  dafs  bei  dem  angeführten  Grad  von  Vernach- 
lässigung höherer  Winkelpotenzen  nach  Fig.  95  c  zufolge  des  Sinus- 
satzes der  Trigonometrie  ist: 

,p«=(^)*„«=(f^y(«7, 

wo  u  und  m'  die  Achsenneigungen  des  einfallenden  und  gebrochenen 
Strahls  sind.     Setzt  man  noch: 


«'- 


c    und    k 


■  m=  '■ 


und  fügt  die  hieraus  sich  ergebenden  Werte  von  A  und  A'  in  (8) 
(Seite  113)  ein,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  von  e7^=öo^ 
gemäfs  (2)  (Seite  125)  und  zufolge  der  durch  (2  a)  (Seite  125)  ein- 
geführten Bezeichnungen: 

(4a) 


s  =  —  cw 


^0  —  s  =  —  C   (ll) 


8 


und 


(5) 


2nc    ,     öo!^2n'c     ,    ^o* 
«o'    "^  '*«o  (V)'   "^  w'V 
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Abbe  hat  nun  weiter  für  irgend  ein  Konglomerat  von  Gröfsen, 
das  vor  der  Brechung  an  einer  Fläche  den  Wert  X,  nach  der  Brechung 
den  Wert  X'  hat,  die  Bezeichnung  eingeführt: 

X'— X  =  z/(X). 

Hiemach  kann  man  Gleichung  (5)  schreiben: 

(6)  j^«)  _  _  e..  ^  (-L), 

eine  Schreibweise  der  Aherrationsgleichung,  die  an  Klarheit  und  Kürze 
nicht  übertroffen  werden  kann. 

Nun  erhält  man  aus  Figur  95  c  sofort  mit  genügender  Ge- 
nauigkeit: 

2  ^  =  («0  —  «)  « 

und  hieraus  nach  Gleichung  (4  a) 

1  s 

^z  =  -cu\ 

Mittels  dieser  Gleichung  kann  man  schreiben: 
,_v  2nc  nz    {nu)z 


*o  w'»o  «'»0 


Für  u^s^  kann  man  nun  die  Gröfse  Ä*  setzen,  wo  A  =  PB  die 
Einfallshöhe  des  Strahles  ist,  wie  man  sich  überzeugt,  wenn  man  be- 
achtet, dafs  die  Strecken  BS  und  AA^  in  Fig.  95  c  beide  selbst  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Gröfse  h  und  damit  auch  proportional  dem 
Quadrate  von  u  sind. 

Mittels  Gleichung  (7)  wird  nun  Gleichung  (6),  wenn  man  be- 
achtet, dafs  für  den  gebrochenen  Strahl  eine  der  Gleichung  (7)  ganz 
analoge  Beziehung  besteht, 

(8)  z/(nu^)  =  Ä*öo'z/(JJ. 

Fällt  ein  Bündel  in  einem  Medium  mit  dem  Brechungsexponenten  n 
unter  dem  halben  Offiiungswinkel  u  auf  eine  Fläche,  so  heifst  das 
Produkt  n  Sinti  nach  Abbe  die  „numerische  Apertur*',  eine  Definition, 
die  sich  besonders  wichtig  für  die  Theorie  des  Mikroskops  erwiesen 
hat.  Die  Gröfse  nu  in  Gleichung  (8)  stellt  also  die  numerische  Aper- 
tur für  kleine  Winkel  u  dar  und  zeigt  sich  hier  noch  multipliziert 
mit  dem  Durchmesser  z  des  Zerstreuungskreises. 

Bildverschlechterung  durch  Aberration.  Besonders  eigenartig  ist 
die  Weise,  wie  Abbe  die  Bild  Verschlechterung  durch  Aberration  auf 
das  Objekt  zurückbezieht. 

Denken  wir  uns,  Gleichung  (8)  gelte  für  die  Brechung  an  irgend 
einer  z.  B.  der  xten  Fläche  des  Systems  und  fassen  wir  in  dem  Aus- 
druck (8) 

(9)  ^{nuz)  =  w^  +  i  <  z;  —  n^u^z,, 
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wo  Wx-f  1  für  n^  geschrieben  ist,  die  Gröfse  z^  für  einen  Augenblick 
als  die  Gröfse  eines  achsensenkrechten  Bildes  auf,  so  ist  nach  dem 
Satz  von  Lagrange-Helmholtz,  der  nichts  als  der  Ausdruck  für  das 
Eonvergenzrerhältnis  bei  Paraxialstrahlen  ist, 

(10)  nx4.iW>;  =  «iWi^i, 

wo  n^  und  u^  Brechungsexponent  und  halbe  Offiiung  des  einfallenden 
Bündels  im  ersten  Medium  sind  und  z^  diejenige  Objektgröfse  im  ersten 
Medium  ist,  welche  nicht  mehr  mit  Details  nach  der  xten  Brechung 
zur  Abbildung  gelangt,  weil  ihr  Bild  z^  mit  dem  Zerstreuungskreise 
zusammenfällt. 

Ergäbe  sich  z.  B.  ^er^  =  1  mm,  so  hiefse  das,  dafs  in  Folge  der 
Aberration  nach  x  Brechungen  Details  von  1  mm  Gröfse  im  Objekt 
nicht  mehr  scharf  zur  Abbildung  gelangen.  Analog  wie  (10)  kann 
man  setzen 

(11)  w^«*x^^  =  WiWi5„ 

wo  gl  jetzt  die  Objektgröfse  ist,  die  nach  x  —  1  Brechungen  nicht 
mehr  detailliert  wiedergegeben  wird.  Führt  man  die  Gröfsen  aus 
(10)  und  (11)  in  (9)  ein,  so  wird 

(IIa)  ^(nuz)  =  n^u^  {z^  —  gj. 

Wäre  z.  B.  g^  =  0,9  mm,  so   wäre  z^  —  5i  =  in"^^  ^^^  Mafs  für  die 

Bildverschlechtei*ung  durch  Aben-ation  an  der  xten  Fläche  allein. 

d.  h.:  Während  nach  x  Brechungen  ein  Objekt  von  1mm  nicht 
mehr  scharf  abgebildet  wird,  wird  nach  x  —  1  Brechungen  nur  ein 

solches  von  Tginm  nicht  scharf  abgebildet. 

Die  Gröfse  z^  —  g^,  die  wir  mit  ^{z)  bezeichnen  wollen,  giebt 
also  ein  Mafs  für  die  Bildverschlechterung  in  Folge  der  Brechung  an 
der  xten  Fläche.     Infolge  (Ha)  wird  dann  (8) 

indem  wir  die  Indices  0  weglassen,  da  andere  wie  paraxiale  Schnitt- 
weiten nicht  mehr  in  Frage  kommen.  Beachtet  man  noch  die  Be- 
ziehung 

K=  WiSi, 
so  wird  (12) 

(13)       ■^(')-(".«o'- (•■,)' (i:)'o.'.^(i)., 

wo  n^u^  wieder  die  Apertur  bedeutet. 

Nun  besteht  entsprechend  dem  hier  vorausgesetzten  Genauigkeits- 
grad für  zwei  aufeinander  folgende  EinfaUshöhen  die  Beziehung 


X         X 
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Durch  snccessiye  Anwendung  dieser  Gleichung  erhält  man  leicht: 
(14)  -i*  =  —iL.  .  _*:zl . ,  ,!i. 

WO    sich   die  Gröfsen  5  auf  die  paraxialen  Schnittweiten  beziehen 
(die  Indices  0  also  unterdrückt  sind). 

Sind  also  für  eine  gegebene  Objektentfemung  s^  die  Gröfsen  5 
und  s'  bis  5^  berechnet  durch  successive  Anwendung  der  Grundforraeln 
für  die  paraxialen  Schnittweiten^  nämlich 


n  n        n  —  n 


8  S 


und 

so  giebt  (14)  in  einfacher  Weise  die  Gröfse  t-^,    wodurch   der   Aus- 

druck  für  ^(^)  in  Formel  (13)  leicht  zu  berechnen  wird. 

Um  die  Verundeutlichung  durch  die  Aberration  aller  x-Flächen 
zn  ermitteln,  hat  man  in  Gleichung  (13)  successive  für  x  die  Werte 
1  bis  X  zu  setzen  und  alle  so  entstandenen  Gröfsen  zu  addieren.  Ver- 
schwindet diese  Summe,  so  nennt  man  das  System  aberrationsfrei  für 
die  kleine  Offiiung  u.     Dies  giebt  die  Bedingung 

(15)  O-_^0'<,..^(i) 

wobei  nur  konstante  Faktoren  unterdrückt  sind  und  für  ,  -  der  Aus- 
druck (14)  zu  substituieren  ist.  ' 

Ist  die  Aberration  nicht  aufgehoben,  so  erkennt  man  aus  (13), 
dafs  ihre  Gröfse  der  dritten  Potenz  der  numerischen  Apertur  pro- 
portional ist. 

Ist  das  Objekt  unendlich  weit  entfernt,  wie  in  der  Theorie  der 
Femrohre  immer  yorausgesetzt  wird,  so  kann  man,  da  jetzt  als  erstes 
Medium  nur  Luft  in  Frage  kommt,  w^  =  1  setzen  und  mufs  s^  =  <x> 
werden  lassen.     In  letzterem  Falle  wird  Formel  (13)  illusorisch.    Um 

dies  zu  vermeiden,  bezeichne  man  die  durch    *  und   *  im  Objektraum 

definierten  kleinen  Winkel  etwa  mit  e  und  €.    Dann  wird,  wenn  man 

die  Beziehung  u^  =  -^  berücksichtigt  und  e  —  e  =  J{e)  setzt, 

Demnach  ergiebt  (12): 

(16)         ^w=v(^y<?.'^(iv 

Jetzt  ist  die  Verundeutlichung  durch  Aberration  ihrem  „angularen 
Betrage"  nach  angegeben.  Die  Gröfse  s^  kommt  auf  der  rechten  Seite 
des  Ausdrucks  (1(5)  gamicht  mehr  vor.    Summiert  man  also,  wie  oben. 

Gleichen,  optische  Abbild ungslehre.  9 
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die  Gleichung  (16)  über  alle  x  Flächen  und  setzt  die  Summe  der 
Null  gleich,  so  erhält  man  die  Bedingung  der  Aberrationsfreiheit  in 
einer  Form,  die  auch  für  unendlich  ferne  Objekte  gültig  ist.  Ersicht- 
lich gelangt  man  zu  einem  Ausdruck  genau  von  dem  Bau  der  Glei- 
chung (15). 

119.  Die  höheren  Glieder  der  Aberration  auf  der  Achse.  Wir 
haben  uns  bisher  nur  eingehend  damit  beschäftigt,  die  Bedingungen 
zu  formulieren,  unter  denen  in  einem  centrierten  System  von  Kugel- 
flächen dasjenige  Glied  der  sphärischen  Aberration  verschwindet, 
welches  in  der  allgemeinen  Reihenentwicklung  Seite  112  mit  9*  mul- 
tipliziert erscheint,  wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dafs  (p  der  Einfalls- 
höhe des  Randstrahls,  d.  h.  dem  Offiiungsradius  proportional  ist. 
Diese  Berechniingen  sind  besonders  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  mit 
ihrer  Hilfe,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  Konstruktion  relativ 
fehlerfreier  Fernrohrobjektive  gelingt.  Seit  Keplers  Zeiten  haben  sich 
deshalb  eine  Reihe  der  bedeutendsten  Mathematiker  mit  diesem  Pro- 
blem beschäftigt,  wie  Huyghens,  Newton,  Clairaut,  d'Alembert  und 
Euler.  Der  letztere  insbesondere  hat  hierüber  eine  ganze  Reihe 
Akademieabhandlungen  geschrieben  und  eine  zusammenhängende  Dar- 
stellung in  dem  dreibändigen  Werk  „Dioptrice"  uns  hinterlassen,  das 
in  Klügel  (1776)  einen  sehr  geschickten  Bearbeiter  gefunden  hat. 
Aus  dem  vergangenen  Jahrhundert  sind  besonders  zu  erwähnen: 
J.  Herschel  (On  Light  1827,  übersetzt  von  Schmidt  1831),  J.  Littrow 
(Dioptrik,  Wien  1830),  L.  Seidel  (Zur  Dioptrik.  Astron.  Nachr. 
Bd.  43.  1855),  H.  Zinken-Sommer  (Untersuchungen  über  die  Dioptrik 
der  Linsensysteme.     Braunschweig  1870.) 

Während  die  Entwicklung  der  Aberrationsglieder  zweiter  Ordnung 
zu  allgemeinen  Resultaten  führt,  die  sich  in  vielen  Fällen  der  Praxis 
bewährt  haben,  ist  dies  bei  der  algebraischen  Darstellung  der  Glieder 
höherer  Ordnung  weniger  der  Fall,  indem  die  Auswertung  der  Radien 
für  das  sphärisch  korrigierte  System  oft  auf  unüberwindliche  rech- 
nerische Schwierigkeiten  stöfst.  Wir  nennen  hier  noch:  G.  A.  Keller 
(Entwicklung  der  Glieder  fünfter  Ordnung.  Gekr.  Preisschrift,  München 
1865)  und  M.  Thiesen,  Beiträge  zur  Dioptrik  (Sitzungsber.  der  Berl. 
Akad.  1890).  Li  dieser  Arbeit  sind  aus  dem  Fermat'schen  Prinzip 
(Prinzip  der  schnellsten  Ankunft)  in  sehr  allgemeiner  Weise,  ähnlich 
wie  in  der  oben  genannten  Seiderschen  Arbeit,  die  verschiedenen 
möglichen  Fehlerarten  eines  optischen  Systems  entwickelt.  Vergl. 
auch:  S.  Finsterwalder  (Die  von  optischen  Systemen  gröfserer  Öffnung 
und  gröfseren  Gesichtsfeldes  erzeugten  Bilder.  Abh.  der  königl.  Bayr. 
Akad.  Bd.  17.  1891).  Der  berühmte  Meister  der  geometrischen  Optik, 
Prof.  Petzval  in  Wien,  hat  bei  der  Berechnung  seines  epochemachen- 
den Portraitobjektivs  sogar  die  Aberrationsglieder  neunter  Ordnung 
berücksichtigt.     Bei  Systemen  von  gröfserer  Öffnung  und  gröfserem 
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Gesichtsfelde  (Mikroskopobjektive  und  photographische  Objektive) 
zieht  man  es  heute  im  Allgemeinen  vor^  sich  mittels  trigonometrischer 
Durchrechnung  passend  ausgewählter  Strahlen  sich  von  dem  Kor- 
rektionszustand  des  Systems  Rechenschaft  zu  geben. 

Wir  geben  hier  noch  einen  Brief  von  GauTs  an  Brandes  wieder, 
der  die  hier  erörterten  Fragen  zum  Gegenstand  hat  (nach  Gehlers 
Physik.  Wörterbuch.  Leipzig  1831.  Bd.  6,  1.  Abt.  Seite  437). 

„Ich  finde  nämlich  jetzt  durch  eine  tiefer  eindringende  Unter- 
suchung, dafs  die  ündeutlichkeit,  die  in  dem  Ausdrucke  für  die  Längen- 
abweichung von  der  vierten  Potenz  des  Abstandes  der  auffallenden 
Strahlen  von  der  Achse  abhängt,  den  möglichst  kleinsten  Totalein- 
ftufs  hat,  wenn  man  das  Objektiv  so  konstruiert,  dafs  diejenigen 
Strahlen,  die  unendlich  nahe  bei  der  Achse  einfallen,  und  diejenigen, 

die  in  einiger  Entfernung  =  jR  1/     auffallen  würden,  (wo  R  =  Radius 

des  Objektivs  ist^),  in  einem  Punkte  Ä  sich  vereinigen,  wobei  das 
Okular  dann  so  steht,  dafs  man  denjenigen  Punkt  der  Achse  wo  die 
Strahlen,  die  in  der  Entfernung 


von  der  Achse  aufgefallen  sind,  sich  alle  vereinigen,  deutlich  sieht. 
Denken  Sie  sich  nämlich  durch  diesen  Punkt  eine  auf  die  Achse 
senkrechte  Ebene,  so  ist  das  Bild  desto  undeutlicher,  je  gröfser  der 
Kreis  um  A  ist,  den  die  von  einem  Punkte  des  Objektes  auf  das 
Objektivglas  gefallenen  Strahlen  füllen,  doch  so,  dafs  die  Intensität 
der  Strahlen  an  jeder  Stelle  dieses  Kreises  mit  berücksichtigt  werden 
mufs.  Hierbei  ist  nun  einige  Willkürlichkeit;  ich  halte  für  das  Zweck- 
mäfsigste,  hier  nach  denselben  Prinzipien  zu  verfahren,  die  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  zum  Grunde  liegen.  Ist  nämlich  d$  ein 
Element  dieses  Kreises,  q  die  Entfernung  des  Kreises  von  A  und  i 
die  Intensität  der  Strahlen  daselbst,  so  nehme  ich  an,  dafs  fig^ds 
als  dafs  Mafs  der  Ündeutlichkeit  zu  betrachten  sei,  und  mache  dieses 
zu  einem  Minimum.  Ich  finde  dabei  folgende  Resultate:  1.  Kon- 
struierte man  das  Objekt  so,  dafs  dasjenige  Glied  der  .Längenab- 
weichung, welches  von  dem  Quadrate  der  Entfernung  von  der  Achse 
abhängt^  =  0  wird,  und  setzte  das  Okular  so,  dafs  A  dahin  fällt,  wo 
die  der  Achse  unendlich  nahen  Strahlen  diese  schneiden,  so  sei  der 
Wert  dieses  Integrals  =  E,  2.  Stellte  man  aber  bei  derselben  Ein- 
richtung das  Okular  so,  dafs  das  Integral  so  klein  wird,  wie  es  bei 
dieser   Einrichtung   werden   kann,   (wobei  A   der  Vereinigungspunkt 


1)  Gaufa  meint  mit  R  den  Radius  der  Objektivöffnung. 
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der  in  der  Entfernung  =  B  1/--   ^    auffallenden  Strahlen  sein   wird) 

so  ist  das  Integral  =  —  E,  3.  Dagegen  ist  bei  der  obigen  Einrich- 
tung und  der  vorteilhaftesten  Stellung  des  Okulars  das  Integral 
=  —E  bIb  absolutes  Minimum.    Obiges  Resultat,  dafs  nämlich  mit 

dem  Vereinigungspunkte  der  der  Achse  unendlich  nahen  Strahlen  ein 
blos  fingiertes  Bild  (von  Strahlen  aus  gröfserer  Distanz  von  der 
Achse  als  der  Halbmesser  des  Objektivs)  vereinigt  werden  soll,  ist 
anfangs  sehr  überraschend  und  paradox  scheinend;  aber  bei  näherer 
Betrachtung  sieht  man  den  eigentlichen  Grund  leicht  ein.  Jenes  erste 
sogenannte  Hauptbild  (von  Strahlen  sehr  nahe  der  Achse)  ist  dabei 
gleichsam  das  Unwichtigste  wegen  seiner  geringen  Intensität;  viel  wich- 
tiger ist,  dafs  die  Strahlen  von  den  der  Peripherie  näheren  Ringen 
des  Objektivs  unter  sich  besser  zusammengehalten  werden,  was  bei 
jener  Einrichtung  am  besten  erreicht  wird.  Es  thut  mir  leid,  dafs 
die  Grenzen  eines  Briefes  u.  s.  w." 


1)  Nach  Schmidt  (Analytische  Optik,  Göttingen  1834,  Seite  515),  der  in 
seinen  Entwicklungen  ebenfalls  zu  den  Resultaten  von  Gaufs  gelangt,  liegt  hier 

jedenfalls  ein  Schreibfehler  vor,  indem    1/  v  durch    y  ^  zu  ersetzen  ist. 


Zehntes  Kapitel. 
Afitigmatismns  und  Koma  bei  der  Breehnng  an  Kngelfläehen. 

120.  BreciLTmg  eines  nnendlicli  dünnen  Strahlenbündels  durch 
eine  Engeloberfläclie.  ünterscbeidang  zwisclien  Heridional-  nnd  Sa- 
gittalstrahlen.  Bezeichnungen.  Nachdem  wir  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften astigmatischer  dünner  Strahlenbündel  erkannt  haben  (Kap.  2), 
wollen  wir  zur  Feststellung  der  besonderen  Erscheinungen  gehen, 
die  bei  der  Brechung  an  Eugelflächen  auftreten. 

Die  Eugelfläche  LL^  mit  dem  Mittelpunkt  M  in  Fig.  96  trenne 
die  Medien  mit  dem  Brechungsexponenten  n  und  n.    P  sei  ein  vom 


Fig.  96. 

Astigmatismus  freier  leuchtender  Punkt  im  ersten  Medium;  von  ihm 
aus  gehe  ein  dünnes  Bündel,  das  die  Eugelfläche  in  dem  elliptischen 
Schnitt  mplq  mit  dem  Mittelpunkt  N  durchdringe.  Brechungsebene 
ist  PMN]  in  ihr  verläuft  auch  der  Strahl  PN  nach  der  Brechung 
als  NQ\  Die  Brechungsebene,  die  mit  der  Einfallsebene  zusammen- 
fällt, sei  die  Papierebene  und  wird  auch  Hauptschnitt  genannt;  sie 
schneidet  die  Ellipse  in  der  Achse  ml  =  ds.  Die  Strahlen  Pm  und 
PI  verlaufen  also  im  Hauptschnitt  und  bleiben  auch  nach  der  Brechung, 
wo  sie  sich  in  P'  schneiden,  in  dieser  Ebene.  Diese  im  Hauptschnitt 
verlaufenden  Strahlen  sind  die  „Meridionalstrahlen^'.    Ihr  Schnitt- 
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punkt  P'  nach  der  BrechuDg  ist  die  Stelle  der  primären  Brennlinie, 
die  zum  Hauptschnitt  senkrecht  steht.  Wir  setzen  PN=a,  NP'  =  h, 
Kugelradius  NM  =  r.  Die  Strahlen  Pp  und  P^,  die  symmetrisch 
zu  PN,  also  rechts  und  links  oder  über  und  unter  dem  Hauptschnitt 
verlaufen,  sind  die  „Sagittalstrahlen".  Sie  verlaufen  in  ver- 
schiedenen Einfalls-  resp.  Brechungsebenen.  Ihr  Schnittpunkt  Q' 
nach  der  Brechung  ist  die  Stelle  der  sekundären  Brennlinie ,  die  im 
allgemeinen  senkrecht  zu  NQ'  und  in  der  Papierebene  (also  im  Haupt- 
schnitt) liegt.  Wir  setzen  PN  =  A,  NQ'  =  B.  Weil  im  gegebenen 
Falle  P  frei,  von  Astigmatismus  ist,  hat  man  Ä  =  a, 

121.  Verscliiedener  Charakter  der  Meridional-  und  SagittalstraUen 
hinsichtlich  des  Grades  der  Vereinigung  der  Strahlen.  In  Fig.  97  sei 
P  ein  leuchtender  Punkt,  von  dem  aus  im  Hauptschnitt  die  Strahlen 


Fig.  97. 


P  1,  2,  3,  4  ausgehen.  Nach  der  Brechung  schneiden  sich  die  Strahlen 
1  und  2  in  I,  2  und  3  in  II,  3  und  4  in  III.  Die  Punkte  I,  II,  III 
bilden  das  Stück  einer  kaustischen  Linie.  Es  schneiden  sich  also  im 
allgemeinen   nur   zwei,   nicht   drei  Strahlen   in   einem   Punkt.     Eine 
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solche  Vereinigung  der  Strahlen  bezeichneten  wir  schon  in  26.  als  vom 
ersten  Grade.  Sie  ist  naturgemäfs  optisch .  wenig  wirksam.  Punkt  I 
ist  der  primäre  Bildpunkt  des  Bündels  P  1,  2,  Punkt  II  der  des  Bündels 
F  2y  3.     Das  Kurvenstück  I,  II,  III  nennt  man  Koma. 

In  Fig.  98  sei  PNQ'  ein  im  Hauptschnitt  verlaufender  Strahl 
vor  und  nach  der  Brechung.  Q'  sei  Schnittpunkt  des  gebrochenen 
Strahles  mit  der  verlängerten  Achse  FM,  Nimmt  man  jetzt  PMQ' 
als  feste  Rotationsachse   und  läfst  um  sie  den  Hauptschnitt    PNQ' 


Fig.  98. 

um  unendlich  wenig  sich  drehen,  so  kommt  der  Hauptschnitt  sowohl 
in  die  Lage  PpQ'  wie  auch  PqQ'-  Die  Strahlen  Pj)  und  Pq  treffen 
also  nach  der  Brechung  ebenfalls  in  den  Punkt  Q'  zusammen.  Qf  ist 
der  Bildpunkt  von  P,  erzeugt  durch  Sagittalstrahlen;  in  ihm  findet 
also  eine  innigere  Strahlenvereinigung  statt  als  im  primären  Bild- 
punkt, indem  sich  drei  unendlich  nahe  Strahlen  treffen.  Man  nennt 
diese  Vereinigung  vom  zweiten  Grade.  Zugleich  ist  ersichtlich,  dafs 
der  gebrochene  Hauptstrahl  NQ'  die  verlängerte  Achse  im  sekundären 
Bildpunkt  Q'  schneidet.  Analog  wie  in  §  26  können  wir  uns  auch  hier 
durch  eine  kleine  Drehung  der  Fig.  96.  um  die  Achse  PMQ*  über- 
zeugen, dafs  in  Q'  eine  kleine  Brennstrecke  vorhanden  ist,  welche 
nicht  senkrecht  zur  Bündelachse  ist,  wie  die  allgemeine  Theorie  es 
vorschreibt,  sondern  in  Richtung  Q' M  liegt. 

122.  Die  Entfernung  des  primären  Bildpnnktes  von  der  brechen- 
den Fläche  für  ein  beliebiges  Gesetz  der  Brechung.  In  Fig.  99  ist 
P  ein  leuchtender  Punkt,  Pm  und  PI  sind  zwei  Strahlen  im  Haupt- 
schnitt, die  sich  also  nach  der  Brechung  im  primären  Bildpunkt  P' 
schneiden.  Einfallswinkel  PIK  und  PmJ  seien  «  und  a  -\-  da, 
Brechungswinkel  MIP'  und  MmP'  werden  mit  ß  und  ß  '\-  dß  be- 
zeichnet. Femer  setzt  man:  Pl  =  a^  P'l  =  })^  Ml  =  r,  ml  =  ds. 
Femer    seien    für    einen    Augenblick:    -^niPl  =  q),    ^mP'l  =  il)y 

Dann  ist  aus  Fig.  99. 

^  KEP  ==  a  -{-  da  —  (o  =  a  -\-  ti 

^  MB'P'  =  ß  +  dß  +  u=ß'\-(D, 
Hieraus  folgt: 

da^=  (o  -\-  u 

dß  =  CO  —  u. 


(1) 
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Man  beachte^  dafs  die  Lote  von  {  und  m,  auf  den  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahl  gefällt^  mit  ds  die  Winkel  a  und  ß  einschliefsen. 
Daraus  folgt  dann: 


(la) 


dscoBtt         ,       dscosß 
U  =, ,     11  =  —  ^ — r_ 


a 


ds  . 


und  da  femer   co  =  —  ist,  werden  die  Gleichungen  (1) 
Hieraus  folgt  durch  Division: 


(2) 


da 

(Iß 


1       ,      COBtt 


1^ 

r 


cos/? 
h 


Ist  nun  a  als  Punktion  von  ß  bekannt,  so  liefert  (2)  für  ein  gegebenes 
a  die  zugehörige  Entfernung  b  des  Bildpunktes. 


FIff.  9P. 

123.  Die  Entfernung  des  primären  Bildpunktes  für  das  Brecliungs- 
gesetz:  wsin«  =  w'sin/?.    Ist  gegeben  ;*  sin  a  =  w' sin /3,  so  hat  man 

da        n  coa  ß 
d ß         n cos  a 

und  Gleichung  (2)  wird: 


n'  cos  ß 
neos  ex 


oder: 

(3) 


1   j^  cosa 
r     '       a 
1         cosp 


ncosa'    ,    n'cosß'         1      r    , 


a 


MCOsaV 
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Für  a  =  (X)   ergiebt  6  =  fco  die  bildseitige   Schnittweite  für  parallel 
einfallende  Strahlen;  analog  entsteht  a^  für  b  =  oo. 
Man  erhält: 


U  M 


n'r  cos  (5* 


(3a) 


a. 


n'  cos  (5  —  ncosa 
nrcosa* 


und 


a. 


®        n'cos^  —  ncosa 

n  cos  «• 

~~  n '  cos  |3* 

124.  Abbildung  von  Objekten  durch  ein  unendlich  dünnes  meri- 
dionales Bündel.  Da  die  StrahleuTereinigung  mittels  Meridional- 
strahlen  nur  vom  ersten  Grade  ist,  so  sind  der  Abbildung  von  Objekten 
sehr  enge  Grenzen  gesetzt. 

In  Fig.  99  fassen  wir  ml  =  ds  als  die  Öffnung  des  Bündels  auf. 
Seitlich  von  P  befinde  sich  ein  Punkt  S,  von  dem  aus  ein  meridio- 
nales Bündel  durch  7)il  dringe  und  einen  Bildpunkt  S'  seitlich  von 
P'  erzeuge.  Dann  kann  man  FS  =  y  als  ein  Objekt  und  P'ä'  =  y' 
als  zugehöriges  Bild  auffassen;  y  und  y'  werden  als  sehr  kleine 
Gröfsen  gedacht. 

In  Fig.  100  sind  diese  Verhältnisse  dargestellt.    -Wir  setzen  noch 


Pig.  100. 

den  Winkel,  den  y  mit  PN  =^  a  bildet,  gleich  (p  und  den  Winkel,  den 
das  Bild  y  mit  P'N=h  bildet,  gleich  (p\  Ferner  ist  ^SNF  =  da 
und  <^  S'NF'  =  dß.  Fällt  man  noch  das  Lot  SU  Yon  S  auf  NP, 
dann  ist 

SU=  2/ sing?  =  adcc, 

(4)  also:  rf«  =  ^  —  ^      analog  dß  =  -  '*?*^- 

und  hieraus: 

da        n'cosß  ysiiifpb 

dß         ncosa         t/'sinqp'a 
Zufolge  (la)  wird  dann: 
(öa)     nuy s'm  (p  ==  nuy  sin  f   (Lagrange-Helmholtz'scher  Satz). 


(5) 
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Aus  Fig.  100  folgt  weiter : 

FU  =  da  =  /ycosgp, 
analog: 

clh  =  2/'cosg?'. 

DifFerentiiert  man  jetzt  Gleichung  (3),  indem  man  a  6  «  /3  als  variabel 
auffafst  und  setzt  die  eben  angegebenen  Werte  für  da  und  dh  ein, 
so  wird: 

(6) 

=     -^       '{dß  —  da). 

Nimmt  man  hierzu  die  Gleichungen  (4)  und  (5),  so  kann  man  da 
und  dß  eliminieren  und  kann,  wenn  y  und  q)  gegeben  sind,  y'  und 
gp'  berechnen.  Die  allgemeinen  Beziehungen  sind  ziemlich  verwickelt 
und  eignen  sich  nicht  zur  Weiterführung  durch  mehrere  flächen. 
Setzt  man  q)  =  90®,  nimmt  also  an,  dafs  das  Objekt  y  senkrecht  auf 
der  Achse  NT  steht,  so  gelangt  man  zu  dem  Resultat,  dafs  dann  y 
nicht  senkrecht  zu  NP'  steht.  Jedenfalls  gilt  der  Lagrange'sche 
Satz  §  76  auch  für  Meridionalstrahlen,  wenn  man  statt  der  Bilder 
deren  Projektionen  zur  Bildebene  einführt,  wie  Formel  (5  a)  lehrt. 

125.  Die  Brennweiten  eines  Meridionalbfindels.  Der  Mangel  einer 
Hauptachse  im  meridionalen  Bündel  läfst  auch  die  Definition  der 
Brennweiten  unsicher  erscheinen.  Doch  gelingt  es  bei  einer  be- 
stimmten VorsteUungsweise,  eine  solche  Definition  zu  geben.  Zum 
besseren  Verständnis  rekapitulieren  wir  kurz  das  Wesen  der  Brenn- 
weite in  einem  centrierten  System  (Fig.  101). 

Fällt    von    einem    sehr   entfernten   Objekt   und   zwar   von   dem 

äufsersten  Punkt  desselben  ein 
Strahl  PH  unter  dem  Winkel  a 
auf  ein  System  und  tritt  als 
Strahl  H'P'  aus,  indem  er  die 
bildseitige  Fokalebene  in  P' 
in  einer  Entfernung  P'A  =  ä' 
pig  101.  von    der    Achse    durchstöfst,    so 

wissen  wir,  dafs  bei  paraxialer 
Abbildung  alle  zu  PH  parallelen  Strahlen  nach  der  Brechung  durch 
P'  gehen.  P'  ist  also  das  dioptrische  Bild  des  fernen  Punktes  P. 
Neigt  sich  der  Strahl  PH  der  Achse  zu,  kommt  also  ein  anderer 
Punkt  des  Objektes  zur  Abbildung,  so  entsteht  dessen  Bild  ebenfalls 
auf  der  Fokalebene  AP'  und  etwa  unterhalb  P'.     Die  Beziehung 

sagt  aus,  dafs  h'  immer  proportional  ist  der  Gröfse  tgw  (wofür  man 
bei  Paraxialstrahlen  auch  u  sagen  kann),  d.h.  das  Bild  ist  in  allen 
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Teilen  dem  unendlich  fernen  Objekt  ähnlich  und  f  ist  die  Propor- 
tionalitätskonstante. Die  hierin  ausgesprochene  Definition  der  Brenn- 
weite ist  für  Meridionalbündel  nicht  zulässige  da  die  hier  gemachten 
Voraussetzungen  über  die  Strahlenvereinigung  nicht  zutreffen.  Fassen 
wir  dagegen  den  zu  PH  parallel  einfallenden  Strahl  auf  (in  Fig.  101 
gestrichelt),  der  nach  der  Brechung  auf  das  System  parallel  zur  op- 
tischen Achse  austritt,    so    können  wir  die  Brennweite  /*=  .        de- 

'  '        tg  w 

finieren  als  Quotient  der  Fokalschnitthöhe  eines  achsenparallelen  Strahles 
im  Bildraum  zur  trigonometrischen  Tangente  der  Achsenneigung  dieses 
Strahles  im  Objektraum.  Diese  Definition  läfst  sich  übertragen  auf 
ein  unendlich  dünnes  Meridionalbündel  und  gilt  vice  versa  auch  für  f. 
In  Fig.  102  seien  Pw  und  Ql  zwei  parallele  Strahlen  eines  meri- 
dionalen  Bündels,  das  auf  eine  Kugelfläche  mit  dem  Mittelpunkt  M 


-P' 


Fig.  102. 

fällt.  Von  m  und  {  sind  wieder  die  beiden  Lote  auf  die  Richtung 
des  einfallenden  und  gebrochenen  Bündels  gefällt.  Es  sei  sl  =  h, 
ml  =  ds'^  ferner  sind  -^  $lm  =  a,  ^  Ims'  =  ß  Einfalls-  und  Brech- 
ungswinkel eines  Strahles.  Dann  ist,  wenn  noch  mP's'  =  u  ge- 
setzt wird: 

h 

cos«  =  3— 

ds 
also: 

coBa h 

Es  ist  aber: 

7ns  =  u'  •  MP\ 

Da  ?/  sehr  klein  ist,  kann  man  dafür  auch  tgw'  setzen.  mP' =  hQ 
ist  die  Schnittweite  für  parallel  einfallende  Strahlen.     Also  wird: 

h  j    cos  a 

tgu'  0  cos  (5 

Die  linke  Seite  ist  aber  nach   der  eben  aufgestellten  Definition  die 
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bildseitige  Brennweite  f  der  meridionalen  Strahlen,  so  dafs  man  hat: 

/•'  = 


,    cosa 
0  co7^ 


Um  die  objektseitige  Brennweite  zn  finden,  mufs  man  sich  die  pa- 
rallelen Strahlen  von  der  Bildseite  einfallend  denken,  und  hat  dann  ganz 
analog  zu  schliefsen.     Man  findet: 

j,  C08/J 

'  "  cosa 

Die  Werte  für  %  und  h^  sind  durch  (3a)  gegeben.    Man  findet  noch: 

f  ÜQ  cos(J* 

f        6o  cos  a* 


f 

r 


n 
n 


oder  nach  (3  a) 

(7) 

wie  bei  Paraxialstrahlen. 
Ferner  hat  man  sofort: 

(7  a)  ao&o  =  /'-r, 

eine  Beziehung,  die  wir  später  noch  verwenden  werden. 

126.  Bildweiten  der  SagittalstraUen.  Fällt  vom  leuchtenden 
Punkt  Q  (Fig.  103)  aus  ein  Sagittalbündel  in  Richtung  QN  auf  die 
brechende  Fläche  mit  dem  Radius  r  und  schneidet  die  Richtung  des 


Fig.  103. 

imendlich  dünnen  gebrochenen  Bündels  die  Verlängerung  von  QM 
{M  ist  Kugelmittelpunkt)  in  ^',  so  ist,  wie  wir  sahen,  Q'  der  (se- 
kundäre) Bildpunkt  von  Q,  Um  rechnerisch  seine  Lage  zu  bestimmen, 
beachten  wir,  dafs  der  Inhalt  des  Dreiecks  QNQ'  gleich  der  Summe 
der  Inhalte  von  QNM  und  Q'NM  ist.  Hiemach  erhalten  wir,  wenn 
QN^Ä  und  Q'N^B  ist: 
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A  rsma  -f-  Br^inß  =  ÄBBin(a  —  ß) 
oder: 

sin  a  j^  sin  |3 8in(a  —  ß) 

B      '    "J.'~  r 

Berücksichtigt  man 

wsina  =  w'sinjS, 

so  wird 

,Qx  n     .    n  n'cos^  —  wcosa 

V^>*  Ä'^B r  ' 

die  Schwesterfonnel  zu  (3). 

Ist  der  Objektpunkt  frei  von  Astigmatismus,  so  wird  J.  =  a. 

127.  Abbildung  durch  ein  sagittales  Bündel.  Wie  wir  schon 
unter  §  26  sahen,  ist  die  Strahlenvereinigung  im  Sagittalschnitt  von 
höherer  Ordnung  als  im  Meridionalschnitt,  indem  alle  von  P  (Fig.  98) 
ausgehenden  und  den  kleinen  Bogen  pq  durchdringenden  Strahlen  nach 
der  Brechung  im  Bildpunkt  Q'  vereinigt  werden.  Wir  fassen  jetzt 
in  Fig.  103  KNM  als  eine  feste  Rotationsachse  auf  und  bewirken  eine 
unendlich  kleine  Drehung  um  den  Winkel  d^,  dann  beschreiben  die 
Punkte '§  und  Q'  unendlich  kleine  Geraden  J  und  J\  die  senkrecht 
zu  QN  und  zu  Q'N  und  auch  senkrecht  zum  Hauptschnitt  sind.  Ist 
J  über  der  Papierebene,  dann  ist  J'  unter  derselben  und  umgekehrt. 
J  und  J'  können  aufgefafst  werden  wie  Objekt  und  Bild,  erzeugt 
durch  Sagittalstrahlen,  und  man  erkennt,  dafs  also  hier  einem  achsen- 
senkrechten Objekt  ein  achsensenkrechtes  Bild  entspricht,  eine  Eigen- 
schaft, die  den  meridionalen  BündeLa  fehlt.  Die  Gröfsen  J  und  J' 
verhalten  sich  nun  wie  die  von  Q  und  Q'  auf  die  Rotationsachse  ge- 
fällten Lote  QR  und  Q'R'  oder  wie  A^ma  :  -Bsin/3.    Demijach  ist: 

^Qv  J  ÄBina  An 

^^  T^B8mß~lBn' 

Nenne  ich  nun  in  Fig.  98  ^  NFq  =  w,  NQ'q  =  u  (der  Punkt 
F  in  Fig.  98  ist  identisch  mit  dem  Punkt  Q  in  Fig.  103),  so  hat  man: 

tgu  B 

tgw'         A ' 

wofür  man  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  u  und  w'  auch  —  setzen 
kann. 

Demnach  wird  Gleichung  (9) 

(10)  nJu  =  nJ'u\ 

eine  Beziehung,  die  auch  für  Paraxialstrahlen  gilt. 

128.  Brennweiten  der  Sagittalstrahlen.  Betrachtet  man  zwei  pa- 
rallel einfallende  Strahlen  eines  Sagittalbündels,  so  findet  man  sofort: 


und  analog 


■^0  ■"'  tgu'  "~  ' 
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Hier  sind  B^  und  A^  die  Schnittweiten  der  Brennpunkte  und  ä,  h\ 

Uy  xi  haben  analoge  Bedeutung  für  die  Sagittalstrahlen,  wie  wir  sie 

§125  für  Meridionalstrahlen  verwandt  haben. 

Aus  (8)  folgt  dann: 

/» nr 


r  = 


n'co8(J  —  ncosa 


rC  cos  j3  —  n  cos  a 
und  also  auch: 

(11)  ^  =  ^- 

Das  Sagittalbündel  zeigt  also  dieselben  Abbildungsbeziehungen  wie 
ein  Paraxialbündel. 

Auch  der  Lagrange'sche  Satz  gilt  für  die  sagittale  Abbildung  und 
zwar  in  voller  Strenge,  wie  Gleichung  (10)  lehrt. 

129.  Bestimmung  des  Astigmatismus  in  einem  Bündel,  ^das  ein 
System  von  brechenden  Flächen  durchdringt.  Ganz  ähnlich,  wie  wir 
Seite  78  (Fig.  65)  für  Paraxialstrahlen  ein  System  von  Gleichungen  auf- 
gestellt haben,  können  wir  dies  jetzt  für  ein  beliebiges  Bündel  thun, 
das  ein  System  von  Kugelflächen  durchdringt. 

Sei   in  Fig.  104  Pj  und  Q^  primärer  und   sekundärer  Bildpunki 


Fig.  104. 

eines  Bündels  im  ersten  Medium.     Nach  der  ersten  Brechung  bei  L^ 
entstehen  die  Bildpunkte  F^  Q^  u.  s.  w. 

Wir  haben  hier  angenommen,  dafs  schon  im  ersten  Medium  eine 
astigmatische  Diff'erenz  vorhanden  ist;  andernfalls  fallen  P^  und  Q^ 
auf  einander.  Die  Medien  haben  der  Reihe  nach  die  Brechungsexpo- 
nenten Wj  «2 . . .,  die  Flächen  die  Radien  r^7\  u.s.w.;  an  der  ersten  Fläche 
bei  ij  seien  Einfalls  und  Brechungswinkel  «^  und  ß^ ,  bei  ig  entsprechend 
«2  und  ß^  u.  s.  w.     Wir  setzen:  Zf^Lg  =  ^li  ^s^s  =  ^2  u.  s.  w. 

Wjj  cos  /3i  —  Wj  cos  «1  =  d'i 

n^  cos  ß^  —  n^  cos  «2  =  '^2 

u.  s.  w. 

Femer  sind  die  Schnittweiten  der  Meridionalstrahlen  für  die  Brechung 
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an  L^  durch  a^  und  h^  und  für  die  Sagittalstrahlen  durch  A^  und 
JB^  dargestellt. 

Wir  verfolgen  nun  getrennt  die  beiden  Teile  des  Bündels  und 

erhalten  für  x  +  1  brechende  Medien  nach  (3)  und  (8): 


=  *i 


Meridionaler  Teil. 

«,  cos  «1  *    ,    Wj  cos  /5j  • 

-  -r 


2 


*x-l  +  «X 


O, 


WjCOsa,*    ,    w,co8|3,' 


fl, 


6. 

50i 


^1 


-9-- 


n 


*x-i     n^cos-   * 


08 ax*     ,    ♦^x+icos^x^  ^  ^y. 


II 


Sagittaler  Teil, 
r. 


n 


n. 


^, 


"r     w~    — 


». 


B. 


A 
Ä 


+  ^ 
+  A 


n. 


n 


x  +  l 


^. 


I         I  7?  ^^ 


^x-J   +^x  =  *x-l- 


Diese  Formeln  dienen  zur  Peststellung  des  in  einem  Bündel  herrschen- 
den Astigmatismus".  Man  betrachte  dabei  zunächst  das  Bündel  wie 
einen  Strahl,  der  dann  als  Hauptachse  des  Bündels  aufgefafst  wird. 
Von  diesem  Strahl  werden  im  aUgemeinen  Richtung  und  achsiale  Schnitt- 
weite (die  Bestimmungsstücke  nach  §  139)  gegeben  sein.  Dann  be- 
rechnet man  nach  den  Formeln  (1)  Seite  161  die  Gröfsen  a  und  /3, 
wodurch  auch  die  Gröfsen  -ö-  bestimmt  sind  und  ermittelt  schliefslich 
nach  den  Formeln  (2)  desselben  §  die  Strahlenlängen  S. 

Sind  dann  a^  und  A^  im  ersten  Medium  bekannt,  so  geben  die 
Formeln  (I)  und  (11)  dieses  Paragraphen  durch  successive  Substitution 
schliefslich  die  Gröfsen  h^  und  B^  und  damit  die  astigmatische  Dif- 
ferenz J  =^h^  —  B^.  Ist  dieser  Weg  auch  etwas  mühselig,  so  ist 
es  doch  der  einzige,  der  im  allgemeinen  Falle  zum  Ziele  führt.  Den 
auf  diese  Weise  festgestellten  Astigmatismus  wollen  wir  „reinen  Astig- 
matismus« nennen. 

130.  Astigmatismus  im  Falle  der  Vernachlässigung  der  Strahlen- 
längen innerhalb  einer  dünnen  Linse.  Wie  wir  eben  sahen,  ist  die 
Feststellung  und  eventuelle  Beseitigung  des  Astigmatismus  auf  Grund 
trigonometrischer  Durchrechnung  ein  für  alle  Fälle  gültiges  Verfahren. 
Wir  wollen  hier  noch  einige  Betrachtungen   über  den  Astigmatismus 
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anknüpfen  unter  der  allerdings  ziemlich  weitgehenden  Voraussetzung, 
daTs  wir  die  Strahlenlängen  S  innerhalb  einer  Linse  gegenüber  den 
Radien  und  Schnittweiten  yemachlässigen,  d.  h.  die  GröJsen  d  der 
Null  gleich  setzen.  Die  Formeln  (I)  und  (11)  Seite  143  geben  dann 
für  zwei  brechende  Flachen: 


Meridionaler  Teil. 
n,  cos  of,  *         «3  cos  |3j  * <6'i 


a. 


fi^  cos  a. 


a. 


+ 


n,  cos  |J,  •        ^, 


Sagittaler  Teil, 
"i  _  ÜL  =  ?i 

***  4-  **'  =  ?l 
^,  "^  ^8         r,' 


Um  hieraus  die  Formeln  für  eine  in  Luft  befindliche  Linse  abzuleiten, 
setzen  wir 

^1  =  ^3  =  1;    W2  =  n;    «1=1?;    ^2  =  ^;    A  = «;    Bt  =  t 
und  erhalten  durch  Elimination  von  a^  und  A^ 

-ö*!  =  ncosßi  —  cos«! 

O^g  =  COS/Jj  —  WCOSOj. 

Ferner  ist  für  das  meridionale  Bündel: 

g  cosof,'        fi  cos^,*    '    r, 
und  für  das  sagittale  Bündel 


(1) 


1  cosa,  *  j^  1  C08/3,* 
p  cos  ft •    ' 


cosa. 


^+^  =  ?^  +  t' 


8 


« 


(2) 

131.  Fall,  dafs  das  Bündel  durch  den  optischen  Mittelpunkt  geht. 
Bei  als  unendlich  dünn  angenommenen  Linsen  fällt  der  optische 
Mittelpunkt  mit  dem  Punkt  zusammen,  in  dem  die  optische  Achse  die 

Linse  durchstöfst  (Seite  107). 
Wir  nehmen  an,  dafs  das 
Bündel  diesen  Punkt  durch- 
dringt, was  sich  praktisch 
dadurch  realisieren  lälst,  dafs 
man  eine  sehr  dünne  Linse 
bis  auf  eine  sehr  kleine  cen- 
trale  Offoung  abblendet. 

In  Fig.  105  sei  bei  S 
eine  solche  Linse  auf  der 
optischen  Achse  KK'  cen- 
triert.  Von  P  aus  falle  auf 
diese  unter  dem  Winkel 
PSK  zur  Achse  ein  Bündel,  das  nach  der  Brechung  die  beiden  Bild- 
punkte Pj  und  Q^  bildet,  so  dafs  die  astigmatische  Differenz 
SQi  —  SP^  ist.  Innerhalb  der  Linse  bildet  das  Bündel  mit  der 
optischen  Achse  den  Winkel  /j,  der  durch  die  Gleichung 


Fig.  105. 


Fall  eines  unendlich  weit  entfernten  Objektes. 
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(1)  8in/J  =  — sina 

bestimmt  ist.  Nach  der  Brechung  tritt  es  wieder  unter  dem  Winkel 
K'SP^  =  a  gegen  die  Achse  geneigt  in  Luft  aus.  Da  das  Bündel 
vor  der  Brechung  als  frei  von  Astigmatismus  (homocentrisch)  ange- 
nommen wird,  so  ist  hier  p  =  s.  Um  nun  die  Formeln  (1)  und  (2) 
in  130.  mit  den  jetzigen  Bezeichnungen  in  Einklang  zu  bringen, 
haben  wir  zu  setzen 

und  erhalten: 

d'i  =  n  cos  ß  —  cos  a 

d'^  ==  —  -O-j. 
Alsdann  werden  die  Formeln  (1)  und  (2)  in  130.: 


(2) 


1  j^  1  n  cos  ß  —  cos  a  / 1  1  \ 

p    '     g  cos  a*  \r,         rj 

und 

i  +  I  =  (ncos^  -  cos«)  (i  -  i) 


Die  Grrdfse  a  des  einfallenden  Bündels  ist  der  Natur  der  Aufgabe 
nach  hier  als  gegeben  zu  betrachten,  ebenso  die  Entjfemung  PS=p. 
Dann  geben  die  Formeln  (2)  dieses  Abschnittes  die  Gröfsen  8P^=q 
und  SQ^  =  t,  wofür  nach  (1)  dieses  Abschnittes  noch 


sma' 


n  cos  ß  =  Yn^- 

substituiert  werden  muTs. 

Übrigens  kann  man  die  Gleichungen  (2)  dieses  Abschnittes  auch  als 
die  Polargleichungen  der  astigmatischen  Bildkurven  auffassen,  indem 
S  der  Pol,  a  der  Polarwinkel  und  q  und  t  die  Vektoren  sind. 

132.  Fall  eines  unendlich  weit  entfernten  Objektes.  Ist  der 
leuchtende  Punkt  unendlich  weit  entfernt,  so  ist  ^^  =  oo  und  die 
Formeln  (2)  in  131.  ergeben,  wenn  man  noch  die  axiale  Brennweite 
der  dünnen  Linse  gemäfs  der  Formel 


einführt: 


(3) 


J  =  („_i,(A-l) 


Q  = 


t  = 


f{n —  1)  cosa* 
n  cos  |3  —  cos  a 

f(n-t) 


n  cos  ß  —  cos  a  ' 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

f{n —  l)sin^cosa' 


(4) 


4  = 


sin  (a  —  ß) 


Bin  (a  —  §) 


01.ich.D|  optiKhe  Abbildnngsl.hre. 


10 
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Aus  den  Formeln  (3)  und  (4)  ersieht  man  ohne  weiteres,  dafa  die 
astigmatische  Differenz  nur  dann  verschwindet,  wenn  a  und  ß  so  klein 
wird,  dafs  man  sin  a  mit  a  vertauschen  kann,  d.  h.  für  Paraxialstrahlen, 
da  für  keinen  endlichen  Wert  von  a  die  Gröfsen  q  und  t  einander 
gleich  werden  können. 

Beispiel.     Sei  z.  B.  n  =  1,6,  a  =  20°,  so  finden  wir: 

.     ^         sin  20« 
sm^  =  -^g-^. 

log  smß  =  log  sin  20«  =  9,53405  — 10 
-    log  1,6     =  0,20412 

9,32993  — 10 
ß  =  12^20,6'. 
Demnach  wird  a  —  ß  =  7^39,4'  und  es  wird: 

W  (^^-i)ji"/^  _    0,77815  —  1 
^    sin(a-^)  9,32993—10 

10,10808  —  11 
-    9,12483  —  10 
0,98345  -  1 
num.  0,9626 

Man  erhält  also  t  =  0,9626  •  f. 

Analog  ergiebt  sich  q  =  tcosa^  =  0,8500/*;  demnach  ist  die  Strecke 
P^Qi  in  Fig.  105,  d.  h.  die  astigmatische  Differenz  ^  =  0,1126/1 

133.  Die  astigmatische  Einstellungsdifferenz.  Denkt  man  sich 
(Fig.  105)  im  Brennpunkt  I  eine  achsensenkrechte  Ebene,  etwa  eine 
Mattscheibe,  auf  welche  man  das  Bild  eines  sehr  entfernten  Objektes 
auffängt,  so  wird  man  nur  in  der  Nähe  der  Achse  ein  scharfes  Bild 
haben.  Die  Bildpunkte,  welche  von  Strahlenbündeln  stärkerer  Neigung 
herrühren,  liegen  auf  zwei  astigmatischen  Bildflächen,  die  in  F  ihren 
gemeinsamen  Scheitel  haben  und  dort  von  der  Mattscheibe  tangiert 
werden.  Die  Punkte  P^  und  Q^  gehören  diesen  astigmatischen  Bild- 
flächen an.  Projiziert  man  die  Strecken  SQj^  =  t  und  8Pi  =  q  auf 
die  optische  Achse,  so  erhält  man  die  Punkte  V  und  W.  Man  müfste 
die  Mattscheibe  längs  der  optischen  Achse  der  Linse  um  das  Stück 
FV  nähern,  um  den  sekundären  Bildpunkt  Q^y  und  noch  um  das 
Stück  VW,  um  den  sekundären  Bildpunkt  scharf  zu  haben.  Die 
Strecke  VW  =  ^p  ist  ersichtlich  die  Projektion  der  astigmatischen 
Differenz  auf  die  optische  Achse,  man  nennt  sie  astigmatische  Ein- 
stellungsdifferenz. 

Wir  setzen  nun  8V=  t^,  und  erhalten: 

(5)  ^1»  =  ^  ^^^  ^• 

Dann  ist  nach  (4)  dieses  Abschnittes: 


Die  astigmatische  EinstellungsditTerenz. 


147 


(6) 


,    /*  (n  —  1)  ein  ^  COS  of /*(n  —  1  sin  cc  cos  cc 

P  Bin(a  —  ß)  nBm{a — ß) 

Beistehende  Tabelle  giebt  die  Werte  von  ~^=tp  f^r  einige  Neigungs- 
winkel a  (50, 10®,  20»,  30®,  40®)  und  für  die  Brechungsexpönenten  w  =  1,5; 
1,6;  1,7;  1,8;  2.  Der  Bequemlichkeit  halber  sind  auch  die  reciproken 
Werte  und  die  Logarithmen  von  t^,  sowie  die  Winkel  ß  und  a  —  ß 
beigefiigt. 

Ist  für  eine  bestimmte  Neigung  cc  \md  einen  bestimmten  Brechungs- 
exponenten n  der  Wert  för  -f  =  ^^  aus  der  Tabelle  entnommen,  so 
findet  man  weiter: 

COStt 

^  =  t'p  *  f'  cösa 

^  =  t  —  gr  =  — ^-      — 
^  ^  COS  a 

und  die  astigmatische  Einstellungsdifferenz: 

^P  =  /^'  ^psina^ 


(6a) 


t  = 


Tabelle  für  n  und  L  =  ^ r— 7 ^r — 

^  M  •  sin  (a  —  p) 


I.  a  =  5®,  sin^  = 


sin  6^ 
n 


n 

ß 

log«; 

'P 

1 

'P 

a^ß 

1,6 
1,6 

1.7 

1,8 
2,0 

3*19,8' 
3*  7,4' 
2*66,3' 
2*46,6' 
2*29,8' 

0,99699  —  1 
0,99748  —  1 
0,99729  —  1 
0,99736  —  1 
0,99786  —  1 

0,99310 

0,99427 

0,993876 

0,99394 

0,99392 

1,007 

1,0068 

1,00628 

1,0061 

1,00613 

1*40,2' 
1*62,6' 
2*  8,7' 
2*13,6' 

2*30,2' 

TT  tna     *    a        ßmlO* 

n.  a  =  10",  sin/3  = 


n 

ß 

log«; 

^, 

1- 

a^ß 

1,5 
1,6 

1,8 

2,0 

6*38,9' 
6*13,8' 
6*61,8' 
6*32,2' 

4*68,9' 

0,98902  —  1 
0,98916  —  1 
0,98962  —  1 
0,98974  —  1 
0,99166  "^  1 

0,97604 
0,97632 
0,97616 
0,97666 
0,98072 

1,0266 
1,0263 
1,0244 
1,0239 
1,0197 

3*21,1' 
3*46,2' 
4*  8,2' 
4*27,8' 
6«  1,1' 

10 
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m.  a  =  200,  sin/5  = 


sin  20* 
n 


n 

ß 

log*;, 

'; 

1 

a^ß 

1,6 

1,6 
1.7 
1,8 
2,0 

13*10,8' 
12*20,6' 
11*36,4' 
10*57,2' 
9*60,8' 

0,96629  —  1 
0,95644  —  1 
0,96743  —  1 
0,96830  —  1 
0,96980  —  1 

0,90218 
0,90456 
0,90662 
0,90846 
0,91160 

1,1084 
1,1066 
1,1030  . 
1,1008 
1,0970 

6*49,2' 
7*39,4' 
8*23,6' 
9*  2,8' 
10*  9,2' 

IV.  «  =  30^,  sin/J  = 


sin  80* 


n 


• 

n 

ß 

\0gtp 

*; 

1 

cc-ß 

1,6 
1,6 

1,7 
1,8 
2,0 

19*28,8' 
18*12,6' 
17*  6,3' 
16*  7,7' 
14*28,7' 

0,89769  —  1 
0,90021  —  1 
0,90032  —  1 
0,90467  —  1 
0,90798   1 

0,78998 
0,79472 
0,79492 
0,80273 
0,80906 

1,2669 
1,2683 
1,2580 
1,2467 
1,2360 

10*81,7' 
11*47,4' 
12*68,7' 
13*62,3' 
16*31,3' 

1,5 

1,6 

1,7 

1,8 
2,0 


V.  a  =  4(y>,  Bin/3  = 


sin  40* 
n 


26*22,4' 

23*41,2' 

22*13' 

20*66,4' 

18*44,8' 


0,81291  — 
0,81782  — 
0,82207  — 
0,82681  — 
0,83199  — 


0,65000 

,   1,5386 

14*37,6' 

0,66739 

f   1,6212 

16*18,8' 

0,66386 

1,5064 

17*47' 

0,66969 

1,49346 

19*  4,6' 

0,67919 

1,47234 

21*16,2' 

134.  Fall   zweier    dünnen  LiOisen.     1.   Meri.dionales  Bündel. 
Die  Radien  der  ersten  Linse  seien  r^  und  r^, 


;; 


77 


7} 


zweiten 


}) 


» 


Tg  und  r^. 


Einfalls-  und  Austrittswinkel  für  die  erste  Linse  (gegen  die  Radien) 
seien  a^  und  /3g,  für  die  zweite  Oj  und  /J^. 

Brechungsezponenten  der  beiden  Linsen  seien  n^  und  n,. 

Dann  hat  man  nach  Formel  (1)  des  Abschnittes  130 
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(7) 


für  die  erste  Linse: 

1    cos  a^^    ^^    1    cos  (J, * -O-j 

p^  cos  pi*    '     3i  cos  «,*         Tj  COS^j 


1  + 


^, 


für  die  zweite  Linse: 


». 


1    COS  Ofg  *  j^    1    COS  ^4 '  

P«  cos  pj*    •     q^  cosof^*        r,  cosß. 


i  + 


r,  COS  «2 


*4 


i} 


r^  cosjJ^* 

Femer  ist  q^  -f"  ft  diejenige  Strecke  des  Bündels^  die  zwischen  den 
beiden  Linsen  liegt.     Nennt  man  diese  £y  so  ist 

(7a)  q,  +p^  =  f. 

Die  Winkel  a  und  ß  sowie  die  Strecke  s  müssen  aus  der  gegebenen 
Position  des  leuchtenden  Punktes  und  der  Richtung  P^l  des  ein- 
fallenden Bündels  nach  Abschnitt  139  berechnet  werden^  indem  man  an 
Stelle  des  Bündels  einen  einzelnen  Strahl  als  Bündelachse  substituiert. 
2.  Sagittales  Bündel.  Man  erhält  analog  wie  im  vorigen 
Falle  nach  den  Formeln  (2)  des  Abschnittes  130: 


''  +- 
h   ^  t, 


(8) 


«i 


i 


?i  4_  ?« 


-I-  -i  =  ?i  4-  ?i 


135.  Fall,  dafs  die  Entfernung  der  Linsen  vemaclilässigt  wird. 
In  diesem  Falle  hat  man  £  =  0;  also  ist  nach  (7a)  und  (8) 

1.  Meridionales  Bündel.     Man  erhält  aus  (7)  zunächst: 


l  cosa,  *  CQS«,'  _|_    1   ^      ^, 

p^  cosPi*  cos^j 


,     1   ^  / ^ L       ^i      \  coscf^ 

Qi         Vi  cos^i'    '    r, costtjV  cosp,* 

1_     ,    JL^i^^sA*^^/»"  =  /__A \ ^4      \co3fc' 

2>j     '     q^  cosa^'cosffj'         Vr,  cos^j*  "'    r^coscr^V  cosocj' 


(9)     - 


r,  cos^j 
Durch  Addition  ergiebt  sich  wegen  gj  =  — P2' 

,*  ^  ?•,  COSOfjV  cos^,* 


1    COSOTj'cOSff,*    j^    1      008^4  COS^j*     

j?i  cos  öl  *  COS  p,  *         Qt  cos  «^  *  cos 


a,  *         \ri  cos  p, 

'    Vr,  cosßj*  "'    r^  cosa^V  cosof,* 


2.   Sagittales  Bündel.     Aus  (8)  folgt  sofort  wegen  ^1  =  —  s^ 


(10) 


s 


1   ii_,^^i^_i:?«i?4 


«, 


vro,  um  es  noch  einmal  zu  sagen^  ist 
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-O*!  =  n^  cos/Jj  —  cos«, 
#2  =  cos/Sjj  —  n^  cos«! 

0*8  =  Wj  COS^j  COSttj 

#4  =  CO8/34  —  Hg  cosa^ . 

Analog  wie  in  §  131  und  132  nehmen  wir  jetzt  an^  dafs  das 
Bündel  den  gemeinsamen  Scheitel  der  beiden  in  Kontakt  befindlichen 
Linsen  durchdringt. 

1.  Meridionales  Bündel.  Wir  stellen  uns  eine  unendlich 
dünne  Luftschicht  zwischen  den  Linsen  Tor.  Da  das  Bündel  ohne 
Ablenkung  durch  die  erste  Linse  geht^  kann  es  auch  von  der  zweiten 
nicht  abgelenkt  werden.     Man  hat  also: 

«1  =  ßt 

ßi  "^  ^8    ^egoii  des  Brechungsgesetzes 

A  =  ^4    wegen  des  Brechungsgesetzes 
und     «1  =  «3 

-d*!  =  —  O-g  ==  Wj  cos/Jj  —  cos«! 
0*3  =  —  ^4  =  Wj  cos/S,  —  cos«! . 

Bei  den  Gröfsen  a  können  wir  ohne  Gefahr  eines  MiTsyerständ- 
nisses  die  Indices  weglassen.  Li  den  Ausdrücken  ^^^  und  #,  sind  ß^ 
und  ß^  aus  den  Gleichungen 

sin  «1  =  n^  sin  ß^ 
und     sin  «1  =  Wj  sin  ß^ 

zu  entnehmen^  so  dafs  man  auch  schreiben  kann 

O"!  =  —  ^2  =  n^y  1  —  ^-^ cos  a  =  ]/wi* —  sina* —  cos«  =  \ 

und   '9'g  =  —  -0*4  =  "l/wg*  —  sin a*  —  cosa  =  ^2. 

Dann  giebt  Gleichung  (9)  für  das  meridionale  Bündel 

(11)  l  +  i  =  i(i._l)+  Z,7i._I) 

oder,  wenn  man  die  Brennweiten  der  Einzellinsen  einführt: 

a2^  -  -^  -  =  ^'  .  i-  4-  -^«  1 

^      ^  i'i         3i         (n,-l)co8a«     /;   "^(«,-1)008««     /i  ' 

2.  Für  den  Sagittalschnitt  erhält  man  analog: 

(13)  i  +  i  =  _i^i_..;  +,j^._..i.. 

^     ''  «.  ^  <,         n,-l     /;  ^«,-1     /, 
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Für  ein  bestimmtes  n  und  a  kann  man  aus  der  Tabelle  in  133. 
wieder  den  Wert  fp  für  jede  einzelne  Linse  entnehmen.  Bezeichnet 
man  diese  Werte  mit  tp^  und  /p^,  so  ist: 

/H  ä\                            N.  cos«  j         iV,  cos« 

(14)  '—  =  --,--     und     -     •-  =  ——• 

^  Pi  *  Pi 

136.  Fall  beliebig  vieler  sebr  dünner  Linsen,  deren  Entfernung 
von  einander  vernachlässigt  wird.  Die  Formeln  (12)  und  (13)  zeigen 
deutlich  das  Gesetz  für  ein  System  von  beliebig  vielen  (m)  Linsen, 
deren  Abstand  von  einander  vernachlässigt  wird. 

Man  erhält;  wenn  man  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes 
voin  optischen  Mittelpunkt  und  die  zugehörige  Bildweite  für  meri- 
dionale  Strahlen  mit  p  und  qy  für  sagittale  mit  s  und  t  bezeichnet: 


(15) 


i  J-  \  —  —^-    VT     ^k 


wo  sich  die  Summ'ation  von  Je  =  1  bis  A:  =  w  erstreckt,  f  die  Brenn- 
weite der  Einzellinsen  und  a  der  Neigungswinkel  des  einfallenden 
Bündels  gegen  die  optische  Achse  bedeuten,  wobei  noch  ist: 

(16)  Njt  =  Yfh^  —  sin  a^  —  cos  cc . 

Geht  das  Bündel  nicht  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  des 
Systems,  sondern  durch  eine  beliebige  andere  Stelle,  so  lassen  sich 
derartige  einfache  Beziehungen  wie  (14)  und  (15)  nicht  mehr  auf- 
stellen. Will  man  sich  auch  in  diesem  Falle  von  dem  Stande  des 
Astigmatismus  überzeugen,  so  mufs  man  einen  Strahl  (der  als  Haupt- 
achse des  betreffenden  Bündels  angesehen  werden  mufs)  trigonometrisch 
etwa  nach  den  Anweisungen  des  Abschnittes  139  durchrechnen  und 
die  Gröfsen  a  und  ß  an  den  verschiedenen  Grenzflächen  bestimmen. 
Dann  liefern  die  Formeln  (15)  und  (16)  die  Lage  des  primären  und 
sekundären  Brennpunktes.  An  einem  photographischen  Objektiv  werden 
wir  in  einem  einfachen  Falle  eine  solche  Rechnung  durchführen.  Für 
den  sekundären  Bildpunkt  jedoch,  der  wegen  des  höheren  Grades 
seiner  Strahlenvereinigung  besonderes  Interesse  beansprucht,  lassen 
sich  die  Betrachtungen  noch  erweitem.    (Siehe  138.) 

137.  Theorie  der  Eomabildung  in  unendlich  dünnen  Bündeln  nach 
Abbe.  Li  unendlich  dünnen  Bündeln,  die  aber  endliche  Achsenneigungen 
haben,  ist  der  sagittale  Teil,  wie  mehrfach  bemerkt,  symmetrisch  zur 
Achse,  der  meridionale  dagegen  nicht,  weil  benachbarte  Strahlen,  die 
in  demselben  Hauptschnitt  verlaufen,  von  einander  verschiedene  Ein- 
fallswinkel haben.  Dem  entspricht  die  Thatsache,  dafs  wenn  wir  uns 
ein    zu    dem    eben   betrachteten  benachbartes   Meridionalbündel  vor- 
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stellen,  sein  Bildpunkt  um  eine  Gröfse  erster  Ordnung  yom  Bild- 
punkt des  ursprünglichen  Bündels  entfernt  liegt  Diese  kleine  Strecke 
ist  ein  Bogenelement  der  kaustischen  Kurve,  welche  durch  alle  von 
einem  Punkte  ausgehenden  und  in  derselben  Hauptebene  verlaufenden 
Meridionalstrahlen  gebildet  wird.  Man  kann  auch  sagen^  dafs  es  das 
„Koma"  des  unendlich  dünnen  Bündels  ist. 

Abbe  hat  nun  die  Yerundeutlichung  durch  eine  derartige  Koma- 
bildung, welcher  ein  abzubildendes  Objekt  in  einem  solchen  Bündel 
unterworfen  ist,  ganz  allgemein  algebraisch  formuliert  unter  Belassung 
endlicher  Werte  für  die  Neigungen  des  Bündels  zur  Achse  und  zu  den 
Krümmungsradien.  Wir  folgen  hier  der  Abbe'schen  Darstellung,  wie 
sie  von  Czapski:  „Theorie  der  optischen  Instrumente"  S.  116  u.  f. 
gegeben  ist. 

Zunächst    sei    in   Fig.  105  a   ein   unendlich    dünnes    einfallendes 

Meridionalbündel  dargestellt,  des- 
sen Bildpunkt  A  wir  entsprechend 
der  Abbe'schen  Zählweise  rechts 
von  der  brechenden  Fläche  an- 
nehmen, damit  wir  die  Schnitt- 
weite PA  '=  t  in  der  Figur  als 
positiy  annehmen  können,  (t  ist 
hier  nicht  zu  verwechseln  mit 
dem  sagittalen  t  des  §  136.) 

PM  =  QM  =  r  =  Radius  der  brechenden  Fläche 
^PMQ  =  dq) 
^PAQ  =du 

<^ -4P Jf=  Einfallswinkel  ==  i  (früher  mit  a  bezeichnet) 
^AQM  =  i-{-di 
PQ  =  Bogenelement  des  Hauptschnitts  der  brechenden  Fläche  =  rf5. 
Fällt  man  dann  noch  das  Lot  QE  von  Q  auf  PA,  so  ist  noch: 

^PQE=i, 
Nach  der  Figur  ist  nun: 

<^  AKM  =  i  +  dgj  =  i  +  rfi  +  du, 
also:  d(p  =  di  -{-  du 

und  weiter: 

QE  ==  tdu  ==  ds  cos  i 
imd  ds  =  rd<p. 

Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  folgt  noch 
(2)  tdu  =  r  cos i dtp 

und 


Fig.  105  a. 


(1) 


Theorie  der  Komabildung  in  unendlich  dünnen  Bündeln  nach  Abbe.     153 

/q\  d*     1         cos» 

^   ^  rd(p  r  t 

Abbe  geht  nuii  von  der  optischen  Invariante  für  Strahlen  end- 
licher Neigung  aus  und  setzt: 

(4)  ^  =  w  sin  i  =  n'  sin  /, 

wo  das  Zeichen  Q  nicht  mit  dem  Buchstaben   Q  der  Figur  zu   ver- 
wechseln ist. 

Aus  (4)  folgt  sofort: 

^  -  =  n  cos  ^  •  3— ,  also  zufolge  (3) 

/  i   \  ^  dQ  ./l  co8t\         jr.j 

Durch  Differentiation  entsteht  hieraus: 

d(^ / 1         cos  A  .     .  di 

d(p  \r  t    1  d(p 

^  cos  i  ^  cos  t 

t         di  ,       t  dt 

—  ncosi  --.--j ncoBi     o .    •  -?— 

et       dtp  et       dtp 

und  zufolge  (3) 

/l         cost\9  •     •    I  .sin«  (2t     ,    ncost*  dt 

=  _  r  (-  _  --j  «  .  gm»  +  «  cost-^  ^  +  -p-  ^ 

/l         co8»\2  .        /l         cos A  sin i    I    wcost*  dt 

- — ^(7----)  +"«««^-''(T--r)-r  +  -F-d;^- 

Führt  man  die  Gröfsen  Q  und  ^  ein  und  berücksichtigt  (2) 

(6)      |g__,.c.(i-5<»i)'  +  ,.«.«..A  +  ,.i^-i!£. 

Unsere  Aufgabe  ist  nun^  die  Gröfse  dt,  die  Zunahme  von  t  dar- 
zustelleU;  wenn  ein  Meridionalbündel  von  der  Schnittweite  t  in  ein 
anderes  benachbartes  von  der  Schnittweite  t  -{-  dt  übergeht.  In 
Figur  105b  ist  wieder  ein  einfallendes  Bündel  FAQ  dargestellt, 
jetzt  aber  aufserdem  noch  das  diesem  Bündel  benachbarte  QBR, 
dessen  Randstrahl  RB  verlängert  PA  in  C  schneidet.  Von  B  und 
Q  sind  noch  die  Lote  BD  und  QE  auf  AP  gefällt  und  in  C  ein 
unendlich  kleines  Lot  CN  errichtet.  Wir  setzen  nun,  was  bei  dem 
Grade  der  hier  vorausgesetzten  Genauigkeit  gestattet  ist: 

CA  =  CB=CD  =  dt 
CN=dl 
PQ  =  BQ  =  ds 
und  aufserdem,  wie  vorher: 

<  QAP  =  du 

^  QMP  ==  dtp 

^PQE  =i. 
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Beim  Übei^ang  von  einem  Bündel  zum  benachbarten  ist  PA  =  ^  in 
QB  übergeführt,  welch  letztere  Gröfse  wir  konsequenter  Weise  mit 
t-^  dt  bezeichnen  müssen. 

Statt  QB  können  wir  hier  aber  auch  die  Projektion  dieser  Strecke 
auf  PA,  d.  h.  die  Strecke  ED  setzen,  so  dafs  also 

—  dt  =  AP  —  ED  =  PE  +  DA  =  PE  +  2CA  ist. 

Nun  hat  man  nach  Figur  105  b 

PE  ^=  r  8in.idq> 
und  erhält: 

rf<  =  —  2dt  —  rd(p  sin  i ; 

hieraus  folgt  unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  (2): 

dt  ^dt         t  sin« 

du  du         C08* 

und  Gleichung  (5)  liefert 

N   /  r    d(p  r^    ^       ^  ^    nt  V     du 

Wäre  man  von  der  Gleichung 

^  =  H  sm  % 

ausgegangen,  so  wäre  man  zu  einer  ganz  analogen  Gleichung  wie  (6) 
gelangt,  in  der  die  Gröfsen  r,  n,  i,  i,  dr,  rfw  durch  die  entsprechen- 
den gestrichenen  Buchstaben  ersetzt  wären.  Diese  Gleichung  bezieht 
sich  dann  auf  das  gebrochene  meridionale  Bündel.   Man  hat  also  auch: 

(7)  >  if-  =  -  -^-  +  3  qq^  -%  -  2«  '=?!r  T-  • 

^  ^  r     dcp  r^    *       ^^    n  t  t^     du 

Durch  Gleichsetzung  von  (6)  und  (7)  erhält  man,  wenn  man  wieder 
die  Abbe'sche  Schreibweise  X' — X  =  z/(X)  einführt: 

w  ■^(»^n)-4««'0- 

Nun  ist  weiter  nach  Figur  105  b 

dl  =  dt '  du. 

Unter  Berücksichtigung  von  (1)  und  (2)  wird 

cos  %         du         du 
t  rdtp        ds 


Außerdem  ist: 


dt         dl 


du       du 


t 


und  man  hat: 

cosi'     dt  /du\5   dl 


cosi'     dt  /du\^   dl  1     /     j  \  71 
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Demnach  wird  Gleichung  (8) 

(9)  -^^,Jindudl)^lQQ^j(^;)- 


Flg.  105  b. 

Die  Gröfse  ndu  spielt  hier  wieder  die  Rolle  der  numerischen 
Apertur  und  dl,  die  Projektion  des  Linienelementes  der  Eaustik  auf 
eine  durch  C  gehende  zur  Bündelrichtung  senkrechte  Ebene^  wollen 
wir  als  Äquivalent  eines  Bildpimktes  auffassen;  dl  spielt  also  hier 
eine  ganz  analoge  Stelle^  wie  der  Radius  des  Zerstreuungskreises  bei 
der  Darstellung  der  sphärischen  Aberration  auf  der  Achse.  Diese 
Annahme  empfiehlt  sich  um  so  mehr^  als  wir  sahen^  dafs  bei  der 
Abbildung  durch  Meridionalbündel  gerade  für  diese  Projektionen  nach 
(5a)  Seite  137  der  Lagrange -Helmholtz'sche  Satz  gilt,  und  wir  hier 
infolge  dessen  eine  ganz  analoge  Betrachtungsweise  anwenden  können, 
wie  bei  der  sphärischen  Aberration  auf  der  Achse. 

Gleichung  (9)  möge  also  für  die  7^**^  Brechung  gelten,  zu  wel- 
chem Zweck  wir  uns  an  alle  Gröfsen  den  Index  k  angefügt  denken 
können.    Dann  ist  in  (9)  zu  setzen: 

z/  (w  du  dl)  =  njt_|_i  duk  dlk  —  Uk  duk  dh 

und  nach  dem  Satz  von  Helmholtz-Lagrange  wird 

W;t_l_i  dUk  dlk  =  91%  dui  dli 

Uk  dUk  dlk  =  Wi  dui  dli , 

wo  also  n^  und  du^  Brechungsexponent  und  halbe  Öffnung  des  Bündels 
im    ersten   Medium   und   dl^  und    dk^    die   Objektgröfsen   im   ersten 
Medium   sind,    deren  Bildgröfsen  nach  resp.   vor   der  Ä**°  Brechung 
gerade  gleich  dlk  resp.  dh  sind. 
Setzt  man  noch: 

dl^  —  dX^  =  /l{l), 
BO  wird  Gleichung  (9) 


^,  «X  du,  z/  (0  =  I  Q,Q.^J  (^)^ 
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(10)         und  ^(0  =  1  («,  dn,y  {^) '  Q,  Q,^  J  (l)^  • 

Nach  Gleichung  (1)  ist  nun: 

du,  =  -Y^ 

und  demzufolge  wird  Gleichung  (10) 

(11)  Jil)  =  l  («xd«,)*(^-J(^)'<2* 0*^^(4- 

Für   zwei   aufeinander  folgende  Brechungen  gilt  nun  die  leicht 
ersichtliche  Beziehung 


^h  h        cost;_j 


rf«^._i         ^;_i       cos^-t 


Durch  successiye  Anwendung  dieser  Formel  findet  man: 

^h  h       *it-i  /,'    ^  co8t;_i     co8t;_2        costV 

ds,         ^'k-i      *i— 2  *i  cost^        co8»^_j  cosij 

Sind  also  in  dem  Bündel  die  Schnittweiten  t  und  die  Winkel 
i  und  V  etwa  durch  trigonometrische  Rechnung  bestimmt;  so  dient  die 

letztere  Formel  zur  Bestimmung  von  t—  ,  wodurch  dann  der  Ausdruck 

unter  (11)  berechenbar  wird. 

Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  wie  auf  Seite  129  erhält 
man  für  die  durch  die  Jc^  Brechung  herbeigeführte  Änderung  der  auf 
das  Objekt  zurückbezogenen  Zerstreuungslinie  in  angularem  Mafse: 

um  die  Gesamtwirkung  der  durch  alle  m  Flächen  herbeigeführten 
Gröfsen  z/(i)  resp.  z/(e)  zu  erhalten,  müssen  in  den  Formeln  (11) 
resp.  (12)  für  k  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  m  gesetzt  und  die  so 
erhaltenen  Ausdrücke  summiert  werden. 

Damit  die  Summe  dieser  Änderungen  verschwindet,  in  dem  be- 
trachteten Bündel  also  das  „Koma''  aufgehoben  ist,  hat  man  also 
sowohl  für  Objekte  in  endlicher  wie  in  unendlicher  Entfemimg  die 
Bedingung : 

Für  ein  System  unendlich  dünner  in  Kontakt  befindlicher  Linsen, 
bei  dem  das  Bündel  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  geht  und  das 
nur  sehr  geringe  Neigung  i^  gegen  die  Achse  hat,  ist  zunächst  nach  (4): 

Qk  =  nkik . 

In  diesem  Falle  ist  aber  ersichtlich:  fikit  =  Wiii,  weil  der  Brechungs- 
winkel der  Jc^^  Fläche  mit  dem  Einfallswinkel  der  k  -f-  1**^  Fläche 
gleich  grofs  ist. 
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Ferner  kann  man  für  alle  Zahlen  k  die  Gröfsen  cos  4  und  cos  tV 
unter  diesen  Umständen  gleich  Eins  setzen  und  die  Schnittweiten  t 
durch  die  Schnittweiten  s  für  Paraxialstrahlen  ersetzen. 
Dann  wird  Oleichung  (4  a) 

^  =  ''('-7)   ^d  allgemein:  (^^  =  n*  (^^  -  ;i)  • 

I^ür  Ql  wollen  wir  in  Folgendem  Q^  schreiben,  um  mit  den  Be- 
zeicbungen  des  Abschnittes  118  über  spärische  Aberration  auf  der 
Achse  in  Übereinstimmung  zu  kommen.  Dann  wird  (13)  nach  Unter- 
drückung des  konstanten  Faktors  n^i^^ 

indem  wir  die  Gröfse  dbk  =  hk  gesetzt  haben. 
Hierbei  ist  also: 

(lo)  j-  ==  — , •  •    '  5 

femer: 

und  tik  =  «*— 1. 

AuTserdem  besteht  die  Gleichung 

Sk  =  s'k-i  —  rf*-i, 

wo  d*_i  die  Achsenentfernung  der  k — 1^^  Fläche  von  der  ä**^  ist. 
Ist  rft_-i  ==  0,  so  wird  5*  =  si— 1;  demnach  wird  für  ein  System  un- 

endlich  dünner  in  Kontakt  befindlicher  Linsen:  —  =  1  und  man  hat: 

(16)  0  =2'«*^  ü; 

138.  Theorem  über  die  SagittalstraUen.  In  Fig.  106  sei  AB 
eine  optische  Achse  und  in  S  befinde  sich  ein  aus  zwei  dünnen  Linsen 
bestehendes  System^  deren  Entfernung  Yon  einander  vernachlässigt 
werde.  Denken  wir  ims  das  System,  etwa  durch  eine  kreisförmige 
Blende  bei  T,  bis  auf  eine  sehr  kleine  Öffnung  abgeblendet.  Von 
P  aus  dringe  durch  diese  Blende  ein  Strahlenbündel,  dessen 
sagittalen  Teil  wir  vorher  unter  der  Voraussetzung,  dafs  wir  die 
Strahlenwege  innerhalb  der  Linse  vernachlässigen  können,  näher  ver- 
folgen. Die  Sagittalstrahlen  mögen  bei  Q  die  Linsen  durchdringen 
und  in  P'  einen  Bildpunkt  bilden.  Schliefslich  soll  noch  das  Bündel 
nach  der  Brechung  die  Achse  in  B  schneiden. 

Setzt  man  PQ  =  s^ 

so  ist  nach  (10)  (Seite  149) 
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1 

8 


wo  die  Gröfsen  %  nur  von  den  Brechungsexponenten  und  den  Ein- 
falls- und  Brechungswinkeln  an  den  verschiedenen  brechenden  Flachen 
abhängen.    Bewegt  sich  jetzt  P  in  Richtung  PQ^  so  verändert  auch 


Fig.  106. 

P'  seine  Lage  auf  der  Bündelachse^  dabei  verändern  sich  aber  die 
Gröfsen  -d-  und  r  nicht.  Ist  P  nach  T  gelangt,  so  mufs  P'  nach  R 
gekommen  sein,  denn  wir  haben  früher  gesehen,  dafs  ein  von  einem 
Punkte  der  optischen  Achse  ausgehendes'  Bündel  seinen  sekundären 
Bildpunkt  wieder  auf  der  optischen  Achse  hat,  nämlich  an  der  Stelle, 
wo  das  gebrochene  Bündel  diese  optische  Achse  AB  schneidet. 
Nennt  man  nun  TQ  =  s^ 

so  müssen  diese  Gröfsen  s^  und  ^^  der  obigen  Gleichung  für  5^  und  t^ 
ebenfalls  genügen  und  wir  haben 


also  ist  auch 

(I) 


1j_  i=,  V«: 

8„  ^  t»         -ÄJ  r 


i  +  i- 


t 


'   +   ' 


«« 


«1         •         «« 

Wir  haben  Gleichung  (I)  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet,  dafs 
nur  zwei  dünne  Linsen  vorhanden  sind.  Wie  aber  aus  dem  Gange  der 
Entwicklung  hervorgeht,  gilt  diese  Gleichung  auch  für  beliebig  viele 


Fig.  107. 


dünne  Linsen,  falls  wir  die  Strahlenwege  innerhalb  der  Linsen  ver- 
nachlässigen dürfen,  da  die  Form  der  Gleichung  für  ein  derartiges 
System  bestehen  bleibt. 
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Hieraus  fliefst  folgende  Konstruktion  des  sagittalen  Bildpunktes^ 
Ist  PTQ  die  von  P  aus  einfallende  Bündelachse^  so  berechne  man 
(etwa  auf  trigonometrischem  Wege)  die  Richtung  und  den  Achsen- 
schnittpunkt R  des  zugehörigen  austretenden  Strahles.  Die  Halbierungs- 
linie  des  Winkels  PQR  schneide  die  Achse  in  U.  Der  Schnittpunkt 
der  verlängerten  Strecke  PU  schneidet  QR  in  dem  Bildpunkt  P\ 

Beweis:  Es  ist  Dreiecksfläche  PQP' =  PQU -{- P'QÜ 

und        „  TQR  =TQV  +RQU. 

Drückt  man  diese  Beziehungen  trigonometrisch  aus,  so  wird^  da 
man  hat: 

PQ  =s,       TQ  =  s^    und    ^PQü=^P'QlT=a 

P'Q  =  t,      RQ  =  t^ 

Qü=m, 

s^m  sin a  -f-  ^w  sin a  ==  s^i^  sin 2 cc 

SqW  sin  a  -\-  t^m  sin  a  =  s^t^  sin  2a 

oder: 

1     ,     1   2c08a 

«1      "  «,  w 

1   ^^   1   2  coaa 

woraus  sich  sofort  Gleichung  (I)  ergiebt. 
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139.  TrigonometrisclLe  Formeln  znr  Durclireclmung  eines  Strahls 
dnrcli  ein  System  nnd  znr  Feststellnng  der  Aberrationen  von  Strahlen 
bedeutender  Acbsenneignng.  Um  einen  Strahl  trigotiometrisch  durch 
ein  System   zu  verfolgen,  genügt  es,  die  Formeln  für  die  Brechung 


Fig.  108. 

an  einer  Fläche  anzugeben,  da  die  wiederholte  Anwendung  derselben 
immer  zu  dem  gewünschten  Resultat  führt.  Wir  formulieren  die 
Aufgabe  so,  wie  sie  in  der  praktischen  Optik  sich  fast  immer  bietet. 

Ein  Strahl  im  Medium  mit  dem  Brechungsexponenten  n  schneidet 
die  Achse  im  Punkte  Ä  und  bildet  mit  ihr  den  Winkel  q>.  Von  der 
Fläche,  an  der  er  jetzt  gebrochen  werden  soll,  hat  er  die  Entfernung 
AS  (Fig.  108)  auf  der  Achse,  während  er  diese  Fläche  selbst  in  L 
schneidet,  wo  er  den  Einfallswinkel  und  Brechungswinkel  a  und  ß 
bildet.  Nach  der  Brechung  trifft  er  die  Achse  in  einem  Punkte  Äj^ 
und  die  nächste  Fläche  mit  dem  Achsenschnittpunkte  5^  im  Punkte 
L^]  dabei  ist  er  in  das  neue  Medium  mit  dem  Brechungsexponenten 
nj  eingedrungen,  das  zwischen  S  und  S^  liegt. 

Das  System  wird  hierbei  als  bekannt  vorausgesetzt.  Aufser  den 
Brechungsexponenten  n  sind  also  die  Radien  r  und  die  Entfernungen  d 
der  Flächen  von  einander  zahlenmäfsig  gegeben.  Zur  Bestimmung 
des  betreffenden  Strahls  sind  also 

gegeben:  ^tp   und  Entfernung  AS, 
gesucht:    ^tp^    „  „  A^Si, 

Alsdann  bietet  die  Rechnung  für  die  nächste  Fläche  nur  die 
wiederholte  Ausführung  der  soeben  gelösten  Aufgabe.     Die  Reihen- 
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folge  der  Operationen  ergiebt  sich  aus  der  Figur,  wie  folgt,  wenn 
man  SS,  =  d  setzt: 

ÄM=ÄS-{-r 

AM  sing? 

r 


(1) 


sin  a 


sin  ß  = 


n  sin  a 


q>i  =  cc  —  ß  —  (p 


MA, 


r  sin  ß 


sm  cpi 

SÄ,  =  r  +  MÄ, 
A^S,  =  d  —  SAi . 

Die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  Vorzeichen  sind  dem 
Strahlengange  der  Figur  entsprechend  angenommen  und  müssen  bei 
anderer  Lage  des  Punktes  A  und  der  Fläche  entsprechend  geändert 
werden. 

Femer  ergiebt  sich  aus  der  Figur  108 


und 


LA,= 
L,A,= 


rj  sin  (a  —  q>) 
sin  9j 

rijin(ai— jPi) 
sin  9i 


Daraus  folgt  die  „Strahlenlänge''  im  Medium  mit  dem  Brechungs- 
exponenten w^: 

(2)  LL   =  r  sin  (tt  —  y)  +  r^  sin  {a^  —  yj  ^  ^ 

V   /  1  sin  qpj  ' 

die  jetzt  ebenfalls  bekannt  ist^  nachdem  mittels  Gleichungen  von 
der  Form  (1)  auch  a,  festgestellt  ist. 

Hat  man  auf  diese  Weise  den  Punkt  ^;t+i  ^^^  damit  die  Schnitt- 
weite Sj^Ai^^i  im  Ä  -(-  1****  Medium  festgestellt  und  hat  nach  den 
Formeln  für  Paraxialstrahlen,  §  76,  die  Schnittweite  bj^  berechnet,  so 

giebt  die  Gröfse  6^  —  ^k^k+i  ^^^  Gröfse  der  sphärischen  Aberration 
für  den  berechneten  Strahl  endlicher  Neigung.  Diese  Methode  ist 
besonders  geeignet,  um  sich  für  weitgeöflEuete  Systeme  mit  bedeuten- 
den Strahlenneigungen  Rechenschaft  über  den  herrschenden  Aber- 
rationszustand zu  geben,  zumal  in  diesen  Fällen  die  Theorie  der 
„Aberrationen  erster  Ordnung*^  nicht  mehr  zufriedenstellende  Resultate 
geben  kann.  Indem  man  die  Radien  und  Dicken  ändert,  gelingt 
es  fast  immer  nach  einigem  Probieren,  den  Schnittpunkt  des  Rand- 
strahls mit  dem  letzten  Bildpunkt,  mittels  Paraxialstrahlen  erzeugt, 
nahezu  zum  Zusammenfallen  zu  bringen,  so  dafs  also  bj^=  /Sjt-^*+i  i^^- 
Dies  ist  die  heute  ganz  allgemein  zur  Anwendung  gebrachte  Methode 


Gleichen,  optische  Abbildangslehre. 


11 
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der  Darchrechuung,  and  hiermit  häi^  der  grofse  Fortechritt  der 
suBführenden  Optik  in  der  neueren  Zeit  eng  zuaamtuen.  Innerhalb 
ihres  allerdings  sehr  beschränkten  Gültigkeitsbereichs  hat  die  Methode 
der  „Aberrationen  erster  Ordnung"  den  grofsen  Vorzug,  dafs  sie  direkt, 
ohne  Tatonnement  die  günstigsten  Konstruktionadaten  des  betreffenden 
Systems  errechnen  ]MBt. 

Fall,  dafs  der  Strahl  achsenparallel  auf  das  System  fällt.  Bei 
mehreren  Arten  optischer  Systeme,  wie  z.  B.  Femrohrobjektiven,  pho- 
tograpbischen  Objektiven,  mufs  man  in  erster  Linie  Strahlen  berück- 
sichtigen, die  parallel  zur  Achse  in  einer  gewissen  Höhe  h  die  erste 
Fläche  des  Systeme  durchdringen.  Wäre  in  Fig.  108  der  Strahl  AL 
achsenparallel,  A  also  unendlich  entfernt,  so  wäre  -^  LMS  ^  a  und 
man  hätte  direkt: 
(3)  sina  =  y. 

Ist  auf  diese  Weite  tt  bestimmt,  so  rechnet  man  weiter  nach  den 
Formeln  (1)  dieses  Paragraphen,  und  zwar  von  der  dritten  an.  Dabei 
ist  anfserdem,  da  das  erste  Medium  Luft  ist,  n  ^  1  zu  setzen. 

140.  Die  spliärische  Aberration  auf  der  Achse  bei  endltcher  Öff- 
Eung  des  Systems.    Die  Berechnungen  über  sphärische  Korrektion  von 
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Achsenpnnkten  im  nennten  Kapitel  galten  nur  für  den  Fall,  dals  die 
relativen  Oi&iungen  gering  waren,  was  z.  B.  für  Femrohr  objektive 
zutrifft.  Für  Systeme  mit  gröfseren  üfinungen  wie  z.  B.  photogra- 
phische Objektive   werden   diese  Betrachtungen  ziemlich   wertlos.     In 
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Figur  109  ist  die  Form  des  austretenden  Bündels  gezeichnet,  wie  es 
etwa  eine  einfache  GonTexlinse  zeigt.  Der  Einfachheit  halber  nehmen 
wir  an,  dafs  das  einfallende  Bündel  parallel  zur  Achse  sei.  Auf 
der  linken  Seite  der  Figur  sind  auf  jeder  Seite  der  Achse  fünf 
solcher  Strahlen  1,  2, ...  5  gezeichnet.  Nach  dem  Durchgang  durch 
das  System  wird  eine  diakaustische  Linie  gebildet  mit  der  Spitze  F\ 
in  welchem  Punkte  sich  der  bildseitige  Fokus  für  paraxiale  Strahlen 
befindet.  Die  Strahlen  1  ...  5  schneiden  die  Achse  in  den  durch 
1...5  markierten  Punkten  und  sind  Tangenten  an  diese  Kurve; 
KL  soll  die  letzte  brechende  Fläche  andeuten.  Die  von  den  bildseitigen 
Strahlen  gebildete  diakaustische  Linie  ist  schon  für  eine  einfache 
Konvexlinse  auf  analytischem  Wege  kaum  noch  übersichtlich  darzu- 
stellen. Für  den  Fall  der  Reflexion  an  einem  Kreise  hatten  wir  eine 
Epicykloide  gefunden.  Für  Systeme  aus  mehreren  Linsen  wird  die 
analytische  Gleichung  aufserordentlich  kompliziert  und  für  jede  Dis- 
kussion ungeeignet.  Man  wendet  deshalb  ein  anderes  Mittel  an,  um 
sich  über  den  Korrektionszustand  in  der  Nähe  des  Fokus  zu  orien- 
tieren. Die  einfallenden  achsenparallelen  Strahlen  denken  wir  uns 
in  den  Bildraum  hinein  verlängert.  Eine  Senkrechte  zur  Achse  in  F' 
sei  die  Ordinatenachse,  die  optische  Achse  selbst  die  Abscissenachse.  In 
den. bildseitigen  Achsenpunkten  1, ...  5  errichten  wir  Achsensenkrechte, 
bis  sie  die  oben  angedeuteten  Verlängerungen  schneiden.  Diese 
Schnittpunkte  nennen  wir  I ...  V.  So  ist  also  III  der  Schnittpunkt 
des  einfallenden  Strahles  3  mit  dem  Lot  im  Achsenpunkte  3  u.  s.  w. 
Die  Verbindungslinie  der  römischen  Zahlen  liefert  eine  krumme  Linie, 
die  Aberrationskurve,  welche  ein  deutliches  Büd  von  dem  Aberrations- 
zustande giebt.  Die  Abscisse  eines  beliebigen  Punktes  ist  die  Längen- 
aberration eines  Strahles,  die  Ordinate  liefert  die  zugehörige  Ein- 
fallshöhe. Die  Figur  zeigt  den  Fall  der  „Unterkorrektion",  die  höher 
einfallenden  Bündel  schneiden  in  Punkten  die  Achse,  welche  der 
letzteren  Fläche  näher  liegen  als  der  Fokus.  Die  Reihenfolge  der  Punkte 
1  ...  5  schreitet  in  entgegengesetzter  Richtung  der  Lichtbewegung 
fort.  Dieser  Fall  liegt  immer  bei  den  einfachen  positiven  Linsen  vor, 
während  z.  B.  die  einfache  Negativlinse  umgekehrte  Reihenfolge  zeigt. 
141.  Einstellungsdifferenz.  Rotiert  die  Fig.  109  um  die  Achse, 
so  beschreiben  die  einfsdlenden  Strahlen  einen  cylindrischen  Körper, 
während  die  kaustische  Kurve  eine  kegelartige  Fläche  beschreibt  mit 
dem  Brennpunkt  jF"  als  Spitze.  Diese  Fläche  wird  aber  zum  TeU 
überlagert  von  dem  Strahlenkegel,  den  die  Randstrahlen  (5)  bilden. 
Denken  wir  uns  nun  eine  achsensenkrechte  Ebene  (eine  Mattscheibe) 
durch  F'  gelegt,  auf  der  wir  das  Büd  des  unendlich  fernen  Punktes 
auffangen  wollen,  so  erscheint  auf  derselben  ein  Zerstreuungskreis  mit 
dem  Mittelpunkt  F'  und  dem  Durchmesser  cd.  In  JF"  wird  die 
stärkste  Lichtkonzentration  vorhanden  sein. 

11* 
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Nähern  wir  jetzt  die  Mattscheibe  der  letzten  Linsenfläche,  so 
wird  der  Zerstreuungskreis  kleiner,  bis  die  Lage  ab  erreicht  ist,  welche 
durch  die  Punkte  bestimmt  ist,  in  denen  die  Bandstrahlen  S  die  kau- 
stische Kurve  schneiden.  Der  hierdurch  erzeugte  Zerstreuungskreis 
ist  von  allen  der  kleinste;  er  wird  gewöhnlich  als  der  Ort  der  besten 
Einstellung  angesehen.  Eine  genaue  Auskunft  über  die  Lichtver- 
teilung  im  Brennraum  ist  nur  von  der  Wellentheorie,  insbesondere 
der  Beugungstheorie  zu  erwarten^). 

Nehmen  wir  also  die  Ebene  ab  als  Einstellungsebene  an,  so  sieht 
man  femer  aus  der  Figur,  dafs  der  kleinste  Zerstreuungskreis  wandert, 
wenn  man  das  Objektiv  abblendet.  Schon  das  Ausfallen  der  Strahlen 
5  bedingt  eine  Verschiebung  der  Ebene  ab  in  die  Lage  a^b^.  Diese 
Erscheinung  macht  sich  in  manchen  Fällen  bei  photographischen  Ob- 
jektiven bemerkbar,  wenn  die  Scharfeinstellung  bei  grofser  Öffnung 
gemacht  und  vor  der  Belichtung  abgeblendet  wird  —  man  bezeichnet 
sie  als  EinstellungsdiiSerenz. 

142.  Verminderung  resp.  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration. 
Wir  haben  schon  erwähnt,  dafs  auf  dem  Wege  trigonometrischer 
Durchrechnung  die  sphärische  Abeiration  praktisch  für  einen  be- 
stimmten Punkt  aufgehoben  werden  kann.  Dies  geschieht  dadurch, 
dafs  man  bei  Eonstanterhaltung  der  Systembrennweite  die  Radien 
so  lange  ändert,  bis  das  gewünschte  Ziel  erreicht  ist  (Durchbieg^i 
des  Systems).  Zu  dem  Zweck  wählt  man  eine  dem  Rande  nahe  ein- 
fallenden Strahl  aus  (in  Fig.  109  etwa  den  Strahl  4)  und  sucht  mittels 
trigonometrischer  Durchrechnung  und  „Durchbiegen^^  zu  erreichen,  dafs 
er  im  Bildraum  durch  den  Punkt  F'  geht.  Hat  der  einfallende  Strahl 
4  im  Objektraum  von  der  Achse  die  Entfernung  7e,  so  nennt  man  das 
System  jetzt  korrigiert  fdr  die  Öffiiung  2  h.  Allerdings  werden  unter  diesen 
Umständen  die  Strahlen  1,2,3,4,5  nicht  ebenfalls  streng  durch  jP' 
gehen,  und  es  werden  Zwischenfehler  bleiben,  die  man  als  „sphärische 
Zonen^^  bezeichnet. 

Fig.  110  zeigt  jetzt  deutlich  den  Verlauf  der  Aberrationskurve 
I . .  IV,  besonders  wenn  man  dagegen  Fig.  109  betrachtet.  Die  Strahlen 
0  und  4  schneiden  in  JF",  die  entsprechenden  Kurvenpunkte  F  und 
IV  liegen  auf  derselben  Ordinate,  ebenso  die  Punkte  I  und  III,  die 
den  Schnittpunkten  der  Strahlen  1  und  3  zugehören.  Strahl  2  zeigt 
die  gröfste  Aberration,  der  Punkt  11  hat  die  gröfste  Abscisse;  Strahlen, 
die  höher  und  tiefer  einfallen,  als  2,  zeigen  also  geringere  Aberration 
als  dieser  Strahl.  Nach  dem  oben  angegebenen  Verfahren  hat  v.  Rohr 
in  dem  Werk  „Theorie  und  Geschichte  des  photographischen  Objektivs" 
eine  Reihe  von  Aberrationskurven  dargestellt  für  die  verschiedensten 


1)  Siehe  z.  B.  Karl  Strehl:  Theorie  des  Fernrohrs.    Leipzig  1894.    S.  30f. 
und  Schupmann:  Das  Medialfemrohr.     Leipzig  1899.     S.  88  u.  f. 


Auswahl  der  Randstrahlen. 
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Typen  photographischer  Objektive.    Je  weniger  sich  die  Aberrations- 
knrve  von  der  durch  F'  gehenden  Ordinatenachse  trennt,  um  so  besser 


Fig.  IIÜ. 

ist  das  System  korrigiert;  gehen  alle  Strahlen  durch  F',  so  fällt  die 
Aberrationskurve  mit  dieser  Ordinatenachse  zusammen. 

143.  Auswahl  der  Randstrahlen.  Die  Frage,  welche  Einfalls- 
höhe man  am  vorteilhaftesten  dem  Strahl  giebt,  der  schliefslich  ohne 
Aberration  den  paraxialen  Bildpunkt  triflft,  wird  verschieden  beant- 
wortet.   Nach  der  Gaufs'schen  Vorschrift  (S.  131)  mufste  man  bei  der 

Berechnung  eines  Objektivs  der  Einfallshöhe  den  Wert  iJ  1/  _  geben, 

wo  R  der  Offnungsradius  ist,  man  mülste  also  eine  geringe  ünter- 
korrektion  für  die  wirkliche  Öffnung  bestehen  lassen.  Eine  andere 
Methode  ist  folgende: 

Trifft  ein  achsenparalleles  Bündel  vom  Durchmesser  AB  =  2h 
die  erste  Kugelfläche  in  Ä  und  B,  so  ist  (Fig.  111)  AK  =  h.  Als 
Kandstrahl  C^C  soll  nun  der  genommen  werden,  dessen  Einfallshöhe 


4^ 


a 


CN  ==  X  die  Strecke  SK  halbiert.     Dann   ist  nämlich    nach    einem 
bekannten  Satz  der  Stereometrie  die  Fläche  der  Kalotte,  die  durch 


166     Elftes  Kapitel:  Die  künstliche  Erweiterung  des  Abbildungsgebietes. 

Botation  des  Bogens  CS  entsteht^  gleich  der  £iigelzoiie,  die  dnrch 
Botation  von  AC  erzeugt  wird.  Die  Zone  der  sphärisch  korrigierten 
Bandstrahlen  teilt  also  die  ganze  Offiiung  in  zwei  gleiphe  Teile.  Setzt 
man  den  Badius  der  Fläche  =  r  und  SN  =  KN  =  n,  so  hat  man 
nach  einem  bekannten  geometrischen  Satz:  h^  =  4ru  —  4w*  und 
x^  =  2ru  —  u^.  Da  u  immer  eine  kleine  Gröfse  ist,  kann  man  hier- 
für schreiben:  h^  =  4rw  und  x^  =  2ru,  woraus  x  =  hY^  folgt.  Auch 
dieser  Wert  wird  als  Einfallshöhe  fQr  den  Bandstrahl  empfohlen. 

144.  Zusammenhang  zwischen  Tiefe  und  Aberration.  Wir  wollen 
hier  noch  die  interessante  Bemerkung  DaUmeyers^)  wiedergeben,  dafs 
durch  positive  Aberration  vorteilhafte  Tiefenwirkungen  erzielt  werden 
können.  Wäre  Punkt  F'  vollständig  aberrationsfrei,  so  wären  zwar 
unendlich  ferne  Gegenstände  ganz  scharf,  nähere  zeigten  die  ent- 
sprechenden Zerstreuungskreise.  Ein  Blick  auf  Fig.  109  zeigt  nun,  dafs 
bei  vorhandener  positiver  Aberration  die  Bildebene  (die  den  kleinsten 
Zerstreuungskreis  hat)  zwar  keine  scharfen  Bildpunkte  aufweist,  da- 
für aber  nähere  Gegenstände  geringeren  Schärfeabfall  zeigen  werden, 
weil  ihre  Bilder  sich  aus  Zerstreuungskreisen  zusammensetzen,  die  in 
ihrem  Mittelpunkt  eine  starke  Lichtanhäufung  (Schnitt  durch  den 
Spitzenteil  der  kaustischen  Fläche)  zeigen,  die  von  einer  lichtschwachen 
Zone  umgeben  ist. 

145.  Aberrationsfreie  und  aplanatische  Punkte  und  Fläohen. 
Entfernt  man  sich  aus  der  unmittelbaren  Nähe  der  optischen  Achse 
einer  reflektierenden  oder  brechenden  Eugelfläche  oder  eines  centrierten 
Systems  solcher  Flächen,  so  verschwindet  im  allgemeinen  die  Eigen- 
schaft, dais  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  des  Objektraumes  aus- 
gehen, sich  wieder  in  einem  Punkte  des  Bildraumes  treffen.  Kugel- 
flächen  zeigen  eben  die  Erscheinung  der  sphärischen  Aberration.    Es 


Fig.  112. 


giebt  nun  aber  sehr  wohl  Flächen  von  der  Eigenschaft;,  dafs  Strahlen, 
die  von  einem  Punkt  ausgehen,  durch  Brechung  resp.  Beflexion  an 
ihnen  wieder  in  einen  Punkt  zusammengebracht  werden  —  sogen, 
aberrationsfreie  Flächen.  Die  beiden  in  Frage  kommenden  Punkte 
heifsen  aberrationsfreie  Punkte. 


1)  Dallmeyer:  Phot.  News  1890,  S.  714. 
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Seien  in  Fig.  112  P  und  Q  zwei  aberrationsfreie  Punkte  in  den 
Medien  mit  den  Brechungsexponenten  n  und  n^  und  BAC  die  Schnitt- 
figur der  Papierebene  mit  der  aberrationsfreien  Fläche.  Sind  dann 
S  und  S'  zwei  beliebige  Punkte  dieser  Kurve,  dann  sind  PS  und  PS' 
zwei  einfallende  und  SQ  und  S'Q  die  zugehörigen  gebrochenen  Strahlen. 

Man  setze  PS=  a-  ^  PS'S  =  q) 

QS  =  h  ^QSS'^t. 

Sind  8  und  S'  unendlich  nahe  Punkte,  so  hat  man  nach  dem  Sprach- 
gebrauch der  DiflFerentialrechnung  SS'  =  ds,  S'K  =  da,  SK'  =  —  dh 
und  es  ist: 

da  =  ds  cos  (p 

~  dh  =  ds  cos  ^. 

Multipliziert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  m,  die  zweite  mit 
Wi  und  subtrahiert,  so  wird 

nda  '\-  n^dh  =  ds  (n cos  (p  —  n^  cos  ^). 

Bezeichnet  man  den  Einfalls-  und  Brechungswinkel  des  Strahles  PS 
mit  a  und  ß  (d.  h.  für  die  Winkel  zwischen  Strahlenrichtung  und 
Normale  im  Punkte  S),  so  ist  cos  9  ==  sin  a  und  cos-V'  =  sin  ß.  Es 
wird  demnach 

d {an  -\-  6wj)  ==  ds  (n sin  cc  —  w^sin ß). 

Geht  die  Brechung  nach  dem  bekannten  Brechungsgesetz  vor  sich, 
80  ist  n sin a  =  n^smß,  also  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  NuU. 
Daraus  schliefst  man,  dafs  an  4~  &^i  ^uae  konstante  Gröfse  sein  mufs. 

Man  hat  also 
(1)  an  -|-  ^^i  =  Constans 

als  charakteristische  Eigenschaft  der  aberrationsfreien  Fläche. 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  noch  einfacher  vom  Standpunkte 
der  Wellentheorie  aus  erhalten. 

Geht  eine  Kugelwelle  mit  der  Geschwindigkeit  v  von  P  aus  und 
trifft  nach  t  Sekunden  in  Punkt  S  ein,  so  bildet  sich  in  S  auf  der 
Trennungsfläche  beider  Medien  sofort  ein  neues  Erschütterungscentrum, 
von  dem  aus  eine  Kugelwelle  sich  in  dem  neuen  Medium  mit  der 
Geschwindigkeit  t;^  verbreitet  und  nach  t^  Sekunden  in  Q  anlangt. 

Die  Zeit  im  ersten  Medium  ist  t  =  —,  im  zweiten  t  =      :  die 

ab  ^  ^       t?!  ' 

iranze  verflossene  Zeit  also       -1 =  T. 

Soll  nun  ein  von  P  ausgehender  Wellenimpuls  auf  den  ver- 
schiedensten Wegen  zur  selben  Zeit  in  Q  anlangen,  so  mufs  T  für 
die  ganze  Fläche  konstant  sein  und  man  gelangt  also  wieder  zur 
Gleichung  (1),  wenn  man  bedenkt,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten den  Brechungsexponenten  umgekehrt  proportional  sind, 
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Die  Fläche  selbst  entsteht  durch  Rotation  der  Kurve  ABC  um 
die  Achse  PQ. 

Verlangt  man,  dafs  die  Kurve  an  einer  bestimmten  Stelle  zwischen 
P  und  Q  die  Gerade  PQ  schneide  und  hat  diese  Stelle  von  P  und 
Q  die  Entfernung  a^  und  b^^  so  ist  damit  die  Konstante  der  Glei- 
chung (1)  zu  fiÜQ  +  n^b^  bestimmt.  Infolge  Gleichung  (1)  kann  man 
auch  sehr  leicht  die  Curve  ABC  in  rechtwinkligen  Koordinaten  dar- 
stellen; sie  führt  nach  ihrem  Entdecker  den  Namen  ^^Gartesianisches 
Oval"  und  geht  in  einen  Kegelschnitt  über,  wenn  P  oder  Q  ins  Un- 
endliche rücken.  Für  die  praktische  Optik  hat  sie  keine  Bedeutung 
gewonnen. 

Für  den  Fall  der  Reflexion  sind  aberrationsfreie  Flächen  die- 
jenigen, welche  durch  Rotation  einer  Ellipse  resp.  Hyperbel  um  die 
grofse  Achse  entstehen.     Denn  (Fig.  113  und  114)  bei  diesen  beiden 

Kegelschnitten  halbiert  die  Nor- 
male SN  den  Winkel,  den  die  bei- 
den Leitstrahlen  PS  und  QS  (resp. 
deren  Verlängerung)  mit  einander 
bilden.  Der  erste  Brennpunkt  P 
stellt  also  den  leuchtenden  Punkt, 
der  zweite  Q  das  aberrationsfreie 
Bild  desselben  dar.  Im  Falle  der 
Ellipse  ist  Q  reeU,  im  Falle  der  Hyperbel  virtuell.  Rückt  P  auf  der 
grofsen  Achse  ins  Unendliche,  so  degenerieren  die  beiden  Kurven  zu 

Parabeln,  wobei  in  einem 
Falle  die  Innen-,  im  andern 
die  Aufsenseite  als  spiegelnd 
gedacht  wird.  Die  erstere 
Art  findet  in  der  Technik 
als  Scheinwerfer  Verwen- 
dung, wobei  in  dem  reellen 
Brennpunkt  eine  starke  Licht- 
quelle angebracht  wird. 

146.  Konstruktion  des 
an  einer  Eugelfläche  ge- 
brochenen Strahles,  a)  nach 
Lippich.  AB  sei  die  Rich- 
tung des  einfallenden  Strahles 
(Fig.  115).  Der  Brechungs- 
exponent beim  Übergang  vom   ersten  ins  zweite  Medium  sei  n  (ist 

links  der  Brechungsexponent  w^,  rechts  Hg,  so  ist  w  =  -M-    BM  sei 

der  Radius  der  Kugel. 

Man  verlängere  AB  über  B  hinaus  bis  zu  einem  beliebigen  Punkt 


Fig.  114. 


Die  aplanatischen  Punkte  der  Kugel. 
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C,  ziehe  durch  C  eine  Parallele  zum  Radius  BM  und  schlage  um  B 
mit  dem  Radius  nxBC  einen  Kreis,  der  die  Parallele  in  D  trifft. 
Dann  ist  BD  der  ge- 
brochene Strahl.  Die 
Richtigkeit  der  Kon- 
struktion folgt  so- 
fort durch  Anwen- 
dung des  Sinussatzes 
der  Trigonometrie 

auf  das  Dreieck  B  CD, 
Anmerkung.  Man 
hRtte  den  beliebigen 
Punkt  C  auch  links  von 
S  auf  dem  einfallenden 
Strahl  annehmen  können 
und  wäre  zu  denselben  Fig.  ii6. 

Resultat  gelangt.  Diese 
Konstruktion  ist  äufserst  praktisch,  wir  werden  noch  öfter  darauf  zurückkommen. 

b)   nach  Weierstrafs.      Um  den  Mittelpunkt   M  des   gegebenen 

brechenden  Kreises  mit  dem  Radius  r  schlage  man   noch  zwei  kon- 


Fig.  116. 


r 


zentrische  Kreise  mit  den  Radien  nr  und  —  •  Den  einfallenden  Strahl 

n 

AS  verlängere  man^  bis  er  den  Kreis  mit  dem  Radius  nr  in  C  trifft^ 

CM  schneidet  dann  den  Kreis  mit  dem  Radius  -      in  D.     Dann  ist 
BD  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles. 

Beweis.    Dreieck  BMD  und  BMC  sind  ähnlich,  weil  in  ihnen 
zwei   Seiten  proportioniert  und   die   eingeschlossenen  Winkel  gleich 
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sind.  Demnach  ist  <^  BCM  =  ß.  Wendet  man  jetzt  den  Sinussatz 
auf  das  Dreieck  BMC  an,  so  folgt  sofort  das  Brechungsgesetz. 

147.  Die  aplanatischen  Punkte  der  Kugel.  Die  Konstruktion  tou 
Weierstrafs  fuhrt  sofort  zur  Kenntnis  einer  wichtigen  Eigenschaft  der 
Kugelfläche.  Fafst  man  in  Fig.  116  die  Gerade  MC  als  optische  Achse 
auf,  so  sind  auf  derselben  die  Punkte  C  und  D  bestimmt,  denn  ihre 

Entfernungen  vom  Mittelpunkt  M  sind  nr  resp.  --•    Man  sieht  nun, 

dafs  alle  Strahlen,  die  so  einfallen,  dafs  sie  nach  C  hin  gerichtet  sind, 
nach  der  Brechung  durch  D  gehen.  C  und  D  sind  also  aberrations- 
freie Punkte,  oder  für  die  Punkte  C  und  D  ist  die  Kugel  um  Jf  die 
aberrationsfreie  Fläche.  Umgekehrt  verlaufen  alle  von  D  ausgehenden 
Strahlen  nach  ihrem  Austritt  aus  der  Kugel  so,  als  ob  sie  von  C 
herkämen.  Diese  Bemerkung  ist  fiir  die  Optik  des  Mikroskops  von 
Wichtigkeit. 

Die  Scheitelentfemungen  der  Punkte  C  und  D  sind: 

SC=r'{n  +  l) 

SD  =  r.(i  +  l)  =  ^(^+i). 

Es  ist  also: 

S_C_ 

Andere  Herleitung. 

Wir  hatten  gefunden  (Seite  136),  wenn  man  für  —  den  Wert  n 
setzt:  für  ein  meridionales  Bündel 

cos  a*    ,    n  cos  Ö*         1      /  ^  v 

H ,  -  =  —  ■  (n  cos  ß  —  cos  a) 

und  für  das  sagittale  Bündel:  (Seite  141) 

^  +  ^  =  ^;  .  (wcos/3  —  cosa). 

Für  die  aberrationsfreien  Punkte  C  und  D  mufs  a  =  A  und 
B  =  h  sein.     Dann  folgt  durch  Subtraktion 

sin  a^  ^.n  sin  j3* ^ 

Wegen  sin  a  =  n  sin  ß  ist  dann: 

— h  1.  =  0     oder .-  =  m. 

a     *     0  0 

Es  ist  aber  in  Fig.  116:  a  =  —  SC  und  h  =  SD,  also  wird 

SD  .       , 

o^  ==  w,     wie  oben. 

Der  Winkel  BCS,  den  der  einfallende  Strahl  mit  der  optischen 
Achse  SC  bildet,  ist  gleich  dem  Brechungswinkel  /J,  während  der  ge- 
brochene Strahl  BD  mit  der  Achse  den  Winkel  a  (Einfallswinkel) 
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bildet.  Die  beiden  aberratjpnsfreien  Punkte  C  und  D  haben  also  die 
Eigenschaft^  dafs  für  alle  sie  durchschneidenden  Strahlen  das  Ver- 
hältnis der  Sinusse  ihrer  Achsenneigungen  vor  und  nach  der  Brechung 
konstant  ist. 

148.  Definition  der  aplanatischen  Pnnktpaare  eines  Systems.  Sei 
A  ein  Objektpunkt  auf  der  optischen  Achse  AB,  von  dem  mittels 
des  Systems  8  ein  reeller  Bildpunkt  B  erzeugt  wird,  so  vereinigen 
sich^  solange  wir  nur  paraxiale  Strahlen  in  Betracht  ziehen^  alle  von 
A  ausgehenden  Strahlen  wieder  streng  in  B.  Erweitem  wir  das  Ab- 
bildungsgebiet in  dem  Sinne  des  Kapitel  9^  nehmen  also  an^  dafs  erst 
die  vierten  Potenzen  der  Oflftiung  von  8  zu  vernachlässigen  sind,  so 
gelingt  es  ebenfalls  noch  bei  gegebener  Breimweite  das  System  hin- 
sichtlich der  Anordnung  von  Radien  und  Glassorten  so  einzurichten, 
dafs  alle  von  A  ausfahrenden  Strahlen  nach  der  Brechung  sich  wieder 
streng  in  B  schneiden,  dafs  also  A  und  B  aberrationsfreie  Punkte  sind. 

Hat  das  System  eine  endliche  Oflftiung  gleich  2ä,  so  wird  es 


Fig.  117. 

im  allgemeinen  möglich  sein,  die  Schnittweite  BC,  gerechnet  von  der 
letzten  brechenden  Fläche  des  Systems,  in  eine  unendliche  Reihe  zu 
entwickeln,  die  nach  Potenzen  von  ä  fortschreitet;  also  etwa: 

BC  =\  +  b^h^  +  hji'^  +  ^6^*'  H . 

Setzt  man  hierin  ä  =  0,  so  erhält  man  BC  =  6o,  d.  h.  gleich  der 
Schnittweite  flir  paraxiale  Strahlen.  Unterwirft  man  nun  das  System 
der  Bedingung  b^  =  0,  wie  wir  dies  im  Kapitel  9  gethan  haben,  so 
machen  sich  erst  die  vierten  Potenzen  von  h  bemerkbar  in  dem  Aus- 
druck für  BCy  d.  h.  die  Aberration  erster  Ordnung  ist  aufgehoben. 
Wollte  man  Punkt  B  für  die  ganze  endliche  OflEnung  aberrationsfrei 
machen,  so  müfste  man  die  Bedingungen 

6g  =  6^  =  6g  =  6g  ==  u.  8.  w.  =  0 

erfäUen  und  diesen  Bedingungen  das  System  8  anpassen.  Da  es, 
streng  genommen,  unendlich  viele  Bedingungen  auf  diese  Weise  giebt, 
so  sind  diese  natürlich  mit  einem  System  nicht  zu  erfüllen,  das  aus 
einer  endlichen  Anzahl  brechender  Flächen  besteht.  Eine  je  gröfsere 
Anzahl  der  Gröfsen  b  man  jedoch  auf  Null  bringt,  um  so  mehr  wird 
man  sich  dem  gewünschten  Ziele  nähern,  und  es  praktisch  auch  er- 
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reichen.  Dieser  rechnerisch  auTserordentlich  mühsame  Weg  ist  z.  B. 
von  Petzval  mit  grofsem  Erfolg  beschritten.     (Vergl.  §  119.) 

In  der  neueren  praktischen  Optik  beschrankt  man  sich  meist 
darauf,  einen  Strahl  unter  endlicher  Neigung  zur  optischen  Achse 
(yergl.  die  Betrachtungen  Seite  165)  trigonometrisch  durchzurechnen 
und  die  Radien  des  Systems  bei  Konstanterhaltung  der  gewünschten 
Brennweite  so  lange  zu  ändern,  bis  er  nach  der  Brechung  durch  den 
Yereinigungspunkt  der  Paraxialstrahlen  geht.  In  Fig.  117  ist  dies 
der  Strahl  ÄKC'B,  Alsdann  kann  man  für  die  Bedürfnisse  der 
Praxis  den  Punkt  B  als  aberrationsfrei  auffassen.  Natürlich  werden 
die  zwischen  S  und  S'  auffallenden  Strahlen  nicht  streng  durch  B 
gehen,  es  werden  ,y2wischenfehler^'  auftreten,  die  jedoch  in  der  Regel 
keine  störende  Oröfse  erlangen,  zumal  das  Auge  des  Menschen,  fiir 
das  doch  in  letzter  Instanz  alle  optischen  Bilder  bestimmt  sind,  kleine 
Aberrationen  nicht  wahrnimmt.  6iebt  es  also  auch  streng  theoretisch 
keinen  aberrationsfreien  Punkt  für  eine  endliche  Öffiiung  eines  Systems, 
bei  vorgeschriebener  Brennweite  und  vorgeschriebener  Lage  sowohl 
des  Objekts  wie  des  Bildpunktes,  so  kann  man  doch  in  der  Praxis 
ihn  mit  genügender  Annäherung  herstellen  und  wir  wollen  seine 
Existenz  als  vorhanden  annehmen.  Erfüllen  nun  die  Punkte  A  und 
B  (Fig.  117)  auTserdem  noch  die  jetzt  näher  darzustellende  Sinusbe- 
dingung, so  werden  sie  nach  Abbe  aplanatische  Punkte  genannt. 

149.  Sinnsbedingimg.  Seien  nun  in  Fig.  118  ^  und  B  zwei  aber- 
rationsfreie Punkte  für  eine  endliche  Öffnung  KK^^  so  kann  ich  mir 
den  von  A  ausgehenden  Strahlenkegel,  der  die  Öffnung  des  Systems 
ausfüllt,  zerlegt  denken  in  eine  Unzahl  unendlich  dünner  Strahlen- 
kegel, die  sämtlich  ihre  Spitzen  in  A  haben  und  deren  Grundflächen 
zusammen  die  Öffnung  ausmachen. 

Jedes  dieser  Bündel  kann  ich  mir  wieder  in  einen  meridionalen 
und  si^ittalen  Teil  zerlegt  denken.  Da  beide  Teile  nach  der  Brechung 
denselben  Yereinigungspunkt  B  haben,  so  sind  diese  Bündel  frei  von 
astigmatischer  Differenz. 

In  Punkt  A  sei  nun  ein  unendlich  kleines  F^henelement  senk- 
recht zur  optischen  Achse  dargestellt  mit  den  beiden  Hauptdimensionen 
ah  und  cd.  Hier  steht  ah  senkrecht  auf  der  Papierebene,  während 
cd  m  derselben  liegt,  beide  sind  senkrecht  zur  Achse  AS,  Es  sei 
femer  EAG  der  sagittale  Teil  eines  unendlich  dünnen  Bündels,  dessen 
Richtung  in  der  Papierebene,  von  A  ausgehend,  verläuft.  Der  Strahl 
AG  liegt  also  ein  wenig  über,  der  Strahl  AE  symmetrisch  dazu  ein 
wenig  unter  dieser  Ebene.  Nach  der  Brechung  sei  das  sagittale 
Bündel  HBJ,  mit  dem  Bildpunkt  B.  Die  unendlich  kleine  Strecke 
ah  =  y,  die  in  der  Ebene  EAG  sich  befindet,  soll  durch  das  Sa- 
gittalbündel  in  aV  =  y'  abgebildet  werden,  wo  also  a'fe'  ebenfalls 
senkrecht  zur  Papierebene  in  der  Ebene  JBH  liegt.    Wir  wollen  jetzt 
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die  Vergröfserung  ß  =  ^-  auszudrücken   suchen.     Nennen   wir  noch 
die  kleinen  Winkel 

^EAG  =  ^ 

so  ist  nach  Gleichung  (10)  S.  141,  wenn  man  J  und  J'  durch  y  und 
y\  und  u  und  w'  durch  ^  und  ^'  ersetzt: 

ny%^  =  ny'%'' 
oder: 

(1)  F  =  ^'-^- 

Der  Strahl  AEHB  und  der  Strahl  AGJB  verlaufen  zwar  in  ver- 
schiedenen Ebenen,  aber  jeder  für  sich  verläuft  in  einem  Hauptschnitt, 


Fig.  118.      ' 

d.  h.  in  einer  Ebene,  die  durch  die  optische  Achse  geht.    Den  Winkel, 
den  diese  beiden  Ebenen  mit  einander  bilden,  nennen  wir  d^. 

Legen  wir  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  optischen  Achse 
P  in  der  Entfernung  AF  von  A  eine  Ebene  senkrecht  zur  optischen 
Achse,  so  schneidet  diese  aus  dem  Sagittalbündel  den  kleinen  Bogen 
Im  heraus,  während  ^  IPm  =  di^  ist.  Es  ist  nun  der  kleine  Bogen 
Im  einerseits  gleich  ^m  •  «O*,  andererseits  gleich  mP-dil;  und  also 

Nennt  man  den  Winkel,  den  die  Bündelachse  mit  der  optischen  Achse 

bildet,  M,  so  ist  dann  sinw  =  _^^  =  j— ,  oder  d-  =  dtl;  -  sinu. 

Auf  der  Bildseite  erhält  man  durch  ganz  analoge  Betrachtungen 
^'  =  dif  sin  Uy  wenn  u  die  Richtung  der  Bündelachse  nach  der  Brechung 
mit  der  optischen  Achse  ist.     Infolge  (1)  wird  nun: 


^  = 


n 


sinu 


n    '  Sinti 

Diese  Gröfse  /S  =  ~  giebt  also  die  Vergröfserung  an,  mit  der 

das  zur  optischen  Achse   senkrechte  Linienelement   ah  als   ebenfalls 
achsensenkrechtes    Linienelement    ab'    abgebildet    wird;    diese    Ver- 
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gröfserung  ist  also  abhängig  von  dem  Verhältnisse  der  Sinus  der 
Strahlenneigungen  vor  und  nach  der  Brechung^  Der  betrachtete 
Hauptschnitt,  zu  dem  ab  und  ab'  senkrecht  ist,  war  bis  jetzt  die 
Papierebene.  Denkt  man  sich  denselben  rotierend  um  die  optische 
Achse,  so  geht  das  betrachtete  sagittale  Bündel  AG  (res]^.  ÄE)  in 
immer  neue  Lagen  über,  indem  die  Bündelachse  den  Mantel  eines 
Kegels  mit  der  Spitze  A  und  dem  Grundkreis  UVW  beschreibt,  der 
als  Parallelkreis  zu  dem  Pol  S  aufgefafst  werden  kann.  Jedes  dieser 
so  entstandenen  sagittalen  Bündel  vermittelt  die  Abbildung  eines 
Linienelementes,  welches  dem  bei  A  zur  optischen  Achse  senkrechten 
Flächenelement  abcd  angehört,  und  zwar  immer  mit  derselben  Ver- 
gröfserung,  da  bei  der  Rotation  des  Hauptschnitts  für  den  betrachteten 

• 

Parallelkreis  die  Gröfse  — — ;-  konstant  bleibt.    Bei  einer  Rotation  um 

8inu 

90®  z.  B.  wird  gerade  der  Durchmesser  cd  in  cd'  abgebildet,  bei 
einer  andern  Lage  entsprechend  ein  Durchmesser,  der  zwischen  ab 
und  cd  liegt.  Wäre  also  die  ganze  Offiiung  des  Systems  bis  auf  den 
unendlich  schmalen  Kreisring  UVW  (genauer  wäre  der  Ausdruck 
„Kugelzone'*)  abgeblendet,  so  würde  mittels  Sagittalstrahlen  eine  voll- 
ständig korrekte  Abbildung  des  Flächenelementes  abcd  mit  der  kon- 

VI  8111  4£ 

stauten  Vergröfserung  ß  =  -7—. — ?  stattfinden.    Da  die  Sagittalbündel 

in  ihren  Bildpunkten  gegenüber  den  Meridionalbündeln  eine  relativ 
innige  Vereinigung  zeigen,  so  ist  das  entstandene  BUd  vergleichbar 
an  Qualität  mit  demjenigen,  das  durch  Paraxialstrahlen  erzeugt  wird. 
Lassen  wir  den  Winkel  ti  und  damit  auch  den  Winkel  u  sich 
ändern,  so  gehen  wir  zu  neuen  Zonen  der  Objektivöffnung  über,  wodurch 
wieder  eine  neue  Abbildung  des  Elementes  abcd  erzeugt  wird;  dieses 
neue  Büd  wird  sich  über  das  frühere  lagern  u.  s.  f.,  wenn  man  zu 
einer  neuen  Zone  übergeht.  Da  aber  die  Bilder  der  verschiedenen 
Zonen  von  verschiedener  Gröfse  sind,  so  wird  durch  die  Übereinander- 
lagerung   eine   gewisse   unscharfe   des   resultierenden  Bildes   erzeugt 

werden.     Nur  in  dem  Falle,  dafs  die  Gröfse  -. — j  für  die  iranze  Off- 

nung  eine  konstante  Gröfse  ist,  sind  alle  Einzelbilder  von  derselben 
Gröfse  und  decken  sich,  wie  kongruente  Figuren.  Die  Abbildung  des 
Elementes  abcd  wird  in  diesem  Falle  eine  so  vollkommene,  wie  sie 
überhaupt  mit  optischen  Instrumenten  endlicher  Öffnung  nur  zu  er- 

reichen  ist.  Die  Bedingung:  -r-  ,  =  Const.  nennen  wir  die  „Sinus- 
bedingung"; sie  ist  von  Abbe  zuerst  in  ihrer  Bedeutung  für  die  geo- 
metrische Optik  erkannt,  und  gehört  zu  den  schönsten  Sätzen  dieser 
Disziplin.  Die  konstante  Vergröfserung  ß  mufs  natürlich  identisch 
sein  mit  der  durch  Paraxialstrahlen  erzeugten  ^q,  so  dafs  Glei- 
chung (2)  wird 
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(3)  !!^  =  1:  ß^. 

Der  obigen  Betrachtung  zufolge  ist  die  Sinusbedingung  durch  die  in 
einem  Sagittalbündel  herrschenden  AbbildungsTerhältnisse  bestimmt^ 
oder,  mit  andern  Worten,  dadurch,  dafs  wir  die  sämtlichen  von  einem 
Punkt  (Ä)  ausgehenden  Strahlen,  die  eine  endliche  OflEnung  ausfüllen, 
zu  Sagittalbündeln  zusammenfassen.  Für  den  meridionalen  Teil  der 
Bündel  ist,  wie  wir  sahen,  die  Vereinigung  in  den  Bildpunkten  von 
einer  geringeren  Ordnung  als  in  den  Sagittalbündeln,  aufserdem 
herrschen  hier  nicht  mehr  die  einfachen  Abbildungsbeziehungen,  die 
wir  für  die  Aufstellung  der  Sinusbedingungen  benötigten,  so  dafs  sich 
strenge  Folgerungen  nicht  mehr  ziehen  lassen.  In  der  „Theorie  der 
optischen  Instrumente"  von  Gzapski  ist  der  Versuch  gemacht,  auch 
den  Einflufs  der  Meridionalbündel  zu  berücksichtigen  (1.  c.  S.  101  und 
Anmerkung).  Es  existieren  noch  mehrere,  sehr  interessante.  Be- 
weise für  die  Sinusbedingung,  die  jedoch  die  elementare  Bedeutung 
dieses  Gesetzes  für  die  optische  Abbildungslehre  nicht  vollständig  er- 
kennen lassen.  Hockin  ^)  sucht  die  Bedingung  auf,  dafs  die  optischen 
Längen  zwischen  einem  Objektpunkt  und  seinem  Bildpunkt,  die  sich 
in  der  Nähe  der  Achse  befinden,  gleich  sind  und  zwar  innerhalb  eines 
endlich  ausgedehnten  Ofihungswinkels  des  Systems. 

Clausius*)  hatte  aus  den  Prinzipien  der  mechanischen  Wärme- 
theorie den  Satz  entwickelt:  Wird  die  Energie,  welche  von  einem 
Flächenelement  dq  in  einem  Medium  mit  dem  Brechungsexponenten 
n  ausstrahlt  innerhalb  des  unendlich  kleinen  Raumwinkels  dco,  auf 
ein  anderes  Element  dq'  in  einem  Medium  mit  dem  Brechungsex- 
ponenten  n    unter   dem  Raumwinkel   doj'    übertragen,   so    mufs    die 

Gleichung  bestehen: 

n*  C08  u  da    dq 

w'*  cos  u  da  dq  ' 

WO  u  und  u'  die  Winkel  sind,  welche  die  Richtungen  der  Strahlen- 
bündel mit  den  Normalen  von  dq  und  dq   bilden. 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  unsem  Fall,  das  heifst  auf  ein 
centriertes  optisches  System  an,  auf  dessen  Achse  die  Flächenelemente 
dq  und  dq'  senkrecht  stehen,  so  sind  u  und  u'  die  Neigungen  der 
Bündel  gegen  diese  Achse  vor  und  nach  der  Brechung.  Verfolgen 
wir  dann  zwei  Strahlen  in  der  Papierebene  \md  geben  derselben  eine 
unendlich  kleine  Drehung  um  den  Winkel  d^,  wobei  die  optische 
Achse  Rotationsachse  ist,  so  fanden  wir  für  d(o  den  Ausdruck: 


1)  Hockin,  Joum.  R.  Micr.  Soc.  Ser.  2.  Vol.  4;pag.  337,  1884  —  auch  über- 
gegangen in  Müller-Pouillet  Lehrbuch  der  Physik,  herausgegeb.  von  Pfaundler 
unter  Mitwirkung  von  Lummer,  1894. 

2)  Pogg.  Ann,  121,  pag.  1.  1864,  und  Mech.  Wärmetheorie,  8.  Aufl.  I. 
S.  315.  1887. 


176     Elftes  Kapitel:  Die  künstliche  Erweiterung  des  Abbildongsgebiet-es 

d(o  =  sinududil;. 
Der  Satz  yon  Clausins  wird  dann,  wenn  wir  analog  setzen 

du}'  =  sinududil^: 

n'  d  sin  u*         dq 
n'*d  sini*'*         dq  ' 

oder,  da  ^=  ß^  gesetzt  werden  kann: 

^(n^sinw^  =  rf(w'8  sin  ti'«) /Jo^. 
Durch  Integration  folgt  hieraus,  da  die  Integrationskonstante  Null  ist: 

sinu  n'  ^ 

sinu'         n  "®* 

Einen  andern  Beweis  dieses  Satzes  lieferte  Helmholtz^),  indem  er  von 
photometrischen  Betrachtungen  ausging. 

Zur  algebraischen  Formulierung  der  Sinusbedingung  möge  folgen- 
des dienen: 

Ein  Strahl  endlicher  Neigung  bilde  vor  und  nach  der  Brechung 
an  einer  Fläche  mit  der  Achse  die  Winkel  u  und  m',  die  Entfer- 
nungen der  Achsenschnittpunkte  vor  und  nach  der  Brechung  vom 
Punkte,  in  welchem  er  die  Kugelfiäche  durchdringt,  seien  s  und  s\ 
dann  ist  nach  dem  Sinussatz  der  Trigonometne: 

^yx  sinu        8* 

^  ^  sinu  s 

Denkt  man  sich  diese  Gleichung  aufgeschrieben  fttr  einen  Strahl,  der 

mehrere   Flächen    hinter    einander    durchdringt,    so    soll  für  die  x^ 

Fläche  sein: 

sint*^        «; 


sin  u^  s 


Da  nun  allgemein 

ist,  so  giebt  das  Produkt  aller  so  gebildeten  Gröfsen,  wenn  k  Flächen 
vorhanden  sind: 

sinu  T~r*x 


(U)  ^^=77 


«- 


wo  n  das  Zeichen  für  ein  Produkt  sein  soll. 

Damit    also    für   die    durch   u   charakterisierte   Zone   die   Sinus- 

bedingung  erfüllt  ist,  müfste  das  letzte  Produkt  gleich  ~ß  sein,  wenn 

n'  und  n  die  Brechungsexponenten  im  Bild-  und  Objektraum  sind  und 
ß  die  hier  in  Frage  kommende  Lateralvergröfserung  ist.  Gleichzeitig 
müfste  allerdings  auch  die  sphärische  Aberration  aufgehoben  sein. 


1)  Pogg.  Ann.  .Tubelband,  pag.  567.  1874. 
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Für  den  Eall  der  Brechung  an  einer  Fläche  wollen  wir  die  Ent- 
fernungen der  Schnittpunkte  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles 
mit  der  Achse  vom  Scheitel  der  brechenden  Fläche  mit  Sq  und  Sq  (die 
also  auf  der  Achse  gemessen  sind)  bezeichnen.  Ist  dann  h  die  Ein- 
fallshöhe und  r  der  Radius^  so  kann  man  mittels  des  Pythagoräischen 
Lehrsatzes  leicht  die  Strecke  s  durch  h,  r  und  Sq  ausdrücken^  wobei 
die  Grröfse  h^  unter  einer  Quadratwurzel  erscheint.  Entwickelt  man 
diese  nach  dem  binomischen  Satz  in  eine  unendliche  Reihe  und  ver- 
nachlässigt höhere  Potenzen  als  h\  so  erhält  man  leicht: 

£  _  J^ /J_ 1  \   h^ 

und  ganz  analog: 

Hierbei  ist  angenommen^  um  im  Bildraum  und  Objektraum  gleich- 
artige geometrische  Verhältnisse  zu  haben^  dafs  in  der  Normalfigur 
der  einfallende  Strahl  rechts  von  der  brechenden  Fläche  die  Achse 
schneidet;  also  einem  konvergentem  Lichtbündel  entspricht.  Es  kommt 
dies  auf  die  Annahme  hinaus  ^  dafs  wir  vom  Scheitel  der  brechenden 
Fläche  aus  beide  —  die  objekt-  und  bildseitigen  —  Schnittweiten 
positiv  in  Richtung  der  Lichtbewegung  rechnen.  Vergl.  Fig.  95  b. 
Führt  man  die  Abbe'sche  Livariante  Q  ein 


Öo  =  "(i-7)="'(^^-r)' 


SO  werden  die  obigen  Ausdrücke: 


s  ~Äo   r  +    2^^\n'8'         n8jV 


2n 

Hieraus  folgt  dann  leicht: 

8  «Ol-  *  V'*     ÖQ 

wofür  man  der  Abbe'schen  Schreibweise  gemäfs  auch  setzen  kann: 

Nach  (I)  ist  dies  der  Ausdruck  für  die  Verhältnisse  der  Sinusse  der 
Strahlenneigungen  für  eine  Fläche. 

Um  nun  das  Produkt  (H)  zu  bilden,  haben  wir  den  Ausdruck  (HI) 
für  jede  einzelne  Fläche  zu  bilden  und  alle  erhaltenen  Ausdrücke  zu 
multiplizieren.    Es  ist 

Gleicheoi  optische  Abbildungalehre.  12 


n 
n 
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Nun  erhält  man  aber  leicht  durch  Ausmultiplizieren^  indem  man 
alle  Glieder  yemachlässigt;  die  mit  höheren  Potenzen  als  h^  multi- 
pliziert erscheinen: 

wo  die  durch  das  Zeichen  27  angedeutete  Summation  über  alle  vor- 
handenen Flächen  auszudehnen  ist. 

Beachtet  man  noch,  dafs  /  /  —  weiter  nichts  ist  als  der  Wert  für 
ßy  so  kann  man  (IV)  schreiben: 

Soll  nun  für  die  hier  in  Frage  kommende  Offiiung  die  Sinus- 
bedingung bestehen^  so  muTs  man  haben: 

(VI)  2'**<2o^ü3=ö- 

Für  ein  System  im  Kontakt  befindlicher  Linsen  ist  h  konstant 
und  (VI)  fallt  mit  Gleichung  (16)  Seite  157  zusammen.  Die  alge- 
braischen Bedingungsgleichungen  für  Aufhebung  der  Koma  und  Er- 
füllung der  Sinusbedingung  sind  also  in  diesem  Falle  identisch. 

Sollen  die  Entfernungen  der  brechenden  Flächen  von  einander 
nicht  vernachlässigt  werden,  so  hat  man  den  Faktor  h*  in  (VI)  für 
jede  einzelne  Fläche  nach  Gleichung  (14)  Seite  129  durch  die  Schnitt- 
weiten auszudrücken  und  zum  Schlufs  den  konstanten  Faktor  hj^  weg- 
zulassen. 


Zwölftes  Kapitel. 
Strahlenbegrenzüiig  und  Bedingnng  der  Orthoskopie. 


A.   Idealer  Strahlengan^. 

150.  Die  Pnpillen  des  Systems.  In  Fig.  119  sei  S  eine  Linse,  durch 
welche  der  Gegenstand  PQ  in  P' Q'  ahgehildet  werde.  Wir  wollen 
zunächst  idealen  Strahlengang  voraussetzen;  also  alle  Bildpunkte  als 
durch  paraxiale  Abbildung  erzeugt  annehmen. 


Fig.  119. 

Es  sei  femer  AB  eine  kreisförmige  Blende^  deren  Mittelpunkt  R 
auf  der  optischen  Achse  sich  befindet.  Von  dem  beliebigen  Objekt- 
punkt Q  aus  kann  also  nur  das  Bündel  die  Linse  treffen^  welches  die 
Randstrahlen  QAC  und  QBD  hat;  alle  stärker  divergierenden  Strahlen 
werden  durch  die  Blende  zurückgehalten.  Um  nun  das  aus  der  Linse 
austretende  Bündel  zu  finden,  konstruiere  man  das  Bild  der  Blende  AB, 
Da  die  letztere  in  unserer  Figur  sich  innerhalb  der  Brennweite  be- 
findet, wird  dieses  Bild  virtuell  sein  und  sei  durch  A'B'  dargestellt. 
Dann  ist  A'  das  Bild  von  A  und  B'  das  von  B,  Aus  diesem  Ghrunde 
mufs  der  Bandstrahl  QAC  nach  der  Brechung  durch  den  Bildpunkt  A' 
gehen;  da  er  aber  auch  den  Bildpunkt  Q'  durchschneiden  mufs,  wird 
er  durch  die  Gerade  A' Q'  dargestellt,  die  die  äufserste  Linsenfläche 
in  C  schneidet,  so  dafs  also  thatsächlich  G'Q'  der  austretende  Rand- 
strahl ist.  Eine  ganz  analoge  Betrachtung  lehrt,  dafs  der  Strahl  QBD 
nach  der  Brechung  durch  den  Punkt  B'  geht  und  durch  D'Q'  dar- 
gestellt ist. 

12* 
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tgtt'  1      n 

^  ~  ^  ~  ß  ■  n' ' 

wo  ß  das  Vergröfseruiigsverhaltnis  in  diesen  Punkten  ist. 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt  leicht^  wenn  man  noch 
P'  =B  setzt: 

(Ja)  ^=Bß'^' 

Sind  die  Brechungsexponenten  des  ersten  und  letzten  Mediums  gleich, 
alsow  =  w',  so  hat  man  auch  y. 

Um  die  Fundamentalgröfsen  der  optischen  Abbildung  auf  die 
Pupillenmitten  R  und  R'  (Fig.  120)  als  feste  Punkte  zu  beziehen, 
setzen  wir  für  Paraxialstrahlen  ^  QRP=  a,  ^  Q'R'P'  =  &',  Dann  ist: 

Dann  können  wir  Gl.  (la)  zunächst  in  der  Form  schreiben: 

y       ^  n 


a 


Bn 


Stellen  wir  uns  jetzt  vor,  das  Bild  BQ  wäre  in  sehr  grofser  (un- 
endlich grofser)  Entfernung  von  dem  System.  Fassen  wir  dann  den 
einfallenden  Strahl  QER  ins  Auge  (Fig.  120),  so  bildet  derselbe  im 
Objektraum  den  Winkel  ca  mit  der  optischen  Achse  und  schneidet 
die  bildseitige  Fokalebene  in  der  Höhe  y'  über  der  Achse.    Nach  der 

Abbe'schen   Definition   der  Brennweiten   geht   dann   der   Quotient   — 

in  die  Gröfse  f  über;  die  Gröfse  |'  geht  in  die  Entfernung  des 
hinteren  Brennpunktes  F'  von  der  {A.F)  über  und  soll  mit  tp' 
bezeichnet  werden.     Dann  ist  also: 

q>'=fB- 
oder  wegen 

f  _n. 

r—n'- 

(I)  9'=f'Ji- 

Stellen  wir  uns  jetzt  vor,  dafs  das  Bild  y'  in  gröfse  Ferne  rückt,  so 
läfst  sich  Gl.  (Ja)  in  der  Form  schreiben 

y        Bn^ 


CO  n 


Nach  der  Definition  der  Brennweiten  ist  nun:  —,  =  f\  und  £  wird 

gleich  der  Entfernung  q)  des  vorderen  Brennpunktes  F  von  der  {E.P). 
Demnach  giebt  die  letztere  Gleichung: 


/./_ Bn  fp 


n 
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woraus  folgt: 

(H)  g,=  ^ 

Die  Gröfsen  q)  und  q)'  können  ebenso  wie  die  Gröfsen  f  und  f  zur 
Charakterisierung  eines  Systems  dienen,  wobei  dann  die  Lateral- 
vergröfserung  B  in  den  Pupillen  als  gegeben  zu  betrachten  ist. 
Da  die  Pupillen  konjugierte  Punkte  sind,  so  gilt  für  konjugierte 
Schnittweiten  natürlich  die  allgemeine  Formel  Seite  89:  xx  =^ff\ 
Für  den  vorliegenden  Fall  ist: 

X  =  i  —  <p  und  x'  =!=  I'  —  q>. 
Hieraus  folgt  unter  Berücksichtigung  von  tptp  =ff'. 

?^  4-  ^  =  1     oder-  ^4-^^=1 
I  ^  r  oaer.    ^^  "+-    g-   —  i- 

Wir  stellen  hier  noch  einige  auf  die  Pupillenmittelpunkte  bezüg- 
liche Relationen  zusammen. 

Beziehung  zwischen  konjugierten  Schnittweiten: 

Die  Lateralvergröfserung: 

P       n      k     B 


(III) 


Die  Axialvergröfsenmg: 

Das  EonvergenzTerhältnis : 
Aufserdem  hat  man: 

153.  Sjnametrlsclie  Dnblets.  Ist  n  =»  n,  und  sind  die  Systeme  S^ 
S^  kongruent  und  gleich  gelegen  zur  wirksamen  Blende,  so  nennt 
man  das  System  ein  „symmetrisches  Düblet ^^  In  diesem  Falle  ist, 
da  die  Blende  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Systemen  steht,  p=Py 
d.h.  5=  1.  Die  Blendenorte  fallen  also  mit  den  Hauptpunkten  zu- 
sammen, die  ja  durch  das  Vergröfserungsverhältnis  =  1  definiert  sind. 

Dann  ist  also  ß  =     -     Die   Mitten  R   und   ü'    der  beiden  Pupillen 

sind  die  Centren  der  Perspektive  für  den  Bildraum  und  den  Objekt- 
raum. Alle  von  Objektpunkten  ausgehenden  Hauptstrahlen  durch- 
dringen die  Mitte  der  {E.P)  und  (^.P).  Nennen  wir  die  Winkel,  die 
ein  solcher  vor  und  nach  der  Brechung  mit  der  optischen  Achse 
(9  und  o'  macht,  so  hat  man  (Fig.  120) 

tg(D  =  |,  tga}'=|,, 
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wo  y  und  y  Objekt  und  Bildgröfse  ist.  Daraus  folgt,  wenn  wir  mit  F 
das  Konvergenzverhältnis  in  den  Pupillen  bezeichnen: 

tgo9  y  '  g'* 

Liegt  das  Objekt  in  einer  achsensenkrechten  Ebene,  also  ebenso 
auch  das  Bild,  so  ist  .>  konstant  fär  alle  Punkte  dieses  Objektes; 
ebenso  auch  F  nach  den  allgemeinen  Abbildungsgleichungen.  Dem- 
nach ist  also  auch  -    konstant  für  jede  beliebige  Bildgröfse,  d.  h.  das 

Bild  ist  in  allen  Teilen  dem  Objekt  ähnlich.  Diese  f&r  Paraxialstrahlen 
selbstverständlichen  Eigenschaften  haben  wir  hier  hervorgehoben,  weil 
sie  für  den  jetzt  zu  diskutierenden  wirklichen  Strahlengang  Bedeu- 
tung gewinnen  werden. 

B.   Der  wirkliche  Strahlengang. 

154.  Abweichung  vom  idealen  Strahlengang  beim  Überschreiten 
des  paraxialen  (Gebietes.  Sind  die  Systeme  S^  und  8^  aus  Glaslinsen 
zusammengesetzt  mit  endlichen  Offiiungen  und  hat  auch  die  wirksame 
Blende,  sowie  deren  Bilder  —  die  beiden  Pupillen  —  endliche  Aus- 
dehnung, so  gilt  der  oben  vorausgesetzte  Strahlengang  nur,  wenn  man 
sich  auf  Strahlen  in  unmittelbarer  Nähe  der  Achse  beschränkt,  wobei 
dann  Blende  und  Pupillen  von  unendlich  kleinen  Dimensionen  ange- 
nommen werden  müssen.  Setzen  wir  jedoch  ein  System  endlicher  Öff- 
nung voraus,  so  finden  wir  die  mannigfaltigsten  Abweichungen  von 
dem  „idealen  Strahlengang^^,  deren  wir  einige  hier  andeuten  wollen. 

1)  Die  sämtlichen  von  dem  Achsenpunkt  P  ausgehenden  Strahlen 
vereinigen  sich  nicht  wieder  in  einem  Bildpunkt  P'. 

2)  Ein  in  P  befindliches  achsensenkrechtes  (auch  nur  unendlich 
kleines  Objekt)  wird  nicht  mehr  fehlerfrei  in  P'  abgebildet. 

3)  Ein  ausgedehntes  achsensenkrechtes  Objekt  in  P  wird  nicht 
wieder  als  ebenes  Objekt  dargestellt,  sondern  wird  im  allgemeinen  in  ein 
Doppelbild  zerlegt,  das  auf  zwei  zur  optischen  Achse  symmetrisch 
gelegenen  krummen  Flächen,  den  astigmatischen  Brennflächen,  liegt. 

4)  Die  durch  die  Mitte  der  Blende  gehenden  Hauptstrahlen 
grofser  Neigung  zur  Achse  gehen  weder  durch  die  Mitte  der  (-E.P) 
noch  der  (Ä.P). 

5)  Die  Pupillen  als  Bilder  der  Blende  sind  mit  ebendenselben 
unter  2)  und  3)  genannten  Fehlem  behaftet. 

Dafs  im  allgemeinen  unter  solchen  umständen  von  einer  Ähn- 
lichkeit zwischen  Objekt  und  Bild  nicht  die  Rede  sein  kann,  ist  selbst- 
verständlich. 

Trotzdem  liefern  die  vorhandenen  optischen  Instrumente  mit  oft 
recht  grofsen  Offiiungen  sehr  brauchbare  Bilder  5  dies  konmit  daher. 


Die  Papillen  als  orthoskopische  Punkte. 
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dafs  die  verschiedenen  Gattungen  der  optischen  Instrumente  nur  die 
Aufhebung  bestimmter  Fehler  verlangen^  dafs  femer  das  menschliche 
Auge,  für  das  doch  in  letzter  Instanz  alle  Bilder  bestimmt  sind,  Fehler, 
die  unter  einer  bestimmten  Gröfse  sind,  nicht  mehr  bemerkt. 

155.  Die  Pupillen  als  orthoskopisclie  Punkte.  Um  nun  hier  unsere 
Betrachtungen  nicht  abbrechen  zu  müssen,  machen  wir  einige  verein- 
fachende  Annahmen.  Zunächst  definieren  wir  als  Hauptstrahlen  die- 
jenigen, die  durch  die  Mitte  der  Blende  gehen.  Femer  seien  die 
Pupillenmitten  aberrationsfreie  Bilder  des  Blendenmittelpunktes,  ent- 
worfen durch  die  beiden  vorgelagerten  Systeme.  Es  sollen  also  alle 
im  Objektraum  nach  R  zielenden  Strahlen  im  Bildraum  durch  R' 
gehen.    Dann  ist  der  unter  4)  gekennzeichnete  Fehler  nicht  vorhanden. 


Fig.  181. 


In  Fig.  121  sei  nun  PQ^^  Q^  ein  ebenes  Objekt,  senkrecht  zur  op- 
tischen Achse.  Durch  das  Bild  P'  denke  ich  mir  eine  achsensenk- 
rechte Ebene  gelegt  (etwa  eine  Mattscheibe).  Was  ich  darauf  wahr- 
nehme, nenne  ich  das  Bild  von  PQiQ^-  In  der  Nähe  von  P'  werden 
noch  Bildpunkte  sichtbar  sein;  in  gröfserer  Entfernung  nur  noch  Zer- 
streuungskreise, die  sich  vergröfsem,  sobald  ich  die  Blende  und  damit 
die  Pupillen  erweitere.  Fasse  ich  z.  B.  den  Hauptstrahl  Q^R  ins  Auge, 
der  nach  der  Brechung  R'Qi,  geworden  ist,  so  kann  ich  die  Stelle  ^/, 
wo  dieser  die  Mattscheibe  durchstöfst,  nicht  mehr  als  eigentlichen 
Bildpunkt  ansehen.  Bildpunkte  im  Sinne  einer  idealen  Abbildung 
sind  ja  überhaupt  nicht  vorhanden,  höchstens  irgendwo  Stellen  engster 
Einschnürung.  Und  doch  mufs  für  jemanden,  der  die  Mattscheibe 
betrachtet,  der  Durchstofsungspunkt  als  Bildpunkt  gelten. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingung  aufsuchen,  dafs  das  eben 
charakterisierte  Bild  auf  der  Mattscheibe,  d.  h.  der  Inbegriff  der 
Durchstofsungspunkte  der  Hauptstrahlen,  dem  Objekt  ähnlich  ist. 
Setzen  wir 


PQt-Vt,         P'Q,'=Vi, 


P'B'^-t, 
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dann  ist  nach  Fig.  121 

y»  X f_y% 


*gc)a=^S  tga92'= 


r 


Solcher  Gleichungspaare  könnte  ich  so  viele  aufstellen^  als  ich  Objekt- 
punkte betrachte^  die  dann  durch  weitere  Indices  bezeichnet  würden. 
Damit  Objekt  und  Bild  in  allen  Teilen  ähnlich  sind^  muTs  man 
haben: 

<  _  tK = .  y.:  „.  8.  w. 
Vi       Vt        y» 

Dies  giebt: 

I'  tg«,.'  _  r  tgo,,'  _  r  tgfi,,' 

-     •    1 =   -r-    •    T =    >     •     1. U.   S.   W. 

g         tg«!  I  tgCÖ,  §  tg©3 

Da  nun  \  eine  konstante  Gröfse  für  alle  Objektpunkte  der  betreffenden 

s 

Ebene  ist,  so  hat  man  als  Bedingung  der  „Orthoskopie'^,  dafs  der  Quo- 
tient aus  den  Tangenten,  den  die  Hauptstrahlen  vor  und  nach  der 
Brechung  mit  der  Achse  bilden,  konstant  ist.     Nenne  ich  allgemein 

solche  Winkel   ©  und   o',   so  mufs    also  ^—  für  alle  die  Eintritts- 

'  tgO) 

pupille  passierenden  Strahlen  konstant  sein.  Die  Gröfse  dieser  Kon- 
stante erhält  man,  wenn  man  einen  Strahl  nahe  der  Achse  (Paraxial- 
strahl)  betrachtet,  für  den  die  Tangente  mit  dem  entsprechenden  Bogen 
vertauscht  werden  kann;  das  eben  bezeichnete  Tangentenverhältnis  ist 

dann  das  Konvergenzverhältnis,  das  bekanntlich  von  Wert  —  •  ^  hat, 

so  dafs  also  ist 

(IV)  ?-  =  w-4, 

^      ^  tgö         n     jB' 

WO  B  die  Vergröfserung  in  den  Pupillen  ist.  Die  Bedingung  för  die 
„Orthoskopie"  des  Systems. 

Wichtig  ist  zu  bemerken,  dafs  die  Formulierung  der  Bedingung 
für  die  Orthoskopie  unabhängig  ist  von  dem  sonstigen  in  dem  System 
herrschenden  dioptrischen  Zustand. 

156.  Orthoskopische  und  aplanatische  Punkte.  In  einem  System 
endlicher  Öfihung  spielen  die  Pupillenmittelpunkte  die  Rolle  von  or- 
thoskopischen Punkten.  In  einem  gewissen  Gegensatz  dazu  stehen 
die  Punkte  P  und  P'  (Fig.  121),  d.  h.  die  Achsenpunkte  von  Objekt 
und  Bildebene. 

Um  nämlich  die  oben  angeführten  Fehler  unter  1)  und  2)  zu  ver- 
meiden, was  in  jedem  optischen  System  von  gröfster  Wichtigkeit  ist, 
müssen  diese  Punkte  nach  der  Abbe'schen  Bezeichnung  „aplanatisch" 
sein,  d.  h.  sie  müssen  erstens  frei  von  sphärischer  Aberration  sein 
und  zweitens  der  Sinusbedingung  genügen.     Siehe  §  149. 
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Anf  diese  Weise  wird  gewissermafsen  eine  Arbeitsteilung  in  Be- 
treflf  der  Leistungen  des  dioptrischen  Systems  erreicht. 

157.  Bedingung  for  die  Ortlioskopie,  wenn  in  den  Pupillenmitten 
Aberration  vorbanden  ist.  Wie  wir  oben  sahen  ^  ist  es  zwar  im  all- 
gemeinen praktisch  ausführbar^  streng  theoretisch  aber  unerreichbar, 
dafs  ein  System  auch  nur  ein  aberrationsfreies  Punktsystem  mit 
vorgeschriebener  Lage  und  Vergröfserungsverhältnis  hat.  Um  so  be- 
denklicher wird  die  Forderung  von  zwei  solchen  Paaren  sein  — 
dem  orthoskopischen  und  dem  aplanatischen.  In  der  That  ist  die 
erste  Sorge  meist  die  Erfüllung  des  Aplanatismus,  und  es  wird 
dann  meist  ein  Rest  sphärischer  Aberration  in  den  Pupillenmitten 
zurückbleiben. 

In  Fig.  122  sei  K  der  Mittelpunkt  der  wirksamen  Blende.  Die 
durch  K  gehenden  Hauptstrahlen  eines  ebenen  Objektes  sollen  jetzt 
nicht  durch  die  Mitten  R  und  R'  der  Pupillen   gehen,   sondern   es 


r 


^^ 


s; 


*  «v-'-w/ 


qj^  G 


««.^  U^   V,R 

^ ^ A ^ 

« ll « 


K      R'     «i 


P' 


Fig.  182. 


sollen  in  diesen  Punkten  Aberrationen  s  vorhanden  sein.  Die  den 
Objektpunkten  QiQ^Q^  zugehörigen  Hauptstrahlen  mögen  die  optische 
Achse  in  den  Punkten  Ü^U^U^  treffen,  nach  der  Brechung  durch- 
stofsen  sie  die  Bildebene  in  den  Punkten  QiQ^Q^'  und  schneiden  die 
Achse  in  Ü^Ü^'U^,  Objekt  und  Bildebene  soUen  die  optische  Achse 
wieder  in  P  und  P'  schneiden.  Die  Achsenneigungen  der  Haupt- 
strahlen vor  und  nach  der  Brechung  werden  wieder  mit  o  und  co' 
bezeichnet  und  man  bezeichne: 

pp==l,         p'/r=r 

lind  die  objektseitigen  Aberrationen: 

RUi=£^ 
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Femer  ist,  wie  oben: 

^Qi  =  yu      PQ2  =  y2y      P'Qi  =  yi    u.  s.  w. 

Man  hat  nun  nach  Fig.  122: 

Die  Bedingung  fOr  die  Orthoskopie  ist  wieder  ^^  =  ^  =  u.  s.  w. 
=  constans,  also  wird: 

6  —  «1        tgcöi  I  —  f  s       tg(ö. 

Bezeichnet  man  allgemein  die  Objekt-  und  bildseitigen  Neigungen 
mit  o  und  o',  die  objekt-  und  bildseitigen  Aberrationen  mit  £  und  £\ 
80  mufs  also  der  Ausdruck: 

i  —  s  '  ig(o 

konstant  sein  fOr  die  ganze  Öffiiung  des  Systems. 

Die  Eonstante  bestimmen  wir  durch  Übergang  zu  Paraxialstrahlen, 

indem  dann  £'=£==  0  und  —-^  das  Konvergenz  Verhältnis     '  •  ö  ^^ 

den  Pupillen,  wird,  wo  B  wie  oben  die  Vergröfserung  in  den  Pupillen 
bedeutet.  Berücksichtigt  man  die  oben  entwickelte  GL  (la)  §  152,  so 
ergiebt  sich  die  Konstante  =  /3,  d.  h.  gleich  der  Vergröfserung  in  den 
Punkten  P  und  P\     Also  wird  die  Bedingung  für  die  Orthoskopie: 

(V)  ^'zu'A«^  =  ß, 

Wird  £'=£==()  für  die  ganze  Öffnung,  sind  die  Pupillen  also 
aberrationsfrei,  so  geht  die  Bedingung  (V)  in  (IV)  über. 

61.  {III)  wird  illusorisch  für  sehr  entfernte  Objekte,  da  dann 
I  =  oü  und  ß  ==  0  wird.     Wir  bringen  sie  auf  die  Form: 

Nun  ist  fttr  n  =  n   nach  (Ib)  §  152 

also  wird  die  rechte  Seite 

ji  —  ^ß- 
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Wird  S  sehr  grofs,  ß  also  =  0,  so  hat  man  für  ein  unendlich 
fernes  Objekt  die  Bedingung  der  Orthoskopie: 

und  man  erkennt,  dafs  in  diesem  Falle  die  objektseitigen  Aberrationen 
ohne  Einflufs  sind. 

Die  ,,Orthoskopie'^  ist  besonders  wichtig  für  photographische  Ob- 
jektive.    An  geeigneter  Stelle  kommen  wir  deshalb  darauf  zurück. 

158.  Arten  der  Verzeichnung.  Wächst  ^--  mit  wachsender  Neigung 

der  HauptstrahleU;  so  wächst  die  Yergröfserung  nach  dem  Bande  zu, 
nimmt  es  ab,  so  verringert  sich  die  Yergröfserung  nach  dem  Bande 
zu.  In  der  Mitte  des  Feldes  ist  die  Vergrößerung  konstant.  Im 
ersteren  Falle  nennt  man  die  Verzeichnung  „kissenformig"  (Fig.  124), 
im  andern  „tonnenformig^  (Fig.  125).    Ein  quadratisches  Netz  (Fig.  123) 


Fig.  ISS. 


Fig.  124. 


Fig.  126. 


wird  also  in  der  durch  die  Figuren  dargestellten  VV^eise  bei  der  Ab- 
bildung deformiert. 

159.  Feststellung  der  Orthoskopie  in  einem  System  mittels  trigono- 
metrischer Durchrechnung.  In  Fig.  126  ist  ein  System  von  drei  cen- 
trierten  Eugelflächen  dargestellt,  jedoch  gelten  die  nachfolgenden  Be- 
trachtungen ganz  allgemein.  Die  wirksame  Blende  befinde  sich  bei  K, 
senkrecht  zur  Achse;  ich  denke  mir  diese  verkleinert,  bis  sie  fast 
punktförmig  geworden  ist.  Sämtliche  Strahlen,  die  dann  die  Blende 
durchdringen,  sind  Hauptstrahlen  und  Achsen  ebensovieler  Bündel. 
Man  nehme  nun  einen  Winkel  r  nach  Belieben  an  und  verfolge  einen 
Strahl  unter  diesem  Neigungswinkel  zur  Achse  von  K  aus  nach  rechts 
(^KN^R/)  und  links  (KN^N^R^)  durch  das  System,  bis  er  im  Objekt- 
raum und  Bildraum  die  Achse  in  den  Punkten  R^  und  R/  trifft  und 
dort  die  Winkel  cj^  und  m/  mit  der  optischen  Achse  bildet.  Es  sind 
nun  die  Scheitelpunkte  S  der  Flächen,  ihre  Mittelpunkte  M  und  die 
Slntfemungen  der  Flächen  von  einander  als  gegeben  zu  betrachten. 
Dann  kann  man  mittels  trigonometrischer  Durchrechnung  sowohl  die 
Winkel  «  und  ß  als  auch  ©  bestimmen.     Die  Indices  r  sollen  darauf 
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hinweisen,  dafs  die  Punkte  durch  trigonometrische  Rechnung  gefunden 
sind.  Ferner  bilde  man  den  Punkt  K  nach  rechts  und  links  durch 
die  vorgelagerten  Systemteile  mittels  Paraxialstrahlen  ab  und  findet 
die  Mitten  der  {E.F)  und  {A,F)  in  den  Punkten  R  und  B\  Die 
Strecken  BB^=  s  und  R'R;=  b'  sind  die  in  den  Pupillen  herrschenden 
Aberrationen  infolge  der  durch  r  charakterisierten  endlichen  Strahlen- 
neigung. 

Wir  setzen  voraus,  wie  es  bei  photographischen  Objektiven  immer 
geschieht,  dafs  der  Gegenstand  sehr  entfernt  sei,  das  Bild  also  in  der 
Fokalebene  F'  zustande  komme. 

Der  betrachtete  Hauptstrahl  durchstöfst  nun  die  J^'-Ebene  in 
einem  Punkte  E  und  man  hat  für  die  Bildgröfse  F'E  (Fig.  126) 

.        ,         FE 

Um  zu  beurteilen,  ob  das  System  orthoskopisch  ist,  nehmen  wir  für 
einen  Augenblick  an,  es  sei  orthoskopisch  und  denken  uns  durch  den 
wahren  Ort  B  des  Mittelpunktes  der  {E,P)  einen  Hauptstrahl   unter 


/(^'    V 


Fig.  126. 


der  Neigung  o^  einfallend,  dann  mufs  derselbe,  genau  wie  für  Paraxial- 
strahlen, im  Objektraum  diirch  B'  gehen  und  mit  einer  Achsenneigong 
Q}',  so  dafs  ist,  wenn  Objektraum  und  Bildraum  denselben  Brechungs- 
exponenten haben: 


tg«' 


1 


wo  jB  die  in  den  Pupillen  herrschende  Vergröfserung  mittels  Paraxial- 
strahlen ist.  Dieser  Strahl  durchstofse  die  F'- Ebene  in  6r,  so  dafs 
maa  für  c'as  ideale  Bild  F' G  hat: 

Setzt  man  nun 

B'F'=  %' 

so  hat  man  also  für  die  wirkliche  Bildgröfse  den  Wert: 

und  für  die  ideale  Bildgröfse  den  Wert: 


|'tg(D'  = 


rtgw^. 


B 
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Für  die  betreffende  Zone  hat  das  vorliegende  System: 
I.  tonnenfonnige  Verzeichnung,  wenn 

l'tg©^ 

g/tgo;<— ^-, 

n.  kissenformige  Verzeichnung,  wenn 
Die  Bedingung  für  die  Orthoskopie  wird 

^'tffCÖ 

6rtgß'r=        B' 

Führt  man  die  bildseitige  Aberration  e'  ein,  so  ist 

t'=  S'- «' 

und  es  wird,  wenn  man  die  Indices  unterdrückt,  da  ein  Mifsverständnis 
kaum  mehr  möglich  ist: 

tg«  =(r-€')'Ä' 

eine  Gleichung,  auf  die  wir  schon  gekommen  waren. 

Bemerken  wollen  wir  noch  einmal,  dafs  sich  die  Gröfsen  B  und 
I'  auf  Paraxialstrahlen  beziehen. 


Z^ 


Fig.  127. 

160.  Beispiel.  Als  Beispiel  wählen  wir  eine  Halbkugel  (Fig.  127) 
mit  dem  Radius  r  und  dem  Brechungsexponenten  n  =  1,5,  die  ihre 
plane  Seite  dem  einfallenden  Lichte  zukehrt.  Es  liegt  bei  jeder  Pian- 
konvexlinse  in  dieser  Stellung  der  zweite  Hauptpunkt  H'  im  Scheitel, 

der  erste  H  so,  dafs  Rn=—  ist,  wo  d  =  RH'  die  Dicke  ist.    Die 
Brennweite  H'F'=  f  ist     __   »     Für  unsere  Halbkugel  ist  also: 

n'     '        n— 1 
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Es  sei  zunächst  R  Mittelpunkt  der  wirksamen  Blende  und  damit 
zugleich  der  (E.P),  wir  wollen  den  Mittelpunkt  ü'  der  (Ä.P)  suchen. 
Habe  derselbe  Von  H'  die  Entfernung  js,  so  mufs  sein: 

r    *     e  r     ' 

n  n  —  1 

woraus  js  =  —  r  folgt,    d.  h.  die  (E.P)  und  {Ä.P)  fallen  mit  ihren 
Mittelpunkten  in  R  zusammen,  sind  jedoch  nicht  von  gleicher  Gh'öfse, 

denn  man  hat  B=  -^^  =  w. 

Der  unter  dem  beliebigen  Winkel  cd  einfallende  Hauptstrahl  bildet 
nach  der  Brechung  einen  Winkel  cir,  so  dafs  man  hat: 

sin  cd/  i 

sinc}  n 

An  der  Eugelfläche  wird  der  austretende  Strahl  nicht  gebrochen, 
da  er  in  Richtung  des  Radius  läuft.  Da  hier  Austritts-  und  Eintritts- 
pupille mit  der  wirksamen  Blende  zusammenfallen,  so  sind  weder 
objektseitige  noch  bildseitige  Aberrationen  vorhanden. 

Da  wir  annehmen,  dafs  der  Strahl  LR  aus  dem  Unendlichen 
kommt,  so  müssen  wir  als  Bildebene  die  durch  JF'  gehende  Fokal- 
ebene annehmen,  die  von  dem  gebrochenen  Strahl  im  Punkte  E  durch- 
stofsen  wird. 

In  den  Formeln  des  Torigen  Paragraphen  ist  zunächst  zu  setzen 
5/=  S'  (wegen  der  Aberrationsfreiheit);  femer  ist  hier  cd^=  0,  also: 

/  >  tgo 


tgCD^ 


<    B 


JMun  ist  aber  wegen  sm  0^  = 


tg<= 


n 
si»  »/  Bin  eo 


}/l  —  sin©/*  1  /  sinta* 

Y  n* 


und  da  -B  =  w  gefanden  wurde: 

1  > 


1/.- 


sin  CO*  <  cos  CO 


w« 


T                                                  ^         sm  cö*  <^  9 

oder:  1 5—  ^  cos  cd* 

1  sin  ©•  <"    .       o 

oder  — i— ;^smo\ 

Hieraus  folgt,  dafs  das  obere  Vorzeichen  gültig  ist,  also  tonnen- 
formige  Verzeichnung  vorliegt. 
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Die  Dispersion  des  Lichtes. 

161.  Begriff  der  Dispersion  nnd  Spektrnm  eines  Prismas.  Die 
bisherigen  Regehi  der  geometrischen  Optik  galten  nur  für  den  Fall, 
dafs  der  Brechungsexponent  n  eine  constante  Gröfse  ist  —  d.  h.  für 
homogenes  Licht.  In  der  That  spaltet  sich  ein  weifser  Lichtstrahl, 
sobald  er  in  ein  neues  Medium  eindringt,  in  eine  Anzahl  farbiger 
Lichtstrahlen,  von  denen  jeder  einen  andern  Brechungsexponenten 
hat.  Da  der  Brechungsexponent  in  allen  Abbildungsgleichungen  ent- 
halten ist,  so  werden  für  die  verschiedenen  Farben  auch  verschiedene 
Vereinigungsweiten,  verschiedene  Bildgröfsen  und  Konvergenzen  statt- 
finden. Diese  Erscheinung  heifst  Dispersion  oder  Chromasie;  sie 
ist  für  das  Zustandekommen  optisch  brauchbarer  Bilder  besonders 
störend.  Seit  der  Herstellung  der  Flintgläser  durch  DoUond  ist  man 
jedoch  mit  Erfolg  bemüht  gewesen,  diesen  Mangel  zu  beseitigen  und 
farbenfreie,    sogenannte    „achromatische"   Linsensysteme    herzustellen. 

In  Fig.  128  ist  der  Hauptschnitt  eines  Prismas  dargestellt.  In  S 
befinde  sich  ein,  zunächst  als  unendlich   dünn  vorausgesetzter  Spalt, 


Fig.  128. 

welcher  der  brechenden  Kante  des  Prismas  parallel  ist,  also  in  S  die 
Papierebene  durchstöfst.  Der  weifse  Lichtstrahl  SA  zerlegt  sich  bei 
der  Brechung  an  der  Vorderfläche  (bei  A)  in  ein  fächerförmiges 
Bündel   gefärbter  Lichtstrahlen,  die  bekanntlich    die  Reihenfolge   der 

Cileiclion,  optische  Ahbildungslelire.  lo 
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Regenbogenfarben  zeigen.  Von  der  sogenannten  anomalen  Dis- 
persion sehen  wir  hier  ab.  Rührt  der  Strahl  SÄ  von  einem  festen 
glühenden  Körper  her,  so  gehen  diese  Farbenstrahlen  kontinuierlich 
in  einander  über,  während  sie  im  allgemeinen  ein  System  von  ge- 
trennten Gruppen  bilden,  wenn  die  Lichtquelle  ein  glühendes  Gas  ist. 
Jedem  Farbenstrahl  entspricht  ein  bestimmter  Brechungsexponent,  der 
von  der  roten  Seite  nach  der  violetten  beständig  wächst.  An  der 
Hinterseite  des  Prismas  (bei  B  und  B')  werden  die  Farbenstrahlen 
von  neuem  abgelenkt  und  erweitem  sich  fächerförmig  noch  stärker, 
ohne  jedoch  in  neue  Farben  zerlegt  zu  werden.  Fängt  man  die 
divergierend  austretenden  Strahlen  bei  CC  etwa  durch  einen  weifsen 
Schirm  auf,  so  erhält  man  als  Bild  des  weifsen  Spaltes  S  jetzt  ein 
Farbenband,  das  Spektrum  genannt  wird.  Das  Sonnenspektrum  er- 
scheint bekanntlich  durchsetzt  von  dunkelen  Linien,  die  der  Spalt- 
richtung parallel  sind  und  nach  ihrem  Entdecker  Fraunhofersche 
Linien  genannt  werden. 

Sei  nun  in  Figur  128  etwa  B'C  ein  roter  und  BC  ein  violetter 
austretender  Strahl,  so  wird  der  Winkel,  den  sie  bei  K  bilden,  ein 
Mafs  für  die  Gröfse  der  Zerstreuung  oder  Dispersion  bilden.  Dieser 
Winkel  (in  der  Figur  mit  dc3  bezeichnet)  ist  jedoch  immer  sehr 
klein,  da  der  rote  und  violette  Strahl  sehr  dicht  neben  einander  her- 
laufen. Dies  rührt  daher,  dafs  die  Brechungsexponenten  des  roten 
imd  violetten  Strahls  sich  nur  wenig  von  einander  unterscheiden, 
nämlich  bei  den  in  optischen  Instrumenten  gewöhnlich  vorkommenden 
Glassorten  nur  um  wenige  Einheiten  der  zweiten  Dezimale.  Nehmen 
wir  also  etwa  den  Gang  des  roten  Strahles  AB'C  als  bestimmt 
an  und  setzen  seinen  Brechungsexponenten  gleich  w,  so  werden  wir 
nach  der  Methode  der  Differentialrechnung  dem  violetten  Strahl  einen 
Brechungsexponenten  n  -j-  dn  zuschreiben  und  seine  Li^  finden 
können,  indem  wir  die  den  roten  Strahl  bestimmenden  Gleichungen 
differenzieren. 

Fassen  wir  also  in  den  Gleichungen  (1)  bis  (4)  §  31  die  Gröfsen  a 
und  0  als  konstant  auf,  so  erhalten  wir  durch  Differentiation: 

n  cos  ßdß  -{-  sin  ßdn  =  0 
cos  ada'  =  n  cos  ß'dß'  -f-  sin  ß'dn 
dß  =  —  dß' 
da)  =  da. 
Hieraus  folgt  durch  Elimination  von  d/3,  dß*  und  da 

(1)  ao  == o-     —'  ' 

^  ^  cos  p  cos  u 

Die  Gröfse  do,  in  Fig.  128  ^  CKC\  mifst  die  Oeflhung   des    aus- 
tretenden Farbenfächers   oder   die  Prismendispersion.     Diese   ist    also 
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proportional    der   Gröfse    dn,    d.  h.    der   Anderang    des    Brechungs- 
exponeuten.     Insbesondere  variiert  sie  sehr  stark  mit  dem  Winkel  a 
und   wird  unendlich  grofs,  wenn  dieser  Austrittswinkel  90^  beträgt. 
Oeht  der  Strahl  mit  dem  Brechungsexponenten  n  im  Minimum 

der  Ablenkung  durch  das  Prisma  (§  33) ,  so  ist   /5  =  y   iind   sina' 

=  wsin       und  Formel  1  giebt: 

2  a«  •  Bin 

(2)  d(0  =      - ; 

r  1  —  n*  sin 
z 

wo  6  der  brechende  Winkel  ist. 

Ist  der  brechende  Winkel  6  sehr  klein,  so  wird  nach  §  34  einfach 

da  =  6  •  dn, 
also  unabhängig  von  a, 

162.  Auswahl  der  Fraunhoferschen  Linien,  Der  Begriff  „Farbe" 
scheint  zunächst  nicht  genau  bestinmit.  Dieselbe  Farbe  könnte  sogar 
bei  verschiedenen  Personen  verschiedene  Sinneseindrücke  hervorrufen. 
Durch  die  fundamentale  Entdeckung  Fraunhofers  sind  wir  jedoch 
in  die  Lage  versetzt,  Farben  durch  Zahlen  auszudrücken.  Nach  der 
Wellentheorie  des  Lichtes  entspricht  nämlich  jeder  Farbe  eine  ganz 
bestimmte  Wellenlänge  der  den  Äther  durchdringenden  Lichtwelle. 
Konsequenter  Weise  mufs  dann  ein  weifser  Lichtstrahl  wie  der  In- 
begriff vieler  solcher  Wellenzüge  mit  verschiedenen  Wellenlängen 
aufgefafst  werden.  Durch  die  Brechung  trennen  sich  diese  Wellen- 
züge von  einander  und  liefern  homogene  Lichtstrahlen.  Durch  was 
für  eine  Glassorte  aber  auch  immer  die  Brechung  erzeugt  wird,  immer 
entsprechen  dieselben  Farben  denselben  Fraunhoferschen  Linien,  was 
für  die  praktische  Optik  von  fundamentaler  Wichtigkeit  ist. 

Die  ,,61asschmelzerei  für  optische  und  andere  wissenschaftliche 
Zwecke"  von  Schott  und  Gen.  zu  Jena  (seit  1884)  benutzt  zur  Be- 
stimmung der  Brechungsexponenten  der  verschiedenen  Spektralfarben 
folgende  Linien,  die  sich  leicht  mittels  künstlicher  Lichtquellen  her- 
stellen lassen^). 

1)  Die  rote  Ealilinie,  die  sehr  nahe  mit  der  Fraunhoferschen 
Linie  A  zusammenfällt  —  sie  wird  mit  Ä'  bezeichnet. 

2)  Die  gelbe  Natronlinie  —  sie  fällt  mit  der  Fraunhoferschen 
D-Linie  zusammen. 

3)  Die  drei  hellen  Linien  des  Wasserstoffspektrums,  von  denen 
die  beiden  ersten  mit  den  Fraunhoferschen  Linien  C  und  F  identisch 
sind,  und  die  dritte,  welche  mit  (r'  bezeichnet  wird,  der  Fraunhofer- 
schen Linie  G  sehr  nahe  ist. 


1)  Siehe  das  Prodnktions-  und  Preiaverzeichnis  der  betr.  Glasschmelzere 

13* 
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Für  diese  fünf  Linien  ACDFG'^)  werden  in  der  genannten 
Glasschmelzerei  die  Brechungsexponenten  für  jede  Glassorte  bestimmt. 
Die  Eatalogangabe  geschieht  in  folgender  Weise: 

Betrachten  wir  das  gewöhnliche  Kalksilikat  Crown  mit  der 
Fabrikationsnummer  0.  60  des  Jenaer  Katalogs,  so  finden  wir  zu- 
nächst den  Brechungsexponenten  für  die  gelbe  2) -Linie  angegeben 

YiD  =  1,5179, 

welcher  nahezu  der  heilsten  Stelle  des  Spektrums  entspricht  und  als 
mittlerer  Brechungsexponent  angesehen  werden  kann.  Alsdann  folgt 
die  sogenannte  „mittlere  Dispersion",  d.  h.  die  Differenz  der  Brechungs- 
exponenten der  Linie  F  und  der  Linie  G  =  0,00  860  =  tip  —  «c- 
Dieser  Differenz  ist  ungefähr  die  Länge  des  Spektrums  proportional, 
das  durch  ein  Prisma  aus  dem  betreffenden  Glase  entworfen  wird, 
da  ja  ein  Spektrum  um  so  länger  wird,  je  schneller  der  Brechungs- 
exponent vom  Rot  zum  Violett  wächst,  d.  h.  je  bedeutender  der  Unter- 
schied der  Ablenkungswinkel  zwischen  roten  und  violetten  Strahlen 
ist.  Es  folgen  dann  im  Verzeichnis  die  Differenzen  der  Brechungs- 
exponenten für  die  Intervalle 

A'  bis  D, 
D  bis  F, 

F  bis  G\ 

nämlich : 

n/,  —  wj'=  0,00  553 

np  —  nn  =  0,00605     Crown  0.  60. 

w^— W/r  =  0,00487, 

Diese  drei  Gröfsen  sind  proportional  den  Längen  der  Spektrum- 
abschnitte, die  zwischen  den  Linien  Ä  und  Z),  F  und  6?'  liegen. 

Vergleicht  man  hiermit  z.  B.  das  gewöhnliche  Silikat  -  Flint 
(0.  103  im  Fabrikationsverzeichnis  des  Jenaer  Katalogs),  so  findet 
man  zunächst  für  den  mittleren  Brechungsexponenten: 

no  =  1,6202, 
für  die  mittlere  Dispersion: 

'uf  —  fic  =0,01709 
und  für  die  partiellen  Dispersionen 

ui,  —  nA'  =  0,01034 
ny  —  nD  =  0,01220 
7trr'  —  nir  =  0,01041 ,  j 

1)  Die  Wellenlängen  der  benutzten  Linien  sind  laut  Katalog  der  Schott- 
schen  Glasschmelzerei  in  Mikro-Millim. 

A'  C  I)  F  G' 

0,7677  0,6563  0,5893  0,4862  0,4341 


Flint  0.  103. 
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163.  Verschiedener  Gang  der  Dispersion  bei  verschiedenen  Glas- 
sorten. Durch  Vergleich  der  mittleren  Dispersionen  für  Crown  und 
Flint,  nämlich  0,00860  und  0,01709  ersieht  man,  dafs  unter  sonst 
gleichen  Bedingungen  das  Flintglasspektrum  eine  gröfsere  Ausdehnung 
haben  muTs  wie  das  Crownglasspektrum  und  dafs  sich  diese  Aus- 
dehnungen wie  0,01709  :  0,00860,  d.  h.  nahezu  wie  1,987  : 1  verhalten 
müssen. 

Dementsprechend  erscheinen  auch  die  mittleren  Dispersionen  des 
Flint  gröfser  als  die  des  Crown.  Man  überzeugt  sich  aber  sofort, 
dafs  die  partiellen  Dispersionen  des  Flint  nicht  in  demselben  Ver- 
hältnis (nämlich  1,987 : 1)  gröfser  sind  wie  die  partiellen  Dispersionen 
des  Crown,  dafs  also  das  Flintspektrum  dem  Crownspektrum  in  allen 
Teilen  durchaus  nicht  ähnlich  ist,  sondern  sein  besonderes  Verhalten 
hinsichtlich  der  Linien-  resp.  Farbenintervalle  zeigt.  Um  diese  „Dis- 
proportionalität" in  den  Spektren  der  verschiedenen  Glassorten  mög- 
lichst anschaulich  zu  machen,  schlage  man  folgenden  Gang  ein. 

Man  denke  sich  die  mittlere  Dispersion  z.  B.  des  Glases  0.  60 
als  eine  Strecke  GF  (Fig.  129)  dargestellt  und  auf  derselben  den 
Punkt  I)  angenommen,  der  dem  Brechungsexponenten  n/>  entspricht  und 
iarage  dann  noch  auf  der  nach  rechts  und  links  verlängerten  Strecke  Ct 
die  den  Brechungsexponenten  via'  und  nc  entsprechenden  Punkte  auf. 

A'      C  D  F  G'    ' 


Fig.  189. 

Für  jede  Glassorte  erhalte  ich  dann  eine  andere  Verteilung.  Um 
diese  verschiedenen  Verteilungen  ihrer  inneren  Anordnung  nach  mit 
einander  vergleichen  zu  können,  setze  ich  für  sie  alle  das  Intervall 
CF  einander  gleich  und  zwar  gleich  der  Einheit.  Um  dann  die  Inter- 
valle wieder  in  ihrem  richtigen  Gtöfsenverhältnis  zu  einander  zu  er- 
halten, mufs  ich  also  die  Strecken  ADy  DF,  FG'  dividieren  durch 
die  Strecke  CF,  d.  h.  durch  die  mittlere  Dispersion  der  in  Frage 
kommenden  Glassorte.  Wären  die  Linienverteilungen  aller  Glassorten 
einander  geometrisch  ähnlich,  so  würden  sie  bei  der  angegebenen 
Reduktion  jetzt  kongruent  werden.  Da  dies  letztere  nicht  der  Fall 
ist,  so  zeigen  die  reduzierten  Intervalle  die  Abweichung  von  der 
Proportionalität  an.     So  findet  man  für  Crown  0.  60 

_^___^_  =  0,643,    -^-     '^  =  0,703,     -^ -^-  =  0,566, 

^F  —  '^C  ■     '^F  —  '^C  ^F  —  **6' 

während  für  Flint  0.  103  die  analogen  Gröfsen  sind 

0,605,  0,714  0,609. 

Die  letzteren  Zahlen  sind  in  dem  Verzeichnis  der  Jenaer  Schmelzerei 
den  Werten  für  die  partiellen  Dispersionen  beigedruckt. 
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Denkt  man  sich  also  die  in  obiger  Weise  reduzierten  Spektren 
der  Gläser  0.  60  und  0.  103  so  aufeinander  gelegt,  dafs  die  Inter- 
valle CD  sich  gerade  decken,  so  erscheint  im  Spektrum  des  Crown- 
glases  der  rote  Teil  verlängert  (0,643  gegen  0,605),  während  im 
violetten  Teil  das  Spektrum  des  Flintglases  vorherrscht  (0,714  gegen 
0,703). 

Vergleicht  man  mit  den  obigen  Zahlen  für  das  Crown  0.  60  die 
entsprechenden  Zahlen  für  die  partiellen  Dispersionen  des  reduzierten 
Spektrums  der  Glassorte  0. 164  (Borosilicat-Plint),  so  findet  man 

0,638  0,706        *       0,578, 

erkennt  also  zwischen  diesen  Glaspaaren  eine  nahezu  vollständige 
Übereinstimmung  der  reduzierten  Spektren,  d.  h.  Proportionalität  in 
der  Aufeinanderfolge  der  Linienintervalle.  Solcher  Paare  mit  pro- 
portionalem Gang  der  Dispersion  sind  in  dem  betr.  Yerzeichniss  eine 
ganze  Anzahl  angegeben. 

Die  Reihe  der  optischen  Gläser  wird  gewöhnlich  nach  einer 
Gröfse 


V 


w^  —  1 


geordnet,  die  man  als  reziproken  Wert  der  relativen  Dispersion  be- 
zeichnet hat.     So  ist  z.  B.  für 

0.  60  1/  =  60,2 
0. 103  V  =  36,2 
0.164    i;  =  49,4. 

Die  grofse  Bedeutung  der  Gröfse  v  für  die  Theorie  der  Achromasie 
wird  sich  weiter  unten  ergeben^). 

Wir  wollen  jetzt  ein  paraxiales  Bündel  durch  ein  optisches 
System  verfolgen  unter  Voraussetzung  eines  bestimmten  Brechungs- 
exponenten n,  den  wir  als  mittleren  bezeichnen.  Alsdann  wollen  wir 
dasselbe  thun  unter  Zugrundelegung  eines  etwas  davon  verschiedenen 
Exponenten,  was  dem  Übergang  von  der  einen  zur  andern  Farbe  ent- 
spricht. Da  der  zweite  Brechungsexponent  sich  von  dem  ersteren 
nur  sehr  wenig  unterscheidet,  werden  wir  ihn  auch  hier  durch  w  +  rfw 
bezeichnen  können,  wo  d«  von  der  Gröfsenordnung  eines  Differentials 
angenommen  wird.  Hierdurch  ist  die  Lösung  besonders  einfach. 
Wir  beginnen  mit  den  einfachsten  Fällen. 

164.  Chromatische  Abweichung  einer  dünnen  Linse.  Sei  f  die 
Brennweite  einer  unendlich  dünnen  Linse,  so  ist: 

1)  über  die  Achromasie  photographischer  Systeme  siehe  a.  a.  0. 
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wo  r^  und  r^  ersten  und  zweiten  Krümmungsradius  bedeuten.  Man 
erhält  sofort: 

oder  vermittels  (1) 

(2)  df=-^^f. 

Betrachten  wir  das  Glas  0.  60  (Jena);  wählen  als  mittleren  Ex- 
ponenten W/)  =  1,5179  und  für   dn   das  Intervall  von  D  bis  F,  so 

wäre  dn  =  O^OOeOöj  also  df=^—  ^~^  f  =  —  0,01168/'.  Hätten  wir 

dagegen  för  df  das  Intervall  von  A  bis  D  gewählt,  so  wäre 
dn  =  —  0,00553  und  es  würde  sich  ergeben 

df  =0fil068f. 

Die  violetten  (F)  Strahlen  vereinigen  sich  also  früher  als  die  mittleren 
(-D)  Strahlen  und  zwar  um  die  Strecke  0,01168/*,  während  der  Ver- 
einigungspunkt der  roten  (J.')  Strahlen  über  den  Vereinigungspunkt 
der  gelben  Strahlen  hinausfällt  um  die  Strecke  0,01068/*.  Der  Ver- 
einigungspunkt der  gelben  Strahlen  liegt  nahezu  in  der  Mitte  zwi- 
schen den  Vereinigungspunkten  der  beiden  andern  Farben,  denn  die 
DiflFerenz  der  betreffenden  Entfemimgen  beträgt  nur  0,001/*. 

Es   sei   a   die  Entfernung    eines    leuchtenden   Punktes   vor   der 
Linse,  b  die  Vereinigungsweite  im  Bildraum,  dann  ist: 

j^    ,    J^ J_ 

'ä  "^  h  ~  f  ' 

Durch  Differentiation  folgt,  da  a  constant  ist: 

oder  zufolge  (2) 

(3)  db==--  ^-"-  ^ 

als  Differenz  der  Vereinigungsweiten  zwischen  den  mittleren  Strahlen 
und  denen  vom  Exponenten  n  -\-  dn, 

165.  Der  Abweichungskreis.    In  Fig.  130  sei  SS'  eine  unendlich 
dünne  Linse.     Vom  Punkte  E  fallen   imter   denselben  Winkeln   zur 


# 


Fig.  180. 


optischen  Achse  die  weifsen  Strahlen  ES  und  ES'  auf  dieselbe,  durch 
die  Brechung  bei  8  und  S'  wird  ein  weifser  Lichtstrahl  in  die  farbigen 
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Spektrahlstrahlen  aufgelöst.  Von  diesen  greifen  wir  drei  Sorten  her- 
aus, die  mittleren  gelben,  welche  der  D-Linie  angehören  mögen  und 
sich  im  Punkte  P  der  Achse  vereinigen  sollen,  sodann  die  roten  und 
violetten,  die  etwa  der  Ä-  und  J'-Linie  entsprechen;  ihre  Vereinigungs- 
punkte  seien  G  und  jET.  Dann  werden  wir  mit  grofser  Annäherung 
den  Punkt  P  in  der  Mitte  zwischen  K  und  G  annehmen  dürfen. 
Der  Schnittpunkt  der  äufsersten  roten  und  violetten  Strahlen  über 
der  Achse  sei  Ky  der  entsprechende  Punkt  unter  derselben  K\  Wegen 
der  Kleinheit  der  hier  in  Frage  kommenden  Winkel  (es  handelt  sich 
ja  um  Paraxialstrahlen)  werden  wir  KPK'  als  auf  einer  kleinen  Ge- 
raden befindlich  annehmen  können,  die  senkiecht  zur  optischen  Achse 
steht.  Nun  nennt  man  PH  und  PG  die  Längenabweichungen, 
PK  =  PK'  die  Seitenabweichungen  und  den  Kreis  um  P  mit  PK 
den  Abweichungskreis,  da  durch  ihn  alle  Strahlen  hindurch  gehen, 
die  auf  die  Linse  zwischen  S  und  S'  fallen. 

Aus  der  Figur  erhält  man  nun  zufolge  ähnlicher  Dreiecke: 

AS^_AG  _AH  _AG  +  AU 
PK  ~  PG~  PH  ~  PG  +  HP ' 

Zufolge  einer  früheren  Bemerkung  kann  man  P  als  Halbierungspunkt 
der  Strecke  HG  auffassen,  und  hat  dann 

ÄG-{-ÄH=2AP  und  PG  +  HP  =  2HP, 

so  dafs  man  erhält: 

AS  _AP 

PK~  HP' 

Setzt  man  nun  die  OflEuung  der  Linse  =  2p  und  den  Radius  des 
Abweichungskreises  =  (>,  so  wird.  Ab,  AP  =  h  und  HP  =  dh  ist: 

dh 

q=pt 

oder  zufolge  (3) 

/  A\  dn     h 

(4)  P  =  n  -  1  7  ^' 

wobei  das  Vorzeichen  gleichgültig  ist. 

Ist   der  Objektpunkt  E  unendlich  weit  entfernt,  so   wird   b  =  f 

und 

/-x  dn 

•  ■ 

Für  eine  Linse  aus  Crown  0.  60  und  40mm  OflEnung  würde  sich 
Q  annähernd  gleich  Yjmm  ergeben.  Statt  eines  Bildpunktes  in  P  tritt 
also  ein  Abweichungskreis  vom  Radius  q  auf,  wodurch  notwendig  die 
Bildqualität  verschlechtert  wird.  Wird  das  mit  einem  derartigen  Ab- 
weichungskreis  behaftete  Bündel  weiteren  Brechimgen  unterworfen, 
so  werden  sich  diese  Störungen  noch  erheblich  steigern  können.  Wir 
verzichten  jedoch   auf   eine  derartige    weitere  Entwicklung,  weU  die 
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blofse  Gröfse  dieses  Kreises  kein  einwandsfreies  Mafs  für  die  chro- 
matische Verundeutlichung  ist,  denn  es  kommt  für  den  subjektiven 
Eindruck  besonders  die  Art  der  Intensitätsverteilung  innerhalb  dieses 
Kreises  zur  Geltung.  Ein  Blick  auf  die  Fig.  130  lehrt,  dafs  z.  B.  die 
gelben  Strahlen  sich  im  Centrum  vereinigen,  während  die  roten  auf 
einer  peripherischen  Zone  ausgebreitet  erscheinen.  Wegen  dieser  Um- 
stände, deren  Wirkung  auf  den  Vorgang  des  „Sehens^^  schwer  zu 
schätzen  ist^),  beschränken  wir  uns  im  folgenden  auf  die  Darstellung 
der  chromatischen  Längenabweichung.  Bemerken  wollen  wir  nur 
noch,  dafs  unter  Umständen  die  Pupille  des  menschlichen  Auges  da- 
zu beitragen  kann,  den  Abweichungskreis  zu  verkleinern. 

Befinde  sich  z.  B.  in  Q  (Fig.  130)  ein  Auge  mit  der  PupiUen- 
öffiiung  =  2n,  so  erkennt  man,  dafs  diese  letztere  wie  eine  Blende 
wirkt  und  garnicht  alle  Strahlen,  die  auf  die  Linse  fallen,  ins  Auge 
gelangen  läfsi  Man  erkennt  sofort,  dafs  nur  diejenige  Öffnung  x  der 
Linse  zur  Wirkung  kommt,  für  die  man  hat 

X  b 

wenn  l  =  GQ  die  Entfernung  des  Auges  vom  Punkte  G  oder  auch 
nahezu  von  P  ist. 

Alsdann  giebt  (4): 

dn      h^  n 
^  ^n  —  1  ~lf    ' 

Für  einen  sehr  entfernten  Objektpunkt  wird: 

dn        f 
^        n  —  1       l 

Sei  z.  B.  bei  der  eben  angedeuteten  Linse  aus  Crown  0.  60  /*=  200mm 
und  setzt  man  7t  =  2  mm  und  l  =  250  mm,  d.  h.  gleich  der  konven- 
tionellen deutlichen  Sehweite,  so  wird  annähernd: 

Q  =  0,02  mm, 

bedeutend  geringer  als  der  objektiv  vorhandene  Radius. 

166.  Chromatische  Abweichung  durch  zwei  und  mehrere  getrennte 
Linsen.     In  Fig.  131   seien  auf  einer  optischen   Achse  bei  Ä  und  B 

^  «1  A        \  a,  B  h^  H 

^  G  . 

Fig.  181. 

zwei  unendlich  dünne  Linsen  centriert.  E  sei  ein  leuchtender  Punkt, 
dessen  Bild  nach  der  Brechung  durch  die  erste  Linse  in  G,  durch 
die  zweite  Linse  in  H  zustande  käme.    Gemäfs  früheren  Bezeichnungen 


1)  Vergl.  Klügel:  Analyt.  Dioptrik  S.  46. 
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istdajmEA  =  ai,  AG^=^hyj  GB  =  a^,  BH=h^,  Ferner  sei  fei  +  ag  =  e 
gleich  der  Entfernung  der  beiden  Linsen.     Dann  ist  noch: 

"^        ^^        ^-        h,  +  a,  =  e, 
-1  4-  i.  —  J^ 

Dann  wird  durch  Differentiation,  da  a^  und  e  als  konstant  zu  be- 
trachten sind: 

~<  "^  b^  —   f^  ' 

Berücksichtigt  man,  dafs  ist: 

so  wird  nach  einigen  Transformationen 
oder: 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  ohne  weiteres  auf  mehrere  Linsen 
ausdehnen.  Wir  wollen,  um  das  Bildungsgesetz  dieser  Ausdrücke 
besser  erkennen  zu  lassen,  noch  den  Wert  von  db^  hinschreiben: 

^^*  -     U  -  r  /;  +  ^,  - 1 '  V  'l;  "*"  n,-i  \ •&.«  •  ^. 

167.  Fall  zweier  in  Eontakt  beflndlicher  Linsen.  Formel  (6) 
giebt,  wenn  man  die  Entfernung  der  beiden  Linsen  yemachlassigt, 
also  0  =  e  ==b^  -\-  a^  setzt  und  zugleich  fordert,  dafs  db^  gleich  Null 
ist,  d.  h.  dafs  im  Bildraum  sich  die  beiden  Strahlen  verschiedener 
Farbe  in  einem  Punkt  vereinigen: 

Wählt  man  als  erste  Farbe  die  der  roten  C- Linie  im  Spektrum,  als 
zweite  etwa  die  der  blauen  jF- Linie,  so  ist 

dn^  =  n^F  —  ^c>    ^^^  =  ^9F  —  ^c 
Für  die  Gröfse  Wj  und  n^  selbst  hätte  man  noch  die  Wahl,  ob  man 
den  der  C-  und  .F-Linie  entsprechenden  oder  gar  einen  zwischen  diesen 
beiden  liegenden  Wert  nehmen  sollte.    Lifolge  praktischer  Erfahrungen 
verwendet  man  nun  in  der  That  gewöhnlich  für  die  Differenzen  dn 
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die  C'  und  i^-Linie  und  verwendet  im  Nenner  des  Ausdruckes 

n  —  1 

für  n  den  Brechungsexponenten  des  gelben  Lichtes  der  D-Linie  =  fiß, 
soda&  man  hat: 

(8a)  •  ^.=!^_'*^.  =  i. 

Der  Ausdruck  für  die  Vereinigung   der  roten  und  violetten  Strahlen 
wird  dann  also: 

f\ dn^  w,  —  1 nty— Wt^.     n^^  —  1 ^ 

oder  auch 

168.  Verschiedene  Annahmen  über  die  mittlere  Dispersion  und 
Berechnung  eines  achromatischen  Systems  aus  zwei  Linsen.  In 
der  Annahme^  dafs  bei  Aufhebung  der  Abweichungen  gerade  die  F- 
und  0-Strahlen  den  besten  achromatischen  Effekt  liefern  sollen^  liegt 
eine  gewisse  Willkür.  In  der  That  werden  wir  sehen,  dafs  man  für 
photographische  Zwecke  übereingekommen  ist,  für  v  den  Wert: 

V  = 


»»f?   —  »^X) 


zu  verwenden. 

Zur  Feststellung   eines  möglichst   vorteilhaften  Wertes  für  den 

difi 
Quotienten  ~  hat  schon  Fraunhofer  sorgfältige  Versuche  angestellt; 

indem  er  die  Helligkeitsgrade  in  den  verschiedenen  Teilen  des  Spek- 
trums berücksichtigte,  kam  aber  zu  dem  SchluTs,  dafs  der  theoretisch 
errechnete  Wert  mit  den  Erfahrungen  der  Praxis  nicht  ganz  über- 
einstimmte.    Steinheil   und  Seidel   haben  später  noch  einen  andern, 

komplizierteren  Ausdruck  für  den  günstigsten  Wert  von  ^  gegeben^), 

ohne  jedoch  damit  allgemein  Anerkennung  zu  finden. 

Die  Ghröfsen  v,  von  denen  die  Achromasie  wesentlich  abhängt, 
dienen,  wie  schon  oben  bemerkt,  in  den  Katalogen  der  Glasschmelzereien 
zur  Feststellung  der  Reihenfolge  der  Gläser.  Gläser  mit  grofsem  v 
werden  im  allgemeinen  mit  Crown,  Gläser  mit  kleinem  v  als  Flint 
angesprochen,  wobei  im  allgemeinen  Flint  den  höheren  Brechungs- 
exponenten aufweist. 

Die  beiden  in  Frage  kommenden  Linsen  werden  unendlich  dünn 
angenommen  und  ihre  Entfernung  werde  vernachlässigt.     Dann  ist: 

1)  Siehe  Stein  heil  und  Voitj  Handbuch  der  angewandten  Optik. 
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Die  Gesamtbrennweite  der  Kombination  beider  Linsen  F  ist  dann  be- 
stimmt durch 

Hierzu  kommt  noch  die  Bedingung  für  Achromasie 


oder: 


=  0. 


Setzt  man  zur  Abkürzung: 


-  — ~=^  —  —  i  =  Jf 

Tj         i\  ^'  r,         r^  *' 

so  erhält  man  zunächst: 

(10)  i,  =  („^  _  1)  K,  •+  (n,  -1)K,. 

Eliminiert  man  aus  den  letzten  Gleichungen  die  Gröfsen  /"^  und  /g,  so 
erhält  man: 

1        Jl  _  zr  _  i  ^ 


Wir  wollen  für  F  =  1  und  unter  Zugrundelegung  des  konventionellen 


V 


einen  Achromaten  aus  Crown  0.  60  und  Flint  0.  103  berechnen    und 
können  die  Formel  (11)  schreiben: 

1  ""  K^'v,f{n,  -  1)  J^  =  —  (r,  -  i;,)V2  -"l) ' 

WO  n^  und  w^  sich  jetzt  für  die  D-Linie  verstehen. 
Man  findet: 

K  =  —^^  -  K  =  —       ^^'- 

1  24.  0,5179'  2  24    0,6202' 

oder: 

K^  =  4,84328,      .  JE»  =  —  2,4320. 

Um  den  Grad  der  Vereinigung  der  verschiedenen  Brennpunkte 
beurteilen  zu  können,  wollen  wir  diese  Werte  in  (10)  einsetzen  und 
erhalten  zunächst  für  die  D-Linie: 


(i)r  '■ 


Aus  dem  Produktionsverzeichnis  der  Schmelzerei  zu  Jena  finden 
wir  für  Crown  0.  60: 

n,,  =  1,5154,  .  w,,  =  1,5240 
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und  für  Flint  0.  103 

n^  =  1,6153,  n^  =  1,6324. 

Demnach  wird: 


9998 


{y)=  0,5154  .  4,8433  —  0,6153  •  2,4320  =  0, 
(^)=  0,5240  .  4,8433  —  0,6324  •  2,4320  =  0,9999. 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  reciproken  Brennweiten  für  die 
drei  Linien  C,  2),  F  sehr  nahe  überein  bei  dem  angenommenen  kon- 
ventionellen Wert  von  v. 

Hätte  man  ganz  streng  die  Brennpunkte  für  die  C-  und  -F-Linie 
zusammenbringen  wollen,  so  hätte  man  von  den  Brechungsexponenten 
n^^,  und  n^f.  ausgehend  für  v  nach  (8  a)  die  Werte 

V.  = ^     und  i/g  = . 

annehmen  müssen.  Dann  würde  aber  die  Brennweite  für  die  Strahlen 
der  D-Linie  eine  gröfsere  Abweichung  gezeigt  haben,  so  dafs  die  Ge- 
samtkorrektion jedenfalls  geringer  geworden  wäre.  Für  Systeme, 
deren  Dicken  gegen  die  Radien  nicht  mehr  zu  vernachlässigen  sind, 
"wie  Objektive  für  Photographie  und  Mikroskopie,  gelten  diese  all- 
gemeinen Betrachtungen  nicht  mehr  und  wir  müssen  für  diese  Fälle 
auf  die  besondere  Darstellung  an  den  betreflfenden  Stellen  verweisen. 

169.  Darstellnng  der  chromatischen  Abweichungen  nach  Abbe. 
Der  Gedankengang,  nach  welchem  Abbe  die  Verundeutlichung  durch 
Aberration  auf  der  Achse  und  durch  Komabildung  in  unendlich  dünnen 
zur  Achse  geneigten  Bündeln  darstellt,  führt  auch  zu  Entwicklungen 
über  die  chromatischen  Fehlergröfsen.  (Siehe  Czapski:  Theorie  der 
optischen  Instrumente,  S.  126.) 

In  Fig.  130  a  sei  FA  ein  einfallender  Strahl  innerhalb  des  par- 
azialen  Bereiches,  seine  Schnittweite  SA  =  s  wird  nach  Abbe's  Zähl- 
weise als  positiv  zu  rechnen  sein.  Zufolge  der  Dispersion  trennt  sich 
Ton  dem  Strahl  PA,  der  dem  Brechungsexponenten  n  entspricht,  der 
Strahl  PB  mit  dem  Brechungsexponenten  n  +  du.  Wir  setzen 
SA  =  ds  und  bezeichnen  den  Durchmesser  CD  des  chromatischen 
Zerstreuungskreises  —  Stelle  engster  Einschnürimg  —  mit  c.  Dann 
können  wir  noch  annehmen,  dafs  CD  die  Strecke  AB  halbiert. 

Femer  ist  noch 

^  PAS  =  u  und  PR  =  A. 

Wir  gehen  wieder  von  der  optischen  Invariante  für  paraxiale 
Strahlen  aus: 


«-«{;-■)=»•(;-.') 
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Für  den  Strahl  mit  dem  Brechnngsexponenten  n  -{-  dn  folgt  hieraus 
durch  Diflferentiation: 

( ]  ein  -\-  -ids  =  ( A  dn  +  -r*  ds 

oder: 

^   n     '    s*  ^   n      '    fi  * 

oder  in  der  Schreibweise  Abbe's: 

(I)  Qj(^:)=-^{^.äs). 

Seien  jetzt  c^  und  y^  die  Objektgröfsen  im  ersten  Medium,  die 
nach  resp.  vor  der  xten  Brechung  Bilder  von  der  Gröfse  der  dort 
gerade  vorhandenen  Zerstreuungskreise  erzeugen,  so  ist  nach  dem  Satz 
von  Helmholtz-Lagrange  (vergl.  auch  §  119  und  136): 


f   / 


**>r    ^^x  +  17 


WO  sich  n^  und  u^  auf  das  erste  Medium  beziehen. 

Aus  der  Figur  130  a  folgt  nun,  wenn  man  sie  für  die  x**  Brechung 
gelten  läfst:  , 


U^  =  - 

X 


Demnach  wird: 


^^x  =  iT  =  ^1  n  u  «  =  ^'i^^i^i)  nh- 

^yi  '*x  '*x  X    X 


8'* 

X 


und  analog  für  das  gebrochene  Bündel: 

ds;  =  Ci  (n^w,)  ;^  i 

X     X 

Mittels  dieser  Gleichungen  wird  Formel  (I),  wenn 
gesetzt  wird: 

Nun  ist  noch 
demnach  wird  (II) 

(ni)  ^W  — («,«.)  ©'fö'«.^©, 

imd  man  hat  zur  bequemen  Berechnung 


Sekund&reg  Spektrum. 
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(IV) 


J?. 


8 


K 


x-1 


». 


S' 


?3 


Soll  das  System  achromatiscli  sein  für  die  Farben  n  und  n  +  dn, 
so  haben  wir  nach  (11)  die  Gröfsen  -J(c)  für  jede  einzelne  Fläche  zu 


Fig.  180  a. 

bilden^  indem  wir  für  x  der  Beihe  nach  alle  ganzen  Zahlen  setzen^  die 

erhaltenen  Posten  zu  addieren  und  die  Summe  gleich  Null  zu  machen. 

Dann  giebt  Gleichung  (III)  unter  Weglassung  konstanter  Faktoren 

Diese  Form  besteht  auch  für  die  Achromasie  bei  unendlich  fernen 
Objekten  (vergl.  §  118).  Nachdem  zufolge  der  bekannten  Gleichungen 
für  paraxiale  Schnittweiten  der  Reihe  nach  die  Gröfsen  s  berechnet 

sind,  giebt  (IV)  leicht  den  Ausdruck  {yJ    für  jeden  Wert  von  x. 

170.  Sekundäres  Spektrum.  Sind  die  Brennpunkte  der  C-  und 
-F-Strahlen  zur  Eoincidenz  gebracht,  oder  durch  Vermittlung  des  kon- 
ventionellen V  die  drei  Strahlengruppen  C-,  D-  und  i^-Linie  sehr  nahe 
an  derselben  Stelle  vereinigt,  so  bleibt  doch  immer  noch  ein  Farben- 
rest übrig,  der  von  den  nicht  vereinigten  Strahlen  anderer  Farben 
herrührt.  Dieser  Farbenrest  heifst  sekundäres  Spektrum.  Ihn  weg- 
zuschaffen sind  zwei  Wege  möglich.  Wie  man  durch  zwei  Linsen 
zwei  Farben,  so  kann  man  durch  drei  Linsen  drei  Farben  u.  s.  w.  zum 
Zusammenfallen  bringen. 

Wir  wählen  als  Beispiel  eine  Kombination  von  vier  unendlich 
dünnen  Linsen.  Die  Bedingung  für  Gleichheit  der  Vereinigungsweiten 
zweier  Farben  ist  unter  (7)  S.  202  gegeben.  Vernachlässigt  man  die 
Entfernungen  der  Linsen,  so  wird: 

6j  -j-  ag  =  &S,  +  aj  =  fcg  +  0^4  =  0. 
Demzufolge  wird  Gleichung  (7),  wenn  man  db^  =  0  setzt : 


duj^ 


+ 


dn^ 


nj  —  1     /;     '    n,  —  1 


1     I    _A!^i 


1     ,       dn^ 


i '  K 


=  0. 
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Die  Brennweite  F  der  Kombination,  die  einen  vorgeschriebenen  Wert 
haben  soll,  ist  gegeben  durch: 

^      f,^  f»^  u^  f. 


und  man 

hat: 

f^  —  (wi       1)  Xi  also:  «i  —  ^^        ,^ 

(«2           1)X,                   Xj          ---          - 

also  ist: 

U.  8.  W., 

(12) 
und: 

dw^  Xj  +  dWg  Xg  +  ^^^3  ^3  +  ^^^4  ^4  =  ^^ 

(13)    1  = 

=  («, 

1)  Xi  +  (n^        1)  xg  +  0^8        1)  ^s  +  (w 

-1)X4- 

Im  Falle  zweier  Linsen  waren  durch  Gleichungen  der  Form  (12) 
und  (13),  wenn  man  über  die  Gröfsen  w  und  dn  verfügt  hat,  die  Gröfsen 
x^  und  Xg  bestimmt,  und  dadurch  das  Zusammenfallen  zweier  Brenn- 
punkte garantiert.  Im  jetzigen  Falle  kann  ich  noch  zwei  neue  Glei- 
chungen aufstellen,  die  der  Gleichung  (12)  analog  sind. 

Gehe  ich  aus  von  dem  Brechungsexponenten  no  und  stelle  mir 
imter  dn  vor  der  Reihe  nach  die  Differenzen  nn  —  Wj',  Ud  —  fic, 
riy  fiDj  so  kann  man  die  Brennpunkte  der  Farben  für  die  Spektral- 
linie ACDF  zur  Vereinigung  bringen.  Nennen  wir  die  Brechimgs- 
exponenten  der  vier  Linsen  w^,  w",  w"^,  «^^,  so  wird  aus  Gleichung  (12): 
/i  i\         i/ii         n\         i/in        in\         ,    /  iv         iv\  ^ 

yh  -  ^^.^)  ^1  +  [!h>  —  ''a')  ^2  +  (w„  -^u' )  ^3  +  K  —  >*.,• )  5^4 = 0 

/  I  i\         I    /  n         ii\         I    /  ui         nix         ,    /  IV         iv\  ^ 

K— ^v)  »^1  +  K  —%}  H  +  K  —% )  H  +  K  — ^c  )«4=o 

/_i  I  \         I    /  n         n\         I    /  ni         inx         i    /  rv         iv\  ^ 

K-  — ^z))  *i  +  K  ~~^*^J  ''^r  +  [^F  —^D  )  "^  +  K  — ^/>  )  *4  =  0. 

Aus  diesen  und  der  Gleichung: 

^  =  (ni)  —  1)  Xj  +  (wz>  —  1)  xj  +  (wz)  —  1)  xg  +  {Ui^  —  1)  x^ 

lassen  sich  jetzt  die  Gröfsen  x^  bis  x^  berechnen,  wodurch  dann  also 
die  Vereinigung  von  vier  Farben  erzielt  wird. 

Der  eben  angedeutete  Weg,  einen  höheren  Grad  der  Achromasie 
zu  erreichen,  ist  jedoch  nicht  sehr  zu  empfehlen  wegen  des  starken 
Verbrauchs  von  Glasmaterial.  Eine  andere  aussichtsvollere  Methode 
liegt  auf  rein  glastechnischem  Gebiet. 

Gehen  wir  noch  einmal  zur  Achromasie  durch  zwei  Linsen  zu- 
rück und  bezeichnen  vorübergehend  den  Brechungsexponenten  des 
Crown  mit  w',  den  des  Flint  mit  n'.  Seien  nach  den  angegebenen 
Methoden   die   Gröfsen  x,    und  Xj   so  bestimmt,  dafs  sie  die  Kombi- 
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nation  von  der  Brennweite  F  achromatiscli  machen,  indem  wir  die 
Strahlen  der  (7-  und  i^-Linie. streng  zusammenbringen.  Dann  mufs  man 
nach  (10)  haben: 

Y  =  (w'cr  —  1)  xi  +  (n'c  —  1)  «2  =  (n>—  1)  %^  +  (w^—  1)  x,. 

Soll  nun  eine  dritte  Farbe  der  Spektrallinie  x  genau  dieselbe  Brenn- 
ifireite  haben,  wie  Licht  der  0-  und  jP-Linie,  so  müfste  auch  sein: 

■Y  =  {nx  —  1)  «1  +  (w*  —  1)  «2- 

Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  erhält  man  leicht  durch  Subtraktion 
und  geringe  Reduktion  die  Bedingungen 


und 


♦*o      **« 

^c-K 

n'f,     njj, 

«>-»•; 

^F       ♦** 

*^'F~^'a 

^F       ^C 

Diese  Gleichungen  sprechen  aber  nur  die  schon  oben  erwähnte  Thair 
Sache  aus,  dafs  das  sekundäre  Spektrum  dann  verschwindet,  wenn 
in  den  beiden  verwandten  Glassorten  proportionaler  Verlauf  der  Dis- 
persion herrscht,  oder  wenn,  wie  wir  uns  ausdrückten,  die  auf  das 
Intervall  np  —  nc  als  Einheit  reduzierten  Spektren  identisch  werden. 
Dafs  die  Jenaer  Glasschmelzerei  mehrere  Gläserpaare,  die  sehr  an- 
genähert diese  Bedingung  erfüllen,  den  ausübenden  Optikern  zur  Ver- 
fügung stellt,  wurde  schon  oben  erwähnt. 

171.  Acluroniasie  der  Brennpunkte  und  der  Brennweiten.  Wir 
haben  uns  bis  jetzt  darauf  beschränkt,  für  die  verschiedenen  Farben 
die  Bildpunkte  auf  der  Achse,  oder  wie  man  auch  sagt,  die  Schnitt- 
weiten, identisch  zu  machen.  Will  man  jedoch  von  einem  Objekt 
mittels  Paraxialstrahlen  das  Bild  konstruieren,  so  wissen  wir,  dafs 
man  dazu  in  einem  System  der  Haupir  und  Knotenpunkte  be- 
darf. Wenn  also  diese  Punkte  für  verschiedene  Farben  verschieden 
liegen,  werden  die  farbigen  Bilder  von  verschiedener  Gröfse  sein  und 
es  wird  dadurch  eine  chromatische  Störung  eintreten. 

Beschranken  wir  uns  auf  Systeme,  die  beiderseits  von  demselben 
Medium  umgeben  sind,  bei  denen  also  Haupir  und  Knotenpunkte  zu- 
sammenfallen, und  nehmen  wir  an,  die  Schnittweiten  achsenparalleler 
Strahlen  seien  achromatisch  gemacht,  so  wollen  wir  ein  solches  System 
ein  System  mit  achromatischen  Brennpunkten  nennen.  Von  diesen 
Brennpunkten  haben  wir,  wie  früher  gezeigt,  nur  die  Brennweite  des 
Systems  auf  der  Achse  abzutragen,  um  die  Hauptpunkte  zu  finden. 
Gelingt  es  nun,  auch  die  Brennweite  achromatisch,  d.  h.  für  die  in 
Frage  kommenden  Farben  übereinstimmend  zu  machen,  so  sind  sämlr 
liche   Konstruktionselemente   achromatisch    und    die   farbigen   Bilder 

Olviohon,  optitohe  Abbildangtlehro.  14 
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fallen  nicht  nur  an  dieselbe  Stelle  der  Achse,  sondern  sind  auch  von 
derselben  Gröfse.  In  diesem  Falle  nennt  man  das  System  stabil 
achromatisch. 

Bei  einer  unendlich  dünnen  Linse,  sowie  bei  einem  System  solcher, 
deren  Entfemimg  von  einander  man  überdies  noch  yemachlässigen 
kann,  fallen  die  Schnittweite  und  die  Brennweite  zusammen.  Die 
Achromasie  der  ersten  Gröfse  ist  also  identisch  mit  der  der  zweiten. 
Ein  solches  System  ist  also  stabil  achromatisch,  wenn  nur  die  Schnitt- 
weiten achromatisch  sind. 

Seien  in  Fig.  131  a  jF  und  F'  die  Hauptbrennpunkte  eines  Systems, 
von  denen  aus  die  Strecken  f  abgetragen  seien  bis  zu  den  Haupt- 
punkten H  und  H'.  Femer  seien  P  und  P'  Fufspunkte  des  Objektes 
y  und  des  Bildes  y'.  Ist  dann  noch  FP  =  x  und  F'T'  =  x\  so  be- 
stehen bekanntlich  die  Beziehungen: 

(la)  X'X=py 

(11.)  i-i-v 

wo  f  die  Hauptbrennweite  ist.  Das  Objekt  sei  frei  von  Farbenab- 
weichung. 

1)  Das  System  sei  achromatisch  für  die  Schnittweiten,  d.  h. 
F  und  F'  sind  für  zwei  Farben  identisch.     Gehe  ich  nun  von  der 

F     X    F        f        H  H'         f  r       x'       P' 


Fig.  ISla. 

einen  Farbe  zur  andern  über,  so  bleibt  x  konstant,  da  es  von  dem 
festen  ersten  Brennpunkt  aus  gerechnet  wird,  und  man  erhalt  aus 
Gleichung  (la): 

X 

Da  hiemach  dx'  von  df  abhängig  ist,  so  fallen  im  allgemeinen  die 

farbigen  Bilder  nicht  einmal  zusammen.     Nur  wenn  x  sehr  grofs  ist, 

das  Bild  also  im  hinteren  Brennpunkt  sich  befindet,  verschwindet  dx'. 

Für  dieVergröfserungsdifferenz  findet  man,  da  y  konstant  ist,  aus  (1  b) 

Die  Gröfse  dy  zeigt  sich  also  unabhängig  von  x  und  Xy  kann  also 
für  keiae  Stellung  des  Objektes  verschwinden.  Da  aber  dy'  sich  pro- 
portional der  Gröfse  y'  selbst  zeigt,  so  wird  für  kleine  Grrölsen  y',  d.  h. 
für  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes,  dy   verschwinden. 

2)  Das  System  habe  gleiche  Brennweiten  f  für  zwei  Farben,  da- 
gegen seien  die  Schnittweiten  uuachromatisch,  d.h.  die  Brennpunkte 
fallen  für  die  betreffenden  beiden  Farben  nicht  zusammen.    Gehe  ich 
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nun  von  einer  Farbe  zur  andern  über,  so  bleibt  f  konstant  und  man 
erbält  aus  (1  b) 

Für  sehr  grofse  Werte  von  x  verschwindet  also  dy,  d.  h.  Bilder 
entfernter  Objekte  erscheinen  für  verschiedene  Farben  gleich  grofs. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Linsen  ohne  Dicke  an  den  Stellen  A 
und  B  in  der  Entfernung  e  von  einander.  Das  Bild  des  Objektpanktes 
jP  sei  infolge  der  Brechung  durch  die  erste  Linse  Q,  infolge  der 
Brechung  durch  beide  Linsen  ü. 

Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Brennpunkte  achromatisch  sind, 


A       h^  Q     <ht 


B  \  R 


Fig.  132. 

erhalten  wir  leicht  aus  Gleichung  (6)  Seite  202,  indem  wir  beachten,  dafs 
dann  \  =  /i  und  \-\-  a^  =  e  ist.    Dann  erhalten  wir,  wenn  man  noch 

^^—  =  Vi  und  ~T---  =  V,  setzt,  die  Bedingong: 

Die  Brennweite  F  der  Kombination  ist  nach  Gleichung  (3)  S.  108  ge- 
geben durch: 

/ox  l  _  _? i  _  i 

^^  F—fJ,        fr        f.' 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingung  aufsuchen,  dafs  die  Brennweite 

achromatisch  sei.    Durch  Differentiation  von  (2)  findet  man,  indem  man 

F  konstant  läfst  und  dann  die  Werte 

^f^ — (; 

einführt: 

(3)  (e_/;)x,,  +  (._/;)a;,  =  0. 
Aus  (3)  folgt 

(4)  ,  =  6^/ij'._. 

In  diese  Entfernung  e  mufs  man  also  zwei  Linsen  bringen,  damit  sie 
in  Bezug  auf  die  Brennweite  achromatisch  sind. 

Sind  die  Linsen  aus  demselben  Glas,  so  wird  v^  =  Vg  und  man  hat: 

(5)  e^f-^f^. 

Bestehen    die   Bedingungen    (1)   und    (3)    gleichzeitig,    so    muls   das 

14* 
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System  stabil  achromatisch  sein^  wahrend  Gleichung  (2)  dazu  dienen 
mulstc;  eine  vorgeschriebene  Brennweite  des  ganzen  Systems  zu  er- 
halten. Wie  wir  schon  wissen,  ist  eine  mögliche  Lösung  durch  e  =  0 
gegeben.  In  diesem  Falle  werden  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  iden- 
tisch. Es  ist  wichtig;  festzustellen^  ob  es  noch  andere  Entfernungen 
e  giebt,  für  die  stabile  Achromasie  eintritt. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  kann  man  das  Verhältnis  ~ 
feststellen  und  erhält:  ^ 


fi 


.r+ii±j:!:(-t±i=-^. 


wenn  A  =  —  ist. 


^1 


Hieraus  ergeben  sich  die  beiden  Werte: 

Aus  Gleichung  (3)  ei^ebt  sich  für  den  ersten  dieser  Werte  e  =  0, 
führt   also    auf   den   schon  bekannten  Fall   zurück;  für  den  zweiten 

Wert  von  f  ergiebt  sich  zunächst  j-  =  — -. —   und    dann    aus    Glei- 

chung  (1)  ^2  ==  0  —  ein  unbrauchbarer  Wert. 

Es  läfst  sich  also  durch  zwei  unendlich  dünne  Linsen  in  end- 
lichem Abstände  kein  stabil  achromatisches  System  bilden. 

Eine  einfache  Glaslinse  von  genügender  Dicke  bietet  übrigens 
schon  die  Möglichkeit  einer  Achromasie  entweder  der  Brennpunkte 
oder  der  Brennweiten  dar,  denn  man  hat  ja  hier,  wenn  man  die 
Brennweiten  der  beiden  begrenzenden  Kugelflächen  für  sich  ins  Ange 
fafst,  ebenso  viele  verfügbare  Elemente,  wie  bei  zwei  dünnen  ge- 
trennten Linsen^).  Die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  ein  be- 
liebiges System  stabil  achromatisch  ist,  scheint  allgemein  noch  nicht 
beantwortet.  Aus  drei  dicken  Linsen  derselben  Glassorte  soll  sich 
immer  ein  System  von  negativer  Brennweite  zusammensetzen  lassen^ 
bei  dem  der  zweite  Brennpunkt  und  die  Brennweite  für  alle  Farben 
achromatisch  sind*).  Wie  wir  später  genauer  ausführen  werden,  ist 
bei  der  Erzeugung  reeller  Bilder  die  Achromasie  der  Schnittweiten, 
für  virtuelle  Bilder  die  der  Brennweiten  wichtig. 

172.  System  beliebig  vleler^Linsen  olme  Dicke,  die  in  Eontakt  sind. 
Hat  man  x  dünne  Linsen  mit  den  Brennweiten  /"j,  f^, ,  f^,  die  so 
nahe  aneinander  gerückt  sind,  da&  man  ihre  Entfernungen  von  ein- 


1)  Siehe  Kessler:   Über  Achromasie.     Schlömilchs  Zeitschrift  für  Math, 
und  Phys.  19.  1884. 

2)  Siehe  Charlier:  Meddelanden  Mn  Lunds  Astronomiska ObserTatoriom. 
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ander  yemachlässigen  kann,  so  ist  ihre  Brennweite  F  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

-f'      f,^ U^ U^     ^  /■,     ^  f 

Durch  DifFerentation  folgt  hieraus 

^F       df,       df  df^ 

Nim  war  allgemein: 

df dn_  _  1 

f  n —  1  V 

Soll  also  dF  =  0;  das  System  also  achromatisch  sein,  so  hat  man 
als  Bedingung: 

0  =  -—  4-  — -  -I 1 — ^  - 

oder:  ^Tf^^' 

173.  Die  Methode  der  Dnrohrechnmig.  Handelt  es  sich  darum, 
ein  vorliegendes  System,  z.  B.  ein  Femrohrobjektiv  oder  photograr 
phisches  Objektiv  auf  die  Achromasie  des  Brennpunktes  hin  zu  prü- 
fen oder  durch  Änderungen  der  Systemelemente  Achromasie  herbei- 
zoffihren,  so  bedient  man  sich  der  Formeln  in  §  76  resp.  §  90. 

Für  ein  Femrohrobjektiv  setzt  man  gewöhnlich  der  Reihe  nach 
für  n  die  Ghröfsen  W/),  nc  und  tip  und  berechnet  von  Fläche  zu  Fl&che 
für  jede  dieser  Linien  die  letzte  Schnittweite.  Auf  diese  Weise  ge- 
winnt man  Einsicht  in  die  Gh^öfse  der  Farbenabweichungen  auf  der 
Achse  und  ist  imstande,  durch  Änderung  der  Radien  (und  ev.  auch 
der  Dicken)  diese  Abweichungen  zu  verkleinem.  Dabei  ist  natürlich 
die  gleichzeitig  eintretende  Änderung  der  sphärischen  Aberration  zu 
kontrollieren  imd  die  Änderung  der  Brennweite  des  Systems  zu  be- 
rücksichtigen. 

174.  Dispersion  zweier  Prismen  mit  sehr  kleinen  Winkeln.  Besonders 
einfach  und  übersichtlich  lassen  sich  die  Erscheinungen  der  Dispersion, 
durch  Prismen  darstellen,  wenn  man  die  brechenden  Winkel  6  als 
unendlich  klein  annimmt.  Die  gewonnenen  Resultate  haben  natürlich 
für  die  Praxis  nur  die  Bedeutung  von,  unter  Umständen  nur  sehr 
rohen  Näherungswerten.  Gemäfs  §  34  hat  man  für  zwei  solcher  Pris- 
men, die  wir  durch  Indices  unterscheiden: 

<»i  =  <^iK  — 1) 

cj,=  <yg(w,  — 1), 

wo  (D^  und  O)  die  durch  die  einzelnen  Prismen  erzeugten  Ablenkungen, 
dj  xmd  ^2  diö  brechenden  Winkel,  n^  und  n^  die  Brechungsexponenten 
sind. 
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Die  dnrch  beide  Prismen  zusammen  erzeugte  Totalablenkung  o 
ist  entweder  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Einzelablenkungen,  je 
nachdem  die  brechenden  Winkel  gleich  (Fig.  133)  oder  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind  (Fig.  134). 

Für  den  ersten  Fall  (Fig.  133) 

hat  man  also: 

(1)  (o=6^(n,—  l)+0^(n^—l), 

für  den  andern  (Fig.  134) 

(2)  o = i^i  (n^—  1) — ö^  (w,  —  1). 

Flg.  188.  Fig.  134.  Tk-      1X7   -1      r-z      >'      Tk' 

Die  Werte  für  die  Dispersions- 
winkel  (siehe  §  161)  werden  also  im  ersten  Falle 

(3)  d<D  ==  öl  dn^  +  ^2  än^ 
und  im  andern 

(4)  d(o  ^=  ö^dn  —  ö^dn^. 

Bei  gleichgerichteten  Winkeln  wird  also  die  Dispersion  vermehrt, 
im  andern  Falle  vermindert. 

175.  Achromatische  Prismen.  Im  Falle  entgegengesetzt  gerichteter 
Winkel  kann  d(o  der  Null  gleich  werden,  die  in  Frage  kommenden 
beiden  Farbenstrahlen  treten  parallel  aus  und  man  nennt  jetzt  das 
Prisma  achromatisch.    Es  gelten  nach  (2)  und  (4)  also  die  Gleichungen: 

CO  =  <yi(wi  —  1)  —  <y,(n,  —  1) 
0  =  tf  1  dn^  ~  6^  dn^ . 

Führt  man  noch  die  Gfröfsen: 

(5)  "i^-d^    ""d    "»^^^ 
ein,  so  ergeben  die  beiden  letzten  Gleichungen 

6,  = 


*        dn^iy^  —  Vi) 

Für  zwei  gegebene  Glassorten  und  eine  vorgeschriebene  Total- 
ablenkung (0  geben  die  Gl.  (6)  also  die  brechenden  Winkel  eines 
achromatischen  Prismenpaares,  wobei  man 

du  =  ftp  —  Uq 

setzen  wird,  wenn  man  Strahlen  der  F-  und  C-Linie  zum  parallelen 
Austritt  bringen  will. 

176.  Oeradsichtige  Prißmen  (&  vision  directe).  Wird  in  der  Formel  (2) 
des  vorigen  §  der  Winkel  cd  der  Null  gleich  gesetzt,  so  geht  der  Strahl 
mit  dem  Index  n  ohne  Ablenkung  durch  die  Prismenkombination,  dabei 
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bleibt   ein  gewisser   Betrag  der  Dispersion  do  besteben.     Die  Glei- 
chungen (2)  und  (4)  geben  in  diesem  Falle: 

d(o  =  ö^dn^  —  <^2^^s* 
Unter  Benutzung  der  Beziehungen  (5)  des  vorigen  §  erhält  man  hieraus: 


(7) 


da) 


^         dn^     v^ 


den 


V, 


'         dn,  *  r,  —  Vj 


Sind  die  Glassorten  und  die  Gröfse  der  Dispersion  dca  Yorge- 
schrieben^  so  liefern  diese  Formeln  die  brechenden  Winkel. 

Derartige  Kombinationen  heifsen  Prismen  mit  gerader  Durchsicht 
(prismes  a  vision  directe)  und  werden  auch  nach  ihrem  Erfinder 
Amici'sche  Prismen  genannt. 

Die  Formebi  (7)  setzen  sehr  kleine  brechende  Winkel  voraus  und 
verlieren  fiir  die  gewöhnlichen  AusführuDgsformen  dieser  Prismen- 
sätze ihre  Bedeutung.  Um  starke  Dispersion  zu  erhalten^  müssen  die 
brechenden  Winkel  grofs  gewählt  werden;  um  femer  den  Lichtverlust 
durch  Reflexion  an  Aufsenflächen  möglichst  zu  vermeiden^  werden  die 
Innenseiten  der  Prismen  mit  einander  (durch  Canadabalsam)  verkittet. 

Die  gewöhnliche  Form  des  Amici*schen  Prismas  zeigt  Fig.  135. 
Zwischen  drei  Crownglasprismen  liegen  öingebettet  zwei  rechtwinklige 


Fig.  135. 


Flintglasprismen.  ABCDEFG  versinnlicht  den  Gang  eines  Strahles 
von  mittlerem  Brechungsexponenten.  Zur  weiteren  Vermehrung  der 
Dispersion  wird  auch  wohl  noch  ein  weiteres  Prismenpaar  der  obigen 
Kombination  hinzugefügt.     Besonders   lichtstark   sind  die   geradsich- 


Fig.  186. 


tigen  Prismen  von  Wernicke,  deren  Endflächen  zur  Richtung  des 
Lichtes  senkrecht  stehen.  Hier  schliefsen  zwei  Crownglasprismen 
(Fig.  136)  einen  Hohlraum  ein,  der  mit  ZimmtsäureäthjUlther  gefüllt 
ist.     Diese  Flüssigkeit  hat  einen  nur  wenig  höheren  Brechungsexpo- 
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nenten  als  CrownglaS;  besitzt  aber  eine  drei-  bis  yiermal  so  grofse 
Dispersion. 

177.  Sekundäres  Spektmm  bei  Prismen.  Der  Übersichtliclikeit 
Halber  knüpfen  wir  unsere  Betrachtungen  wieder  an  Prismen  mit  sehr 
kleinem  brechenden  Winkel. 

Nach  (2)  ist  die  Totalablenkung  durch  zwei  Prismen: 

(8)  ^  =  ^i{n,  —  l)  —  6^(n^  —  l\ 

wo  sich  y^i  und  n^  auf  eine  bestimmte  Linie  im  Spektrum  (etwa  die 
-F-Linie)  beziehen  sollen. 

Fasse  ich  einen  Strahl  vom  Brechungsexponenten  n^  -|~  ^^i  ^^^^ 
Mj  +  dn^  ins  Auge,  so  wird  sieh  dieser  auf  eine  andere  Linie  (etwa 
die  C-hime)  beziehen  und  man  hat: 

(9)  do  =  (?i  dn^  —  (^2  dn^. 

Ein  dritter  Farbenstrahl  (der  etwa  der  D -Linie  angehört)  möge  die 
Brechungsexponenten  Wi+  dn^  und  n^-\-  dn^  haben,  so  ist  auch 

(10)  0(0  =  6^  *«i  —  ^2  *«2- 

Sollen  nun  die  drei  hier  in  Frage  kommenden  Farben  einander 
parallel  austreten,  also  do  =  do  =  0  sein,  so  ist  damit  ein  höherer 
Grad  der  Achromasie  gefordert,  wie  er  durch  die  61.  (6)  gegeben  ist. 
Es  ist  in  diesem  Falle  das  sogenannte  sekundäre  Spektrum  aufgehoben. 
Seteen  wir  also  in  (9)  und  (10)  do  =  do  =  0,  so  wird: 

ö^dfti  —  6^dn2=  0 
Durch  Elimination  von  6^  und  6^  aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Diese  Gleichung  stellt  die  Bedingung  dar,  welche  die  verwendeten 
Glassorten  erfüllen  müssen,  um  das  sekundäre  Spektrum  auszulöschen. 
Beziehen  sich,  wie  wir  schon  andeuteten,  die  Gröfsen  n^  und  n, 
auf  die  JP- Linie,  die  durch  die  Zeichen  ö  und  d  charakterisierten 
Brechungsexponenten  auf  die  D-und  C-Linie,  so  ist: 

dwi=  fhF  —  niD  d«2  =  n^F  —  n^D 

di^i  =  ftif  —  Hic  di%^  =  fi^F  —  Wjc 

und  Gl.  (11)  wird: 

Die  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  nichts  weiter,  wie  die 
schon  §  163  erwähnten  reduzierten  Dispersionsintervalle,  welche  in 
dem  Produktionsverzeichnis  von  Schott  und  Gen.  „Jena'^  den  rela- 
tiven Dispersionen  beigefügt  sind.     Wie  wir  Seite  209  sahen,  drückt 
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die  61.  (12)  den  proportionaleii  Gang  der  Dispersion  in  dem  betrach- 
teten Interyall  aus.  Gläser  dieser  Art  sind  in  dem  betr.  Produktions- 
▼erzeichnifl  genannt: 

0.  225  und  S.  35 

S.  40  „  S.  35 

S.  30  „  S.   8 

0.  60  „  0.164. 

Erwähnt  sei  noch^  dafs  diese  Gläser  sich  gerade  nicht  für  die 
Herstellung  von  geradsichtigen  Prismen  eignen^  wo  es  sich  ja  um  die 
Erzengung  möglichst  grofser  Dispersionen  handelt. 


Vierzehntes  Kapitel. 

Ober  die  Krftmmnng  der  Bilder  eines  optischen  Systems. 

178.  Krümmung  des  Bildes  dnrcli  die  Brechung  an  einer  Fläche 
bei  pnnktweiser  Abbildung.  In  der  Fig.  137  sei  die  um  den  Punkt  M 
geschissene  Eugelfläche  die  Trennungsfläche  der  beiden  Medien  mit 
den  Brechungsezponenten  n  und  n\  PMP'  sei  die  optische  Achse.  Im 
Punkte  P  befinde  sich  als  Objekt  eine  Kugelfläche  mit  dem  Mittel- 
punkte A  und  dem  Radius  AQ  =  AP ^=  q.  Der  Abstand  dieses 
Mittelpunktes  A  von  M  sei  a.  Wir  wollen  das  Bild  dieser  Kugel- 
fläche  bestimmen^    welches  durch  die  Brechung  an   der  Fläche  BC 


entsteht.  Ist  Q  ein  beliebiger  Punkt  der  BildflächC;  so  werden  die 
von  Q  auf  BC  fallenden  Strahlen  nach  der  Brechung  eine  kaustische 
Fläche  bilden,  mit  einer  Spitze  Q\  die  auf  der  Verlängerung  von  QM 
liegt.  Diese  Spitze  mufs  als  Bildpunkt  von  Q  aufgefafst  werden. 
Man  kann  ihre  Ls^e  sehr  leicht  bestimmen,  denn  nach  11.  Seite  70 
besteht  die  Gleichung: 
(la) 


n 


8 


+    n  n  —  n 
8  r 


WO  s  =»  QM  und  s'=  QfM  ist  und  r,  wie  gewöhnlich,  den  Radius 
der  brechenden  Fläche  bedeutet.  Aus  dieser  Gleichung  kann  man  s\ 
die  Entfernung  des  Bildpunktes  Q'  von  M,  bestimmen.  Da  Q  ein 
ganz  beliebiger  Punkt  des  Bildes  ist,  so  kann  man  auf  diese  Weise 
die  ganze  Objektfläche  punktweise  abbilden.  Wegen  der  Symmetrie 
um  die  Achse  wird  man  als  Bild  eine  gewisse  Rotationsfläche  finden, 
deren  Scheitel  P'  sei.  Da  es  sich  für  uns  jetzt  um  Abbildungen  in 
der  Nähe  der  Achse  handelt,  so  wollen  wir  uns  für  die  Rotationsfläche 
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eine  Engel  denken^  die  die  Rotationsfläche  im  Scheitel  P'  berührt 
und  mit  dieser  an  der  Stelle  P'  dieselbe  Krümmung  hat.  Eine  solche 
Kugel  nennt  man  ,,Krümmungskugel«  ihren  Radius  Krümmungs- 
radius. Die  Krümmungskugel  ersetzt  also  in  der  Nähe  der  Achse  die 
als  Bild  entstehende  Rotationsfläche;  ihr  Mittelpunkt  sei  A\  ihr  Radius 
^'P'=  ^'Ö'=  9'  Der  Punkt  A'  sei  von  M  um  die  Strecke  MÄ=  a 
entfernt.  Auf  diese  Weise  haben  wir  rechts  und  links  von  der  brechen- 
den Flache  gleichartige  Verhältnisse  hergestellt,  wodurch  unsere  wei- 
teren Betrachtungen  sehr  erleichtert  werden.  Die  Oröfsen  a,  q,  $  be- 
ziehen sich  auf  das  Objekt^  die  Bezeichnungen  a'^  q\  s'  auf  die  ana- 
logen Gröfsen  des  Bildes.  Die  Gerade  QMQ',  die  den  Objektpunkt  Q 
mit  seinem  Bildpunkt  Q'  verbindet^  bilde  mit  der  optischen  Axe  den 
Winkel  d. 

Zwischen  den  beiden  Krümmungsradien  q  und  q'  besteht  nun 
ein  aufserordentlich  merkwürdiger  Zusammenhang,  wie  Petzval  zuerst 
mitgeteilt  hat.    Es  ist  nämlich: 

W.W  w  —  w 

p  "•    p'  r 

Hiemach  kann  man  q'  aus  q  finden,  ohne  über  die  Lage  des  Objektes 
etwas  Yorauszusetzen,  falls  nur  die  Brechungsexponenten  n  und  n'  und 
der  Radius  r  der  brechenden  Kugelfläche  bekannt  ist.  Diese  von 
Petzval  ohne  Beweis  gegebene  Formel  hat  begreiflicher  Weise  in  der 
Litteratur  grofses  Aufsehen  erregt.    Wir  wollen  sie  jetzt  herleiten. 

Da  die  Punkte  P  und  Q  m  T'  und  Q'  abgebildet  sind,  so  be- 
steht den  Bezeichnungen  der  Figur  zufolge  die  Gleichung: 

«'  _,    w w'—  w 

und  ebenso: 

w        1^      w  w  —  w 


Daraus  folgt: 

Aus  dem  Dreieck  MAQ  folgt  nun: 

(2)  p«  =  5«  -(-  a*  —  2as  cos-O-. 

Bekanntlich  kann  man  den  Wert  für  cos^  durch  eine  Reihen- 
entwicklung angeben: 

cos  -ö"  =  1 

1-2     '1. 2-3. 4  12. 3-4. 6-6' 

Da  wir  uns  auf  eine  Abbildung  in  der  Nähe,  der  Achse  beschränken, 
so  werden  wir  d-  als  klein  voraussetzen  und  uns  auf  die  beiden  ersten 
Glieder  der  Reihenentwicklung  beschränken  können.     Man  hat  dann 

cos-ö"  =  1  —  — 
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und  Gl.  (2)  wird: 
hieraus  folgt: 

Da  d^  eine  sehr  kleine  Gröfse  ist^  so  keim  man  hierfOr  schreiben: 

Q     1    i_  ^     as-O-* 


8  —  a  '     2  (s  —  a)* 

oder;  indem  man  mit  s  —  a  multipliziert: 

'    ^  '     2     5  —  a 

5  '     2     « —  a 


und  endlich: 

(3)  1     _  1  _  _  .1 .       «       ^«. 

^^  «  +  C  ^  2s(s  —  a) 

Granz  analog  hätte  man  aber  auf  der  rechten  Seite  der  Figur  für 
die  Bildfläche  erhalten: 

(A\  L i  _  _  i  ^^  A2 

^^  a'+  q'        8'  ~        2  «'  («'—  a')  ^  • 

Setzt  man  die  Werte  aus  (3)  und  (4)  in  (1)  ein,    so  fallt  die 
Gtröfse  d"^  fort  und  man  erhält: 


(5) 


an  a  n 


8(8  — a)  8'  («'  —  a) 


Gl.  (5)  ist  unabhängig  von  «^^^  gilt  also  fQr  alle  möglichen  kleinen 
Winkel  ^^  also  auch  fär  «^  »=s  0^  d.  h.  f&r  paraxiale  Strahlen.  In  diesem 
Falle  hat  man  s  ^  a  -{^  q  und  s'=  a'+  q\  Setzt  man  dies  ein,  so 
wird  GL  (5) 


,8  —  Q  8   —  p 


Sq  8    Q 


oder:  «'(^"i) "(7-?) 

j  n'    ,    n       fC    ,    n 

oder:  — h  -7  =  — f-  - 

und  demnach  nach  Formel  (la) 

(6)  **'+?,  =  *^LZl?. 
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179.  KrOminimg  der  Bilder  bei  einem  centrierten  System  (Petz- 
val'sclies  Theorem).  Sei  z.  B.  in  Formel  (6)  des  §  178  w  =  1,  n'=  1,5, 
so  erhält  man  aus  (6) 

9 

Für  Q  =  oo,  d.  L  fär  ein  ebenes  Objekt,  ist  (>'==  2r;  fiir  kleinere 
positive  Werte  von  q,  z.  B.  fiir  9  =  SOr,  wird  q'=  2,22r,  also  gröfser. 
Für  Q  =  Sr  wird  9'=  c»,  es  entsteht  also  ein  ebenes  Bild.  Wird 
schliefslich  (f  nocb  kleiner,  so  ändert  q'  das  Vorzeichen.  So  erhält 
man  für  9  =  2r  den  Wert  (>'=  —  4r.  In  diesem  Falle  wendet  also 
das  Bild  P'Q'  in  Fig.  137  der  brechenden  Fläche  die  konvexe  Seite  zn. 
Hätten  wir  zur  Herleitung  der  Formel  (6)  diesen  letzteren  Fall  vor- 
ausgesetzt, so  würde  sich  q'  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  ergeben 
haben  und  Formel  (6)  würde  sein 

(7)  ü:_«=5:=i:?    oder    i- -  4.  =  i  .  (1  _  A)- 

Alsdann  wenden  die  drei  Kugelflächen:  Objekt,  brechende  Fläche, 
Bild  ihre  konvexen  Seiten  nach  derselben  Richtung.    Wir  wollen  des- 

n         I  n*  I         n'        j       n"      I  to 

P]  P't  Fl  P^l 


i   L-  "I    L.  ^  U   n 


Fig.  188. 

halb  die  Formel  (7)  zu  Grunde  legen  bei  der  Ausdehnung  unseres 
Problems  auf  beliebig  viele  brechende  Flächen.  In  Fig.  138  sind  bei 
S S'S"  u.  s.w.  die  brechenden  Flächen  mit  den  Radien  rr' r'  u.  s.w. 
dargestellt.  Der  Kreisbogen  bei  P  stellt  das  Objekt  mit  dem  Ki-üm- 
mungsradius  (>  dar,  dem  successive  die  Bilder  P'  P"  u.  s.  w.  entsprechen 
mit  den  Radien  q  q"  u.  s.  w.  Wendet  man  nun  successive  Formel  (7) 
an,  so  erhält  man: 

=  J-    (l L\ 

r      \n         n'  / 


1  i  1 


111 


1  11 


9 

Durch  Addition  entsteht: 


in'        n'7 
\n  n    / 


(8)  -iT^        ;7V^  ="2 r  '  («  ~  «V ' 
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Wo  das  Summenzeichen  die  Summierung  im  Sinne  der  obigen  Auf- 
stellimg  bedeutet.  Die  hier  für  fünf  brechende  Medien  gegebene  Dar- 
stellung läfst  sieh  selbstverständlich  auf  beliebig  viele  Medien  aus- 
dehnen. 

Wir  wollen  Formel  (8)  noch  umformen  för  eine  beiderseits  von 
Luft  umgebene  Linse  und  setzen  also  n  =  »"=l;  für  n  wollen 
wir,  da  jetzt  nur  ein  Brechungsexponent  in  Frage  kommt,  n  setzen 
und  erhalten,  wenn  wir  den  Büdradius  durch  q   bezeichnen: 

^         ^  r  \  n]    ^     r  \n  / 

oder:  „  (i  _  ?,)  =  (1  _  1,)  («  -  1). 

Die  Gröfse  7  =  (w  —  1)  ( ?)  ist  bekanntlich  die   reziproke 

Brennweite  einer  unendlich  dünnen  Linse,  welche  die  beiden  Radien 
r  und  r    hat.     Man  hat  also: 

(^)  ^  ~  ^'  ""  ^* 

Wird  von  einer  zweiten  Linse  mit  dem  Brechungsexponenten  w^  von 
dem  Bilde  9'  ein  neues  Bild  q^  entworfen,  so  hat  man 

i  _  Jl  =  _1_ 

und  also: 

1  __  J^ i_   ,      1 


9  9i         nf    ^     ^ifi 

Für  X  Linsen  in  Luft  gilt  also,  wenn  man  den  Krümmungsradius  des 
Objektes  mit  (>,  den  des  Bildes  mit  (»x  bezeichnet: 

Diese  Beziehung  besteht  also  für  beliebig  dicke  Linsen;  die  zur 
Abkürzung  eingeführten  Gröfseu  f  sind  aber  dabei  die  Brennweiten 
der  betreffenden  Linsen,  wenn  man  ihre  Dicke  der  Null  gleich  setzt. 
Dieser  letztere  Umstand  scheint  die  irrtümliche  Auffassung  erzeugt 
zu  haben,  als  ob  die  Petzval'sche  Formel  nur  für  unendlich  dünne 
Linsen  gültig  ist^). 

180.  Gültigkeitsbereich  der  Petzval'schen  FormeL  Aus  dem  Gange 
unserer  Entwicklung  folgt,  dafs  die  Petzvarsche  Formel  nur  gilt,  wenn 
die  zur  Bilderzeugung  benutzten  Bündel  am  Bildorte  frei  von  Astig- 
matismus sind,  d.  h.  dafs  die  Bildorte  die  Spitzen  kaustischer  Flachen 


1)  Man  sehe  z.  B.  v.  Rohr:    Theorie  u.  Geschichte  des  photographischen 
Objektivs,  S.  268.    Berlin  1899. 
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sind,  in  denen  Sagittal-  und  MeridionalstraUen  sich  schneiden  und  eine 
Strahlenvereinigung  höherer  Ordnung  herbeiführen.  Um  diese  Ver- 
hältnisse der  Anschauung  naher  zu  bringen,  sei  in  Fig.  139  eine  bi- 
konvexe Linse  mit  den  Scheitelpunkten  S^  und  S^  dargestellt;  die 
Mittelpunkte  der  begrenzenden  Eugelflächen  seien  M^  und  M^.  Diese 
vier  Punkte  liegen  also  auf  der  optischen  Achse  LN.  Es  falle  nun 
wenig  geneigt  das  Bündel  AB  CD  auf  die  erste  Fläche,  dessen  durch 
M^  gehender  Hauptstrahl  in  Q  die  Spitze  einer  kaustischen  Kuire 
bilden  wird.  Nehmen  wir  an,  die  Strahlenyereinigung  in  Q  wäre  so 
intensiv,  dafs  wir  das  ganze  einfallende  Bündel  nach  der  ersten  Brech- 
ung  als  aberrationsfrei  annehmen  könnten,  so  würde  also  das  kon- 
yeorgente  Bündel  BEDG  auf  die  zweite  Fläche  fallen  und  würde  eine 
neue  kaustische  Fläche  mit  der  Spitze  in  R  bilden,  indem  jetzt  der 
Strahl  M^  Q,  der  durch  den  Mittelpunkt  M^  der  zweiten  Fläche  geht, 
die  Bolle  der  Hauptachse  übernimmt.  Lälst  man  jetzt  das  einfallende 
Bündel  yerschiedene  (sehr  kleine)  Neigungen  gegen  die  optische  Achse 


Fig.  1S9 

annehmen,  so  erkennt  man,  dafs  die  einfallenden  Hauptstrahlen  durch 
M^y  die  aus  der  Linse  austretenden  durch  M^  gehen  imd  dafs  ein 
Hauptstrahl,  sobald  er  durch  seine  Richtung  die  Spitze  der  Kaustik 
bestimmt  hat,  bei  der  nächsten  Brechung  die  Rolle  als  Hauptstrahl  an 
einen  anderen  Strahl  des  Bündels  abgiebt.  Lassen  wir  in  Fig.  139  die 
Punkte  S^  und  S^  zusammenfallen,  nehmen  also  die  Linse  als  dicken- 
los an,  so  gehen  die  Hauptstrahlen  keineswegs  durch  den  gemein- 
samen Scheitelpunkt,  auch  nicht  bei  unendlich  schwach  geneigten 
Bündeln,  sondern  die  Mittelpunkte  Jfj  und  M^  sind  die  Konvergenz^ 
punkte  vor  und  nach  der  Brechung.  Nun  verlangen  aber  gerade  eine 
Anzahl  der  wichtigsten  optischen  Instrumente  die  Erfüllung  der  Be- 
dingung, dafs  die  Hauptstrahlen,  welche  die  Abbildung  vermitteln, 
vor  und  nach  der  Brechung  durch  vorgeschriebene  Punkte  gehen. 
Hierauf  beruht  im  wesentlichen  die  von  Abbe  entwickelte  Theorie  der 
Strahlenbegrenzung.  In  solchen  Fällen  des  zwangsweisen  Verlaufs  der 
Strahlenbündel  oder  anders  ausgedrückt,  im  Falle  einer  durch  die  Ein- 
richtung (Blendenstellung)  des  Systems   systematisch  vorgenommenen. 
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Auswahl  der  bilderzeugeuden  Strahlenbündel  kann  die  Petzvarsche  Formel 
GKiltigkeit  nicht  mehr  behaupten.  Im  letzteren  Falle  mofs  vielmehr 
der  Ort;  in  welchem  sich  die  Hauptstrahlen  schneiden^  bestimmend 
sein  für  die  Exümmung  des  Budes.  Ahnliche  Verhältnisse  hatten  wir 
schon  in  §  60  diskutiert,  wo  das  Auge,  welches  das  Bild  eines  Hohl- 
spiegels betrachtet;  die  Bolle  einer  Blende  spielt ,  in  der  sich  die 
Hauptstrahlen  kreuzen.  Die  Hauptstrahlen  durchdringen  in  diesem 
Falle  nicht  die  Spitzen  der  kaustischen  Flächen,  sondern  sind  Tangenten 
zu  ihnen.  Die  Bündel  selbst  zeigen  infolge  dessen  Astigmatismus, 
es  sind  zwei  Bildäächen  vorhanden,  die  von  den  sagittalen  und  meri- 
dionalen  Teilen  der  Bündel  herrühren. 

181.  Fall,  dafs  die  Hauptstrahlen  durch  den  Scheltelpunkt  einer 
dfinnen  Linse  gehen.  In  Fig.  140  sei  bei  S  eine  unendlich  dünne  Linse 
placiert.  PQ  sei  ein  Objekt  mit  dem  Radius  q  =  PA,  P'Q'  das  zu- 
gehörige Büd  mit  dem  Radius  q^^P'A.  Alle  vom  Objekt  PQ  aus- 
gehenden Bündel  sollen 
den  Scheitelpunkt  durch- 
dringen oder,  was  das- 
selbe ist,  bei  S  befinde 
sich  eine  unendlich  enge 
i-ig.  140.  ^  Blende.  DieBezeichimgen 

entsprechen   im    übrigen 
genau  der  Fig.  137.    Die  Figur  gelte  zunächst  für  das  sagittale  Bündel. 
Wir  setzen  wieder 

ÄS  =  a  Ä'S  =  a 

QS  =  s  Q'S=s\ 

Nun  ist  für  das  Sagittalbündel  nach  Formel  (2),  §  131,  wenn 
man  beachtet,  dafs  die  dort  mit  p  und  q  bezeichneten  öröfsen  jetzt 
durch  s  und  s'  dargestellt  werden: 

(11)  -^  +  i=   ^ 


WO  f  die  Brennweite  der  Linse,  also: 

(12)  ^  =  („_i)(i_i) 

ist  und  N  den  Wert 


=  ncoaß  —  cosa  =  nyl  —  ^^^^   — )/i  —  sina^ 


hat. 

Entwickeln  wir  N  in  eine  nach  Potenzen  von  a*  fortschreitende 
Reihe  und  vernachlässigen  die  höheren  Potenzen,  so  finden  wir 

(13)  2^==(„_i).(i  +  |!). 


n 


Jß^all,  dafs  d.  Hauptßtralilen  durch  den  Scheitelpunkt  einer  diinnen  Linse  gehen.  225 
DemDach  wird  (11) 


-i+f-f('+a 


Setzen  wir  a  =  0,  gehen  also  zu  Paraxialstrahlen  über,  so  kann 
man  nach  Fig.  138  setzen: 

1  _^   1      1 


Durch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird 

1      i   I        1  ^  "' 

c        I 


a -f- P        «        *'+?'        «'  2n^ 

"Wendet  man  hierauf  die  Formebi  (3)  und  (4)  des  §  178  an,  indem 
man  noch  bedenkt,  dafs  für  den  Winkel  d"  hier  a  zu  schreiben  ist, 
so  findet  man  nach  Unterdrückung  des  gemeinsamen  Faktors  a^: 

^^^^  8(8  — ä)     '    s'(8'— a')         nf 

Setzt  man  jetzt,  indem  man  diese  Gleichung  (14)  für  Paraxial- 
strahlen gelten  läfst,  wieder 

a  SS  s  —  Q 

a  =s  —9, 
so  wird  /       ,         . 

8  —   Q     ,       8   —  Q  1  j 

^  -\ j-r-  =  -^     oder: 


und  also: 


«9       '        s' q'  nf 


Q         s     '    9'        s'        nf 


(15)  i  +  A  =  *^/-  • 

Analog  erhält  man  für  das  meridionale  Bündel,  indem  man  Ton  der 
ersten  Formel  (2)  in  §  131  ausgeht: 

(16)  i+l,  =  ^-±l. 

Ist  also  Q  der  Radius  des  Objekts  gegeben,  so  geben  die  For- 
meln (15)  und  (16)  die  Krümmungsradien  der  beiden  zugehörigen 
astigmatischen  Bildflächen  in  der  optischen  Achse. 

182.  System  beliebig  vieler  in  Eontakt  beflndliclier  Linsen.  Ganz 
dieselbe  Betrachtung,  die  wir  soeben  für  eine  dünne  Linse  angestellt 
haben,  führt  auch  zum  Ziel,  wenn  wir  von  der  Formel  (15)  des 
§  136  ausgehen,  die  fEir  ein  dickenloses  System  gilt. 

Man  erhält  für  den  sagittalen  Teü 


(17) 


1        i^yrM-i 

Q     '    Q        ^^      nf 
und  für  den  meridionalen: 


Gloichon,  optische  Abbildungalehre.  16 
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WO  ein  positiver  Wert  von  (>'  und  q^'  eine  Krümmung  bedeutet,  die 
der  Fig.  138  entspricht. 

Soll  anastigmatische  Bildebenung  in  der  Umgebung  der  optischen 
Achse  eintreten,  soll  also  ein  ebenes  Bild  wieder  ein  ebenes  Objekt 
ergeben,  so  ist  in  den  Formeln  (17)  zu  setzen:  9  =  (>'=  Qi  =  00  und 
man  erhält: 

i:(7+y?)-«. 

woraus  durch  Subtraktion  sich  ergiebt: 


oder 


^7-« 

^7-»- 


Nun  ist  aber  bekanntlich  die  letztere  Gröfse  die  reziproke  Ge- 
samtbrennweite des  Systems.  Diese  Gesamtbrennweite  mufs  also  un- 
endlich grofs  sein,  d.  h.  das  System  wirkt  wie  eine  planparallele 
Platte. 

183.  Eriimmung  des  Bildes  durch  eine  Fläche,  wenn  der  Ereuznngs- 
punkt  der  Hauptstrahlen  im  Scheitel  liegt.  In  Fig.  141  ist  KSK^ 
eine  brechende  Kugelfläche  mit  der  optischen  Achse  PSF'  und  dem 
Mittelpunkt  M.     Im  Scheitelpunkt  8  befinde   sich  eine   sehr   kleine 


Fig.  141. 

(unendlich  kleine)  Blende,  während  der  übrige  Teil  der  Kugelfläche 
verdeckt  ist.  Bei  P  sei  femer  als  Objekt  eine  Rotationsfläche  zur 
optischen  Achse  gedacht,  deren  Bild  wir  untersuchen  wollen.  Von 
einem  beliebigen  Punkt  A  derselben  gehen  nach  allen  Richtungen 
Strahlenbündel  aus,  aber  nur  eines,  das  durch  S  geht,  kann  zur  Ab- 
bildung beitragen.  Dasselbe  wird  nach  der  Brechung  astigmatisch 
sein  mit  dem  meridionalen  und   sagittalen  Bildpunkt  in  Ä  und  A'\ 
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Auf  diese  Weise  entsprechen  jedem  Punkte  der  Objektfläche  zwei 
Bildpunkte,  deren  Orte  wiederum  zwei  Flachen  —  die  astigmatischen 
Bildflächen  —  sind.  Im  Punkte  P\  dem  axialen  Bildpunkte  von  P, 
berühren  sich  diese  beiden  Flächen. 

Eine  derartige  Abbildung,  welche  durch  die  Blende  bei  S  er- 
zwungen ist,  zeigt  aber  einein  viel  geringeren  Grrad  der  Strahlen- 
vereinigung, als  wenn  die  Bildpunkte  durch  die  Spitzen  der  kaustischen 
Flächen  gebildet  würden,  wie  es  geschieht,  wenn  die  abbildenden 
Bündel  durch  den  Mittelpunkt  M  gingen.  Wir  wollen  auch  hier  eine 
Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  der  Objekt-  und  der  Bild- 
flache herstellen,  durch  eine  analoge  Betrachtung  wie  in  den  vorigen  §§. 

Wir  setzen  zunächst  für  das  Sagittalbündel 

A8  =  s 
A"S  =  s' 

8M  =  r. 

Befindet  sich  auf  der  linken  Seite  der  Blende  Luft  und  hat  das 
brechende  Medium  den  Exponenten  n,  so  ist,  wenn  man  höhere  Po- 
tenzen der  Winkel  als  die  zweiten  vernachlässigt  nach  61.  (8)  S.  141: 

^iv  1     ,     n         ncosjS  —  cos  a        n — 1  /^     ,     a*\ 

^^)  8  +  «'=" — r —  ==—rv  +  i^)' 

Sind  nun  q  uhd  q'  die  Krümmungsradien  von  Objekt  und  Bild 
so  können  wir  setzen  wie  im  §  178 

PS=Q-\-a 

und  erhalten,  wenn  wir  die  61,  (1)  auf  Paraxialstrahlen  anwenden, 
also  a  =  0  setzen: 

Zieht  man  (2)  von  (1)  ab,  so  wird: 

in  —  l)a« 


\8         p  +  a/     '         \8  9+aJ 


2rn 

Nach  §  178  61eichung  (3)  und  (4)  kann  man  hierfür  schreiben, 
ivenn  man  bedenkt,  dafs  der  dort  mit  «d-  bezeichnete  Winkel  hier  nach 
Fig.  141  durch  a  und  ß  zu  ersetzen  ist: 

__  « ^2  1 w«l_      ä2  ==  (!Lz:i) ^2 

2«.  («  — a)  "     '      2s'(s'-a')  ^  2rn     "' 

Nach  dem  Brechungsgesetz  kann  man  hier 


setzen  und  erhält 

(Z)  ? \ ?L_-  _  ==  (^-TL^) 

^^^  »(«  —  o)     '«'(«'  — n')n  nr 

16' 


ß'- 

^  n* 
a 

s'{s' 

-n') 

n 
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Läfst  man  diese  Gleichung  jetzt  für  Paraxialstrahlen  gelten,  so 
wird  in  Fig.  141  die  Strecke  PS  =  ÄS  =^  s,  also  auch  a  +  ^  =  5 
und  a'+p'=s'.  Eliminiert  man  hierdurch  a  und  a'  aus  Gl.  (3), 
so  erhält  man: 


Q  s       ^     n  \Q         8  / 


nr 


oder: 

(4)  i  4-  _L  =  !L=i  4.  i  +  _L 

wo,   um   es  noch  einmal  zu  sagen,   die  Gröfsen  s  und  s'  jetzt  die 
paraxialen  Schnittweiten  SP  und  SP'  sind. 

Wäre  man  von  der  Formel  (3)  S.  136  für  die  Meridionalstrahlen  aus- 
gegangen, so  hätte  man  durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  erhalten, 
wenn  man  den  zugehörigen  Krümmungsradius  mit  q(^)  bezeichnet: 

Aus  den  Gl.  (4)  und  (5)  berechnen  sich  die  Krümmungsradien 
9'  und  p(^),  wenn  9  gegeben  ist.    Für  ein  ebenes  Objekt  ist  p  =  00. 

In  dem  soeben  betrachteten  Spezialfälle  ist  der  Krümmungsradius 
des  Bildes  nicht  mehr  unabhängig  von  dem  Ort  des  Bildes,  wie  dies 
im  Falle  des  §  178  und  179  sich  zeigte. 

Übrigens  besteht  zwischen  den  Schnittweiten  s  und  5'  die  Be- 
ziehung: 

1    ,    n        n  —  1 

8^8'  r 

184.  Fall,  dafs  die  Hauptstrahlen  durch  einen  beliebigen  auf  der 
optischen  Achse  gelegenen  Punkt  gehen.  Befindet  sich  die  (unendlich) 
enge  Blende  nicht  in  S,  sondern  an  der  beliebigen  Stelle  X  auf  der 
Achse,  so  wird  sich  der  Abbildungsvorgang  in  ganz  ähnlicher  Weise 
abspielen.     Es  werden  wieder  zwei  anastigmatische  Bildflächen  ent- 


Pig.  142. 


stehen,  deren  Krümmungsradien  nun  auch  noch  von  der  Lage  des 
Punktes  X  abhängen.  Das  Problem  in  dieser  allgemeinen  Weise 
scheint  zuerst  von  Zinken- Sommer  gelöst  zu  sein,  der  aber  offenbar 
von  der  Petzval'schen  Formel  eine  zu  geringe  Meinung  hatte.  Aus 
den  Zinken-Sommer'schen  Formehi  erhält  man  durch  Einführung  der 
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Abbe'sclieii  Inyariante  besonders  elegante  Ausdrücke^).  Auf  die 
Herleitnng  der  allgemeinen  Formeln  verzichten  wir  hier,  sie  lassen 
sich^  wenn  auch  etwas  umständlich^  auf  dem  in  den  vorigen  §§  an- 
gegebenen Wege   entwickeln.     Wir   geben   hier   das   Resultat.     Man 

denke  sich  in  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  den  Ausdruck 1 ; 

mit  einem  Faktor  o*  multipliziert^  der  die  Gröfse  XS  =  x  enthält. 
Ist  femer  X'  das  Bild  von  X  mittels  Paraxialstrahlen  und  setzt  man 
SX'=  x\  so  besteht  die  Beziehung 

(6)  i  +  }-~ 

Nach  Abbe's  Vorgang   bilde   man   nun   aus   (6)   folgende   Glei- 
chungen; wo  sich  die  zweite  auf  die  Punkte  P  und  P'  bezieht: 

(7)  V  +  i  =  *»(T-|^)  =  ^«    - 

y  +  f-(T-f)-e.. 

so  ist 
(8) 


Va;  V# 


Setzt  man  in  den  Formeln  (1)  bis  (8)  für  n  die  Gröfse  —,  so  be- 
deutet dies  den  Übergang  des  Lichtes  aus  einem  Medium  mit  dem 
Brechungsexponenten  n  in  ein  anderes  mit  dem  Exponenten  n\  Die 
Invarianten  (7)  werden  dann 

i»(f+4)-«'(i-f)-e. 

und  wenn  man  noch^  analog  wie  in  §  178^  den  Krümmungsradius  der 
resp.  Bildfläche  mit  negativem  Vorzeichen  versieht,  so  erhält  man 
schliefslich 

1)  fiir  die  sagittale  Fläche: 

2)  fttr  die  meridionale  Fläche: 

185.  Er&mmnng  des  Bildes  bei  der  Brechung  durch  ein  System  zen- 
trierter Flächen.    Denkt  man  sich  die  Formeln  (10)  für  eine  beliebige 

1)  Man  sehe:  Zinken-Sommer,  Pogg.  Ann.  122,  S.  663,  1864  und:  Unter- 
sachang  über  die  Dioptrik  der  Linsensysteme.  Braunschweig  1870.  S.  61 — 63.  — 
Czapski:    Theorie  der  opt.  Instrumente,  S.  109. 


(10) 
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Anzahl  brechender  Flächen  aufgeschrieben  und  sämtlich  addiert,  bo 
bleiben  auf  der  linken  Seite  nur  die  vom  ersten  und  letzten  Krüm- 
mungsradius abhängigen  Glieder  übrig.  Bezeichnet  man  also  die 
Krümmungsradien  des  letzten  Bildes  mit  (>/  resp.  p(J>,  so  erhält  man 

die  Ausdrücke 

11  11 

-,     und     — 


ausgedrückt  durch  die  Schnittweiten  x  und  s  und  durch  die  Badien 
und  Brechungsexponenten,  wo  also  n  dem  Bildraum  und  n^  dem  Ob- 
jektraum angehören.  Setzt  man  Q  =  Qk  =  9^i^  =  cx),  so  erhält  man 
die  Bedingung  dafür,  dafs  ein  ebenes  Objekt  ein  Bild  entwirft,  das 
in  der  Nähe  der  Achse  anastigmatische  Bildebenung  zeigt. 

186.  Die  Petzval'sche  Gleichung  und  die  Achromasie.  Da  die 
Petzval*sche  Gleichung  nur  von  den  Gröfsen  abhängt,  die  auch  zu- 
gleich die  Brennweiten  dünner  Linsen  sind,  so  liegt  es  nahe,  sie  zu 
kombinieren  mit  der  Bedingung  für  die  Achromasie  eines  Systems  von 
Linsen,  die  sich  in  Kontakt  befinden. 

Für  zwei  Linsen  von  den  Brennweiten  f^  und  /"g  mit  den  Brech- 
ungsexponenten n^  und  Wg  ist  die  Bedingung  für  die  Achromasie 

(11)  _L  +  -L=0 

und  die  Petzval'sche  Gleichung  giebt,  wenn  man  die  Badien  des  Ob- 
jektes und  Bildes  unendlich  grofs  setzt  (Gleichung  10  S.  222): 

(12)  _^  +  .A,  =  0. 

Soll  aufserdem  die  Kombination  eine  gegebene  Brennweite  f  haben, 
so  ist  noch 

(13)  ^  +  -^  =  ^ 


Aus  (11)  und  (12)  folgt: 
(14) 


/;  '  /;     f 


/i     ^t     ♦*« ' 

d.  h.:  die  Brechungsexponenten  müssen  sich  wie  die  mittleren  Dis- 
persionen der  Glassorten  verhalten.  Wählen  wir  v^  >  v^,  so  dafs  also 
das  zweite  Glas  die  Rolle  des  Flint  spielt,  so  mufs  also  nach  (14) 
auch  n^  grölser  als  n^  sein^  d.  h.  die  Crownlinse  mufs  höheren  Brech- 
ungsexponenten haben  als  die  kompensierende  Flintlinse.  Bei  den 
älteren  —  sogenannten  Fraimhofer'schen  Gläsern  —  war  ein  der- 
artiges Verhalten  ausgeschlossen.  In  der  neuesten  Zeit  ist  es  jedoch 
der  Glasschmelzerei  von  Schott  u.  Gen.  gelungen,  Gläser  von  diesen 
Eigenschaften  herzustellen.  Wir  nennen  hier  vor  allem  die  Schmelze 
0.  1209  im  zweiten  Nachtrag  zum  Produktionsverzeichnis  vom  Juli 
1886  des  genailnten  Instituts  mit  den  optischen  Daten: 
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0.  1209.     Schwerstes  Baryt-Crown.   «^=1,6112,  i/ =  57,2. 
Mittlere  Dispersion  von  C  bis  F  =  0,01068 

I  Ä    „    i)  =  0,00680 
Partielle  Dispersion       D    „    JP  =  0,00753 

I    F    „    G'=  0,00610. 

Dieses  Glas  übertrifft  in  der  Gröfse  des  Brechungsexponenten  eine 
grofse  Anzahl  Flintgläser  (insbesondere  die  leichten  Barytflinte  mit  den 
Exponenten  1,55  bis  1,58),  während  es  sich  sonst  hinsichtlich  der 
Dispersion  fast  wie  das  alte  Silicatcrown  verhält.  Das  Glas  0. 1209 
findet  sich  denn  anch  verwendet  in  fast  allen  modernen  photographischen 
Objektiven.  Merkwürdiger  Weise  hat  der  eben  angestellte  so  nahe- 
liegende Gedankengang,  auf  den  auch  Petzval  selbst  schon  hinwies, 
nicht  zur  Einführung  in  die  Praxis  beigetragen.  Das  hochbrechende 
Crown  war  Jahre  lang  vorhanden,  ohne  dafs  es  zur  Bildebenung  ver- 
wandt wurde.  Erst  durch  die  Erfahrungen,  die  in  verschiedenen  Werk- 
statten auf  dem  Wege  trigonometrischer  Durchrechnungen  gewonnen 
worden,  kam  es  in  den  Vordergrund  des  Interesses.  (Siehe  im  spe- 
ziellen Teil  das  Kapitel  über  photographische  Objektive.)  Für  drei 
in  Eontakt  befindliche  Linsen  ist  eine  „mathematische^  Bestimmung 
der  drei  Brennweiten  for  drei  gegebene  Glassorten  immer  möglich. 
Da  jedoch  die  Auswahl  in  d^i  Glassorten  und  Dispersionen  immerhin 
eine  ziemlich  beschränkte  ist,  so  thut  man  gut,  für  die  Scheitel- 
krümmung '  i  =  X   zunächst   einen  endlichen  Wert   anzunehmen,   um 

günstigere  Bedingungen  für  die  Radien,  die  doch  nicht  zu  klein  werden 
dürfen,  zu  gewinnen.  Für  q'  kann  man  dann  nachträglich  den  vier- 
fachen bis  zehnfachen  Wert  der  Brennweite  f  der  Kombination  setzen. 
Bezeichnet  man  die  reziproken  Brennweiten  der  drei  Linsen  mit 
9^1  9^2  ^8;  *^^^  reziproken  Wert  der  resultierenden  Brennweite  mit  9?,  so 
bestehen  die  drei  Gleichungen  (bei  Vernachlässigung  der  Linsendicken) 

9i  +  9^2  +  9^8  =  9^ 

fi  4-  ^«.  J_  ^  =  X 


und  man  setzt: 

n^  w,  v^  V, 

^1  ^  ^1  ^s 

nj  n,  n,  v^  v,  n, 
und  man  erhält: 

9^2  =  — jv^j  ^ii=N'  9i  =  9>  —  (.9>i-T  ^9)' 
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Die  letzten  Formeln  können  beim  ersten  Entwarf  eines  neuen 
Objektivtypus  benutzt  werden.  Ist  dann  mittels  „Durchbiegen^^  die 
sphärische  Korrektion  in  dem  gewünschten  Grade  erreicht,  so  ist  noch 
der  astigmatische  Zustand  in  stark  geneigten  Bündeln  nach  den  For- 
meln des  §  129  zu  beurteilen  resp.  zu  korrigieren. 

Bemerkt  sei  übrigens  hier  noch,  dafs  die  Petzval^sche  Bedingung 
immer  erfüllt  ist  für  Linsen  von  Nullkrümmung  (§  101). 


Fünfzehntes  Kapitel. 
Die  Cfesetze  der  geometriselien  StraUnng  und  die  Pliotometrie. 


187.  Strahlimg  von  einem  Punkt  aus.  Wir  hatten  schon  Gelegen- 
heit zu  bemerken^  dafs  es  einen  leuchtenden  Punkt  im  streng  physi- 
kalischen Sinne  nicht  giebt,  doch  ist  die  Definition  eines  solchen  eine 
sehr  nützliche  Abstraktion.  In  der  Praxis  haben  wir  es  oft  mit  rela- 
tiy  kleinen  leuchtenden  Körpern  zu  thun^  die  nach  allen  Richtungen 
annähernd  dieselbe  Lichtenergie  ausstrahlen.  Da  es  auf  die  beson- 
dere Gestalt  dieser  Körper  bei  manchen  Fällen  nicht  ankommt^ 
so  können  wir  für  diese  einen  Punkt  substituieren  ^  von  dem  nach 
allen  Richtungen  Strahlen  yon  gleicher  Energie  ausgehen. 

Sei  P  in  Fig.  143  ein  solcher 
leuchtender  Punkt  und  denken 
wir  uns  ihn  durch  eine  um  P 
mit  dem  Radius  1  geschlagene 
Kngel  eingeschlossen,  in  der  sich 
eine  kleine  Öffnung  dl  befindet^ 
so  wird  die  von  P  ausgehende 
und  in  der  Zeiteinheit  durch  dl 
in  dem  freien  Raum  austretende 
Strahlung  diesem  Raumwinkel 
dX  proportional  sein  und  man 
hat,  wenn  x  eine  Konstante  be- 
deutet;  für  die  durch  dX  emit- 
tierte Energie  dE: 

(1)  dE  =  xdX. 

Die  Konstante  x  hängt  von  der  Natur  der  Lichtquelle  ab  und  heifst 

„spezifische  Energie'^ 

188.  Andere  Form  des  Strahlnngsgesetzes.  Intensität.  Lasse  ich 
das  austretende  Strahlenbündel  in  einer  beliebigen  Entfernung  r  von  P 
auf  eine  Fläche  von  beliebiger  Neigung  fallen,  so  wird  durch  das 
Bündel  daraus  ein  Element  dq'  herausgeschnitten,  welches  die  ganze 
im  Bündel  vorhandene  Energie  auffängt  oder  doch  auffangen  kann. 

xdX 

Auf  die  Einheit  von  dq'  wird  also  die  Energie  -r-r  kommen.    Diese 


Fig.  143. 
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Gröfse  bezeichnet  man  als  Intensität^  Beleuchtungsstärke  oder  indi- 
zierte Helligkeit  im  Punkte  Q  und  man  hat: 

itdX 


(2) 


J= 


~dq' 


Bildet  die  Richtung  r  mit  der  Normale  zu  dq'  den  Winkel  a,  so 
ist  dq'  co8a  der  zur  Richtung  des  Bündels  in  der  Nähe  von  dq'  senk- 
rechte Schnitt,  und  man  hat  die  leicht  aus  Fig.  143  ersichtliche  Pro- 
portion: 

dX 1^ 

dq'  cos  a         r* 
Demnach  wird  (1)  und  (2) 


(3) 


dE=  ?-???"-?- 


und 


J= 


X  cos  ff 


«.« 


Die  Beleuchtungsstärke  J  einer  punktförmigen  Lichtquelle  auf  die 
Flächeneinheit  in  der  Entfernung  r  ist  also  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  dieser  Entfernung  und  direkt  proportional  dem  Cosinus 
des  Incidenzwinkels  (Winkel  zwischen  Flächennormale  und  Richtung 
des  ankommenden  Lichtes). 

189.  Günstigste  Stellung  einer  Lichtquelle.  Im  Punkte  Äy  Fig.  144  a^ 
befinde  sich  die  Flächeneinheit,  im  gegebenen  horizontalen  Abstände 

AB  =  e  davon  sei  auf  der Ver 
tikalen  BC  verschiebbar  eine 
Lichtquelle  C, 

In  welcher  Höhe  x  über  £ 
beleuchtet  sie  den  Punkt  Ä  am 
stärksten? 

Nach  (3)  ist 

j       %  cos  oc 

Flg.  144a.  r'       ' 

aus  Fig.  144  a  folgt 

cos 
demnach  wird 


Dieser  Ausdruck  wird  ein  Maximum,  wenn  man  hat:  r'=  ^e^.    Als- 
dann folgt  weiter  x^=  ^  e^y  also 


X 


^eyi  =  e.O, 


707. 
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190.  Strahlung  von  einem  Flächenelement  ans.  Im  Punkte  P 
(Fig.  143)  befinde  sich  ein  lichtausstrahlendes  Flächenelement  dq^  dem 
wir  die  spezifische  Energie  x  zuschreiben.  Schlagen  wir  um  die  Mitte 
von  dq  eine  Kugel  mit  dem  Radius  1  und  lassen  in  deren  Oberfläche 
eine  kleine  Öffiiung  dX,  so  ist  die  von  dq  in  Richtung  nach  dl  aus- 
gesandte Energie  dE  in  der  Zeiteinheit  proportional  der  spezifischen 
Energie  Xq,  der  Gröfse  des  Elementes  dq  und  der  Öflnung  dkj  so  dafs 
wir  haben 

(4)  dE^x^'dq-  dL 

Schneidet  der  durch  dX  austretende  Strahlenkegel  in  der  Entfernung  r 
aus  einer  beliebigen  Fläche  das  Element  dq'  heraus,  so  wird  dq'  die 
von  dq  emittierte  Energie  auffangen  können^  indem  sich  diese  auf 
der  Fläche  dq'  ausbreitet.  Auf  die  Flächeneinheit  von  dq'  gelangt 
also  die  Menge 

(5)  ^=ä7  =  ^o^^^^- 

Die  Gröfse  J,  d.  h.  die  in  der  Zeiteinheit  auf  die  Flächeneinheit 
von  dq  emittierte  Energie,  nennt  man  Intensität,  Beleuchtungsstärke 
oder  indizierte  Helligkeit. 

Genau  wie  in  §  189  können  wir  auch  hier  den  Incidenzwinkel  a 
und  die  Entfernung  r  (Fig.  3)  einführen  und  erhalten 

.f    ^  dX         cosa 

(5a)  5^  =  >-.-• 

Die  Formeln  (4)  und  (5)  ergeben  dann 
/gx  dE^  x^dgäg"  coBa 

und 

191.  Die  spezifische  Energie.  Die  spezifische  Energie  x^  wird  als 
eine  Funktion  des  Emanationswinkels  s  (Winkel  zwischen  der  Nor- 
malen zu  dq  und  der  Strahlenrichtung)  betrachtet,  also  kann  man 
schreiben  Xq=  xf{€): 

(7a)  J=  "^^'^  ^.^  '"""  • 

Über  die  Form  dieser  Funktion  kann  man  nur  aussagen,  dafs  sie 
wohl  für  verschiedene  Körper  verschieden  ist.  Lambert,  der  als  der 
eigentliche  Begründer  der  Photometrie  betrachtet  werden  mufs,.schlofs 
daraus,  dafs  ihm  die  Sonne  wie  eine  gleichmäfsig  erleuchtete  Scheibe 
erschien,  auf  die  Form: 

(8)  Xo==XCOS£, 

wo  X  eine  Eonstante  bedeutet  für  den  betreffenden  lichtaussendenden 
Körper. 
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In  der  That  wird  unter  dieser  Annahme  die  Beleuchtungssiärke, 
die  ein  Element  dq  in  der  Entfernung  r  erzeugt^  nach  (7): 


(9) 


■j-       %dq  cos  c  cos  a 
j=  —  — 


Fig.  144  b. 


Schlage  ich  um  die  Mitte  von  dq'  einen  Kreis  mit  dem  Radius  1, 

so  wird  der  Raumwinkel,  unter  dem 
dq  von  dq'  aus  erscheint,  durch  das 
Flächonstück  dX'  gemessen,  das  der 
Kegel  mit  der  Spitze  in  der  Mitte 
von  dq'  und  der  Basis  dq  aus  der 
Einheitskugel  herausschneidet.  Man 
hat  nun,  analog  wie  früher  (Fig.  144h) 

dqco^B  =  r^dX'y 

also  wird  Formel  (9): 

(10)  JT  =  X  cos  adX', 

Denke  ich  mir  nun  für  einen 
Augenblick  an  Stelle  von  dq  die 
Pupille  eines  Auges,  welches  senk- 
recht gegen  die  Sonne  blickt,  so 
wird  der  Winkel  a  für  Elemente  der 
Sonne  in  der  Mitte  und  am  Rande 
nur  um  wenige  Winkelminuten  difife- 
rieren,  also  immer  nahezu  90^  betragen,  so  dafs  man  cos  a=\  setzen 
kann.  Dann  giebt  Formel  (10)  JT  =  x  dX'^  d.  h.  jedes  Sonnenelement  rfg, 
das  unter  dem  Raumwinkel  dX'  erscheint,  bringt  an  der  Pupille  des 
Auges  dieselbe  Beleuchtungsstärke  hervor,  gleichgültig,  ob  es  am 
Rande  oder  in  der  Mitte  der  Sonne  liegt.  Ja,  die  lichtaussendende 
Fläche  (in  unserem  Beispiel  die  Sonne)  könnte  jede  beliebige  Gestalt 
haben  und  würde  doch,  wenn  sie  nur  unter  demselben  Raumwinkel 
erschiene,  dieselbe  Helligkeit  zeigen. 

Gegen  die  Lambert*sche  Schlufsweise  sprechen  zwei  UmsISnde. 
Erstens  ist  mehrfach  durch  photometrische  Messungen  festgestellt, 
dafs  die  Helligkeit  der  Sonnenkugel  nach  dem  Rande  zu  abnimmt. 
Zweitens  scheint  der  Beweis  nicht  erbracht,  dafs  die  subjektive  Hellig- 
keitsempfindung eines  Auges  mit  der  objektiv  am  Auge  vorhandenen 
auf  die  Flächeneinheit  reduzierten  Lichtenergie  identisch  oder  wenigstens 
proportional  ist.  Aufser  anderen  Umständen  vrird  hier  doch  auch  der 
dioptrische  Vorgang  in  den  brechenden  Augenmedien  zu  berücksich- 
tigen sein.  Wenn  trotzdem  die  Lambert'sche  Annahme  noch  heute 
Ansehen  hat,  so  geschieht  dies,  weil  wir  eine  bessere  zur  Zeit  nicht 
haben  und  sie  für  feste  glühende  Körper  in  der  That  die  Erschei- 
nungen befriedigend  darstellt. 
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192.  Das  Lambert'solie  Gesetz.  Unter  der  Annahme^  dafs  die 
spezifische  Intensii&t  dem  Cosinus  des  Emanationswinkels  propor- 
tional ist,  liefert  Formel  (6): 

/-i^\                                       j-^i        xdq  '  dq'  cos scosa 
(11)  a±j  = -^ , 

in  welcher  Form  das  Lambert'sche  Gesetz  gewöhnlich  ausgesprochen 
wird.  Die  Leuchtkraft,  welche  auf  eine  Flächeneinheit  ausgeübt  wird, 
ist  dann 

/^  ^    V                                            -r       x(2acos£COsa 
(IIa)  J^=-^-_5 . 

Ist,  wie  früher  dX  der  Raumwinkel,  unter  dem  dq  yon  dq'  aus  er- 
scheint, so  kann  man  dies  Gesetz  auch  noch  in  die  einfache  Form 
bringen: 

dE  =  xdq'  cosadk' 

=  xdqooBsdly 

wo  X,  um  es  noch  einmal  hervorzuheben,  eine  Konstante  für  das  Ele- 
ment dq,  also  unabhängig  von  e  ist. 

193.  Helligkeit  von  Flächen.  Unter  Helligkeit  eines  Flächen- 
elementes dq  yerstehen  wir  die  Energie,  welche  auf  der  Flächen- 
einheit des  Bildes  von  dq  auf  der  Netzhaut  des  Auges  sich  befindet. 
Ist  also  dq'  das  Bild  von  dq  auf  der  Netzhaut,  so  ist  die  Helligkeit 

(13)  *=|f- 

Das  menschliche  Auge  hat  ein  aufserordentlich  grofses  Gesichts- 
feld, das  jedoch  nur  in  der  Mitte  ein  scharfes  dioptrisches  Bild  ge- 
währt; infolge  der  Beweglichkeit  des  Augapfels  ist  dies  jedoch  für 
uns  nicht  störend,  indem  wir  den  zu  betrachtenden  Gegenstand  in 
diese  Mitte  bringen  können.  Wir  können  demnach  ohne  Bedenken 
immer  annehmen,  dafs  die  optische  Achse  mit  der  Richtung  des  Sehens 
zusammenfällt.  Wollen  wir  die  Helligkeit  eines  Flächenelementes  dq 
bestimmen,  so  können  wir  demnach  in  den  vorausgegangenen  Formeln 
[insbesondere]  Formel  (6)  cos«  =  1  setzen. 

Ohne  hier  auf  eine  genauere  Beschreibung  des  menschlichen  Auges 
eingehen  zu  wollen,  konstatieren  wir  nur,  dafs  dasselbe  wie  ein  System 
von  positiver  Brennweite  wirkt,  also  von  einem  entfernten  Objekt  um- 
gekehrte Bilder  erzeugt. 

In  Fig.  145  sei  PA  AP'  die  optische  Achse  eines  menschlichen 
Auges.  In  A  und  A  befindet  sich  die  Ein-  und  Austrittspupille,  die 
(B.P)  und  (AP),  als  Bilder  der  Irisöffnung,  die  sich  innerhalb  des 
optischen  Systems  des  Auges  bei  K  befindet  und  die  Rolle  der  wirk? 
samen  Blende  übernimmt.  Eine  in  K  achsensenkrechte  Ebene  zerlegt 
dieses  System  gewissemafsen  in  zwei  Teile  M  und  M'.  Der  Teü  M 
wird  durch  die  Hornhaut  und  das  Kammerwasser,  der  Teil  M'  durct 
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die  Linse  gebildet^  die  jedoch  nach  der  Netzhaut  zu  (bei  P')  nicht 
an  Luft  grenzt,  sondern  an  das  Medium  des  Glaskörpers,  dessen 
Brechungsexponent  n'  sei.  Das  Bild  der  Lrisöffiiung,  in  Luft  durch 
das  System  M  erzeugt,  ist  die  (E.P)  mit  dem  Radius  p;  das  Büd  der- 
selben im  Medium  des  Glaskörpers  durch  das  System  M'  erzeugt,  ist 
die  {Ä.P)   mit   dem   Radius  p\     Für   das   normale   Auge   ist   nach 

Helmholtz  die  Strecke  .  ^       ^^ 

AK  =  0,0  mm 

und  Ä'K  =  0,1  mm. 

Ferner  ist  p  um  y,  p'  um  -^  gröfser  als  der  Radius  der  Iris,  welcher 


7' 


18 


sich  bekanntlich  je  nach  den  herrschenden  BeleuchtungsTerhältnissen 
ändert. 

Auf  der  optischen  Achse  befinde  sich  bei  P  ein  Flächenelement 
PQ  =  dq  unter  der  Neigung  (p  zur  Achse,  die  Normale  PN  der- 


.rA' 


Pig.'l46. 

selben  büde  mit  der  Achse  den  Winkel  s.  Die  in  das  Auge  dringende 
Lichtenergie  können  wir  nach  Formel  (6),  §  190,  beurteilet!,  wenn 
wir  für  dq'  die  Eintrittspupille  p^st  und  für  a  den  Wert  90®  setzen. 
Die  Gröfse  r  in  Formel  (6)  ist  hier  die  Strecke  AP,  d.  h.  die  Ent- 
fernung des  leuchtendeil  Flächenelementes  vom  Mittelpunkt  der  Ein- 
trittspupUle,  die  wir  wie  in  §  152  mit  |  bezeichnen  wollen.  Dann 
hat  man: 


(14) 


di;=VfJ|,*«, 


wo  bei  Voraussetzung  eines  beliebigen  EmanationsgesetKes 

(15)  Xo=x/-(£) 

ist. 

Auf  der  Netzhaut  werde  nun  das  Element  dq  abgebildet  von  der 
Gröfse  dq=P'Q'  und  bilde  einen  Winkel  9'  mit  der  optischen 
Achse.     Dann  ist  nach  Formel  (13)  die  Helligkeit 

(16) 


Setzen  wir  femer  die  Strecken  PQ  =  ds,   P'Q'^^ds'  und  die 
den  Flächenelementen  dq  und  dq'  angehörigen  zu  ds  und  ds'  senk- 
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rechten  Durclunesser  dz  und  dz\  welche  letzteren  senkrecht  zur  op- 
tischen Achse  und  zur  Papierebene  stehen^  so  wird  man  setzen  können: 

dq  =  ds  de 

dq  =  ds'dz\ 
Also  ist  nach  (16) 


dsdz 


dz         1 
Nun  ist  T-  =  ^,  da  dz  und  dz'  achsensenkrechte  Linienelemente  sind. 
dz  p 

Femer  ist  nach  Fig.  145  ^  =  .«'^l«^'^^'    wenn  QR  und  Q'R' 

die  Yon  Q  und  Q'  auf  die  Achse  gefällten  Lote  sind.  Das  Verhältnis 
dieser  beiden  Strecken  ist  aber  wiederum  gleich  der  Lateralvergröfse- 
rung  ß  und  man  hat: 

(18)  ^^ß.^,. 
Setzt  man  noch  Ä'P'  =  |',  so  ist  nach  §  152: 

(19)  6=i''-^' 

wo  n'  und  n  die  Brechungsexponenten  im  Bild-  und  Objektraum  sind 
und  B  =  —  das  Vergröfserungsverhältnis  der  Pupillen  bedeutet. 

Unter  Berücksichtigung  der  Formeln  (18),   (19),   (20)  wird  nun 
der  Ausdruck  (17)  für  die  Helligkeit 

(20)         .  A^x^t^y^'r-^^'^^«. 

Ist  (ö  der  Kaumwrnkel,   unter   dem   die  {A.F)   vom  Punkte   P' 
aus  erscheint,  so  folgt  durch  eine  einfache  Proportion: 

(21)  ''-i— r". 

Femer  ist  noch  ~  =  B. 

P 

Unter  Benutzung  dieser  Relationen  erhalt  man 


(22)  h  =  x„  (^) 


8 


sinqp 
(D  •    . 

sin  97 


als  allgemeinsten  Ausdruck  für  die  Helligkeit.  Der  Brechungsexponent  n 
des  Objektraums  ist  für  das  Menschenauge  natürlich  gleich  der  Ein- 
heit zu  setzen,  während  w'=  1,3365  (Brechungsexponent  des  Glas- 
körpers) ist. 

194  Doppelte  Möglichkeit  einer  Definition  des.  Begriffs  «»Helligkeit". 
Formel  (22)  im  vorigen  §  ist  abgeleitet  unter  der  Voraussetzung,  dafs 
für  die  Perception  das  ganze  Flächenelement  dq'  in  Frage  kommt. 
Oft  dasselbe  zur  Achse  unter  dem  Winkel  9'  geneigt  ist,  so  würde 
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es  nicht  streng  auf  der  Netzhaut  liegen,  die  wir  uns  an  der  Stelle 
F'  als  achsensenkrecht  vorstellen.  Es  würde  yielmehr  das  Bild  dq 
in  die  tiefer  liegenden  Schichten  der  Netzhaut  eindringen  müssen^ 
eine  Vorstellung,  deren  Berechtigung  zweifelhaft  erscheinen  könnte. 
Nehmen  wir  also  an^  die  Perception  wäre  auf  eine  mathematische 
Ebene  bei  P'  beschränkt,  wodurch  allerdings  eine  gewisse  Unscharfe 
der  Abbildung  entstände,  so  müfsten  wir  in  Formel  (16)  die  Grröfse 
dg'  durch  ihre  Projektion  dq  sin  9'  auf  die  Netzhaut  ersetzen,  wo- 
durch Formel  (22)  würde: 

(23)  *x  =  Xo(^)^S^- 

Welcher  von  den  beiden  Ausdrücken  unter  (22)  imd  (23)  streng 
richtig  ist,  wird  sich  schwerlich  feststellen .  lassen.  Man  kann  aber 
leicht  zeigen,  dafs  sie  in  Anwendimg  auf  da.8  Auge  des  Menschen 
praktisch  zusammenfallen. 

Man  kann  nämlich  leicht  einen  Zusammenhang  zwischen  den 
Winkeln  9  und  qp'  herstellen. 

Nach  Fig.  145  ist: 

Nach  der  Schreibweise  von  §  89  ist  nun: 

9^  —  R  —  L  —  ^ 

QB—p—  X  —  r 

P'B:  _    __± 
FR  — "—        x^ 

also: 

tg<p; L—_f  ^__:^  ^ 

also  nach  Formel  (19)  dieses  Abschnittes 
Hieraus  ergiebt  sich  leicht: 

sin  q}'  1 

sinqp 

imd  nach  (22)  erhält  man: 


j/8inqp«+^— j  COSqp' 


*  =  ^oO 


(25)  '^^^       1/.'  .^(rv  ~  \ 

Die  Gröfse  |',  die  Entfernung  der  (-4.P)  von  der  Netzhaut,  betragt 
beim  normalen  Auge  etwa  |'  =  20mm,  femer  ist  nach  Seite  238 
(oben): 
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(6'  \2 
Tb) 

immer  aufserordentlich  klein  wird.  Für  5  =  250mm,  d.h.  för  die 
normale  deutliche  Sehweite  des  Menschen,  beträgt  er  nur  einige  Stellen 
der  dritten  Dezimale,  so  dafs  wir  ihn  praktisch  der  Null  gleichsetzen 
können,  wodurch  Formel  (25)  mit  (23)  identisch  wird,  so  dafs  wir 
also  als  Ausdruck  für  die  Helligkeit  unter  Berücksichtigung  von 
Gleichung  (15)  als  allgemein  gültig  annehmen  können: 

(26)  A^-^Wg/si^- 

Setzen  wir  schliefslich  noch 


(27)  e)^=«, 


wo  also  6  von  der  Konstruktion  des  Auges  abhängt,  und  beachten, 
dafs  nach  Fig.  145 

y  =  90^  —  « 
ist,  so  wird 

(28)  Ä=?i^.(y. 

Steht  das  betrachtete  Flächenelement  senkrecht  zur  Sehrichtung  und 
wird  für  £  =  0^  auch  /'(0)  =  1,  so  hat  man  als  gültig  für  jedes 
£manationsgesetz 

(29)  h^^X'ö. 

Aus  den  Formeln  (28)  und  (29)  folgt  vor  allem  das  wichtige 
Gesetz,  dafs  die  Helligkeit,  mit  der  wir  eine  Fläche  sehen,  imabhängig 
von  der  Entfernung  derselben  ist. 

Ist  das  Objekt  bei  P  in  Fig.  145  punktförmig,  so  gelten  die  so- 
eben angestellten  Betrachtungen  nicht  mehr.  In  diesem  Falle  ent- 
steht auf  der  Netzhaut  auch  nur  ein  Punkt  als  Bild  (es  wird  nur  ein 
Stäbchen  auf  der  Netzhaut  gereizt)  und  wir  können  von  einem  Ver- 
gröfserungsverhältnis  ß  garnicht  reden.  Man  setzt  in  diesem  Falle 
die  Helligkeit  einfach  proportional  der  Gröfse  dE  nach  Gleichung  (3) 
§  188,  und  hat,  wenn  c  eine  Proportionalitätskonstante  bedeutet  und 
dq'  durch  die  Pupillenöffnung  ersetzt  wird: 

ex  cos  ap^n 


Ä  = 


r« 


oder,  wenn  man  noch  a  =  0  setzt,  was  immer  erlaubt  ist,  wenn  das 
Auge  den  strahlenden  Punkt  fixiert: 

(29a)  h  =  "^ . 

Qleiehen,  optische  Abbildtmgslehre.'  16 
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195.  HelUgkeitsempfindiing  —  Feclmer'sclies  Gesetz.  Die  durch 
die  Formeln  (28)  und  (29)  dargestellten  objektiven  Helligkeiten  sind 
nicht  proportional  den  dadurch  angeregten  Empfindungsgrölsen.  Das 
hier  herrschende  Gesetz  ist  zuerst  von  Fechner  in  klarer  Weise  aus- 
gesprochen (Abhandl.  der  k.  Sachs.  Ges.  der  Wissensch.  Bd.  4)  und  wird 
das  psychophysische  Grundgesetz  genannt. 

Man  kann  sich  leicht  vorstellen;  dals  wenn  in  einem  Zimmer 
eine  Kerze  brennt  und  eine  zweite  dazu  angezündet  wird,  die  hier- 
durch hervorgerufene  Empfindungszunahme  de  viel  gröfser  ist,  als 
wenn  vorher  etwa  schon  100  Kerzen  gebrannt  hätten.  Im  letzteren 
Falle  hätte  die  Entzündung  der  101  ten  Kerze  kaum  noch  einen 
bemerkbaren  Eindruck  gemacht.  Es  wird  hierdurch  plausibel,  dafs 
die  Gröfse  de  der  herrschenden  Helligkeit  umgekehrt  proportional  ist. 
Mit  Ausschlufs  der  beiden  extremen  Fälle  aufserordentlich  schwacher 
und  sehr  starker  Helligkeiten  ist  nun  nach  Fechner: 

,        cdh 
de j^, 

woraus  durch  Integration  folgt: 

(30)  c  =  clogÄ  +  Ci, 

wo  c  und  c^  Konstanten  sind. 

Für  die  Helligkeitsempfindung  ist  also  der  Logarithmus  der  Hellig- 
keit mafsgebend,  deshalb  werden  in  der  messenden  Photometrie,  ins- 
besondere in  der  Astrophotometrie,  meist  die  Helligkeitslogarithmen 
anstatt  der  Helligkeiten  selbst  angegeben. 

196.  Die  Oröfsenklassen  der  Sterne.  Das  Fechnersche  Gesetz  hat 
einen  bemerkenswerten  Zusammenhang  mit  der  Einteilung  der  Sterne 
in  Gröfsenklassen^).  Diese  Einteilung  hat  sich  allerdings  historisch 
entwickelt,  durch  das  Fechnersche  Gesetz  erhält  sie  jedoch  eine  theo- 
retische Grundlage.  Für  die  xte  Helligkeitsklasse  liefert  das  Fech- 
nersche Gesetz: 

und  für  die  X  +  1**: 
Daraus  folgt: 


K+i       --^h^^^ 


Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  Differenz  der  Helligkeitsempfindung 
für  zwei  auf  einander  folgende  Klassen,  in  unserem  Falle  also  die 
Gröfse  e^  —  ß^+i;  konstant  ist,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung 


K 
T =  constans. 


1)  Siehe  G.  Müller:  Die  Photometrie  der  Gestirne.     Leipzig  1897. 
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eine  Beziehnng^  die  in  der  That  durch  astrophotometrisclie  Messungen 
bestätigt  worden  ist. 

197.  Selbstleuolitende  Körper.  Für  Selbstleuchter  nehmen  wir 
das  Lambertsche  Gesetz  als  gültig  an,  können  also  in  Formel  (28) 

f{€)  =  C0S£  • 

setzen  und  erhalten: 

h  =  X'6. 

Die  Helligkeit  ist  also  nur  abhängig  von  der  spezifischen  Inten- 
sität. Demnach  erscheinen  gleichmäfsig  leuchtende  Flächen  (für  die 
X  in  allen  Punkten  gleich  ist)  von  beliebiger  Form  und  in  beliebiger 
Entfernung,  immer  gleich  hell  Die  Helligkeit  h  ist  also  unter  diesen 
Umständen  der  spezifischen  Intensität  —  oder  wie  man  auch  schlecht- 
hin sagt  —  der  Intensität  x  der  Strahlung  direkt  proportional,  kann 
also  mit  dieser  verwechselt  werden,  so  lange  es  sich  um  relative 
Messungen  handelt. 

198.  Bestrahlte  Körper.  Bisher  haben  wir  immer  angenommen, 
dafs  die  von  einer  leuchtenden  Fläche  ausstrahlende  Energie  sich  nur 
ändere  mit  dem  Emanatipnswinkel  £,  wie  es  bei  Selbstleuchtem  der 
Fall  ist.  Wir  haben  keine  Bücksicht  darauf  genommen,  dafs  diese 
Energie  noch  von  andern  Grölsen  abhängen  könne,  z.  B.  von  dem 
Winkel,  unter  dem  die  in  Frage  kommende  Fläche  selbst  von  einer 
anderä  leuchtenden  Fläche  bestrahlt  wird. 

Bestrahlt  eine  leuchtende  Fläche  Ä  (Fig.  146)  ein  Flächenelement 
dq  bei  B  unter  dem  Einfallswinkel  ^  ÄJBN^=  a,  so  ist  die  Frage, 
welchen  Teil  der  empfangenen  Energie  dq'  in  Richtung  des  Winkels 
^  NBC  =  ß  nach  C  hin  ausstrahlt.  Ist  das  Element  dq'  spiegelnd, 
tritt  also  in  der  Umgebung  von  B 
nur  eine  Änderung  der  Strahlen- 
richtungen auf,  so  wird  im  all- 
gemeinen ein  astigmatisch  defor- 
miertes Bündel  entstehen,  imd  es 
läfst  sich  in  jedem  einzelnen  Falle 
bestimmen,  welche  Lichtmenge  pro 
Quadrateinheit  durch  die  verschie- 
denen Bündelquerschnitte  transpor- 
tiert wird.  Der  Gegensatz  dazu 
wäre,  dafs  dq  alles  empfangene 
Licht  in  sich  aufnähme  imd  es  genau 

wie  ein  selbstleuchtender  Körper  ausstrahlte.  Das  Verhalten  der 
meisten  Flächen  entspricht  aber  weder  dem  einen  noch  dem  andern 
Vorgange,  sondern  es  wird  ein  vom  Incidenzwinkel  a  abhängiger 
Bruchteil  zerstreut  reflektiert,  wobei  die  physische  Beschaffenheit  von 
dq    noch   eine  wichtige  Rolle  spielt.     Ein  allgemein  gültiges  Gesetz 

16* 
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hierüber  aufzustellen  ist  bisher  nicht  gelungen.  Demnach  entbehrt 
auch  noch  die  Beleuchtung  der  Planeten  durch  die  Sonne  einer  ein- 
wandfreien Begründung^).  Insbesondere  sind  zur  Erklärung  der  letzt- 
genannten Erscheinungen  drei  Gesetze  aufgestellt  worden^  und  zwar 
von  Lambert^  Lommel-Seeliger  und  Euler.  Demnach  ist  die  in  Richtung 
BC  ausgestrahlte  Lichtenergie  den  folgenden  Gröfsen  proportional: 

I.   dq  cos  a  cos  ß  (Lambertsches  Gesetz), 
n.  dw — ^  ^  "  ^  ^  — X  (Lommel-Seeligersches  Gesetz), 

^  cos  a  +  öl  cos  p  ^  ®  ^' 

ni.  d(p  cos  a  (Eulersches  Gesetz), 

wo  a  eine  physikalische  Eonstante  bedeutet. 

Die  Kenntnis  eines  allgemein  gültigen  Gesetzes  aber  wäre  auch 
von  grofser  Wichtigkeit  ßlr  die  zeichnerische  Wiedergabe  körper- 
licher Gegenstände,  weil  das  ebene  Bild  nur  dann  plastisch  wirkt, 
wenn  es  dem  Beschauer  dieselben  Abstufungen  der  Helligkeit  dar- 
bietet wie  das  Objekt.  Der  darstellende  Künstler  läfst  sich  hierbei 
von  seinem  Gefühl  leiten;  in  der  darstellenden  Geometrie  aber  be- 
stimmt man  konstruktiv  eine  gröfsere  Zahl  von  Kurven,  welche  Punkte 
gleicher  Helligkeit  verbinden,  imd  sucht  zwischen  denselben  ver- 
schiedene abgestufte  Tuschlagen  so  aufzulegen,  dafs  der  beabsichtigte 
Zweck  erreicht  wird.  Man  nennt  hierbei  Lichtgleichen  oder  Isophoten 
solche  Kurven,  längs  deren  cosa  konstant  ist,  dagegen  Hellegleichen 
oder  Isophengen  diejenigen,  längs  deren  cos  a  cos  ß  konstant  ist. 
Welche  von  beiden  Kurvenarten  vorzuziehen  sei,  ist  noch  strittig; 
wir  verweisen  darüber  auf  Ch.  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden 
Geometrie,  Leipzig  1884.  Das  Originalwerk  von  L.  Burmester,  Theorie 
und  Darstellung  der  Beleuchtung,  Leipzig  1871,  behandelt  beide 
neben  einander,  die  gemeinsamen  rein  geometrischen  Eigenschaften 
sind  neuerdings  von  Richard  Müller,  Archiv  für  Math,  und  Physik, 
HI.  Reihe,  Bd.  I,  p.  166,  mittels  der  Methoden  der  synthetischen  Geo- 
metrie entwickelt  worden. 

Allgemein  werden  wir  diesen  Verhältnissen  Rechnung  tragen,  in- 
dem wir  sagen,  dafs  von  der  auf  dq  gestrahlten  Energie  nur  ein  Teil 
in  Richtung  BC  ausgestrahlt  wird,  welcher  proportional  der  Gröfse 
(p(a,  ß)  ist,  wo  9?  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet. 

199.  Prinzip  der  Photometer.  Seien  nun  in  Figur  147  bei  B  und  B^ 
dq  zwei  physisch  gleichartige  Flächenelemente  (Photometerplatten),  die 
zu  den  Punkten  S  und  S^  symmetrisch  liegen.  Femer  seien  bei  Ä  und 
A^  zwei  verschiedene  leuchtende  Flächen  (LichtqueUen)  etabliert, 
deren  Elemente  wir  mit  dq  und  dq^  bezeichnen.     Die  Flächen  bei  A 


1)  Vergl.  G.  Müller:    Die  Photometrie  der  Gestirne.     Leipzig  1897,  mit 
sehr  vollständiger  Litteraturangabe. 
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und  A^  mögen  von  JB  und  JB^  aus  unter  kleinem  Raumwinkel  aus  er- 
scheineu;  so  dafs  wir  die  Winkel  ABN  =^  A^B^N^  =  a  als  konstant 
ansehen  können  für  die  ganze  Ausdehnung  der  bei  A  und  A^  be- 
findlichen Lichtquellen.  Entsprechend  der  hier  herrschenden  Sym- 
metrie ist  ferner  noch  <^  SBN^=  Sj^B^Nj^  =  ß. 


Nun  strahlt  nach  Formel  (7  a)  ein  Flächenelement  dq  der  Fläche 
bei  A  auf  die  Flächeneinheit  in  J?  die  Energie 

x/'(e)  dq  C08  a 


aus^  und  die  ganze  Fläche  bei  A  also: 


(31) 


^^  «/"(«)  ^* 


wobei  einer  obigen  Bemerkung  zufolge  a  als  konstant  angenommen 
ist  und  aufserdem  die  Entfernung  AB  so  grofs  gegen  die  Aus- 
dehnung der  Fläche  selbst  gesetzt  ist,  dafs  man  auch  r  als  konstant 
ansehen  kann. 

Wieviel  nun  infolge  der  physischen  Beschaffenheit  von  dq  von 
dieser  Gröfse  in  Richtung  BS  ausgestrahlt  wird,  ist  unbekannt;  jeden- 
falls können  wir  aber  aus  dem  letzten  Ausdruck  durch  Multiplikation 
mit  q>{a^  ß)  die  spezifische  Energie  x  des  Elementes  bei  B  darstellen 
und  erhalten: 

Ganz  analog  ergiebt  sich  f&r  das  Element  bei  B^ 

Xj  =  ^  9,  (a,  /J)  2^  xJ{b;)  dq^. 

Wenn  ich  nun  in  Gleichung  (28)  den  Winkel  b  durch  ß  ersetze,  so 
giebt  sie  mir  die  Helligkeit,  mit  der  das  Element  dq    bei  B  einem 
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Auge  in  S  erscheint  (Fig.  147).     Man  erhält  also: 

COßp     ' 

und  analog  für  das  Element  in  B^  und  ein  Auge  in  S^: 

^  1  C08j3 

Erscheinen  nun  die  Photometerplatten  bei  B  und  B^  gleich  hell^  ist 
also  h  =  hj^y  so  geben  die  letzten  vier  Gleichungen: 

(32  ^^^_^  =  r;,_. 

Nehmen  wir  das  Lambertsche  Gesetz  als  gültig  an^  dann  ist: 

f{e)  =  cos  e 

und  dE^coss  ist  die  Projektion  des  Elementes  dq  auf  eine  zu  ^JB 
senkrechte  Ebene.  Analoges  gilt  von  c^^^cos^^.  Nehmen  wir  nun 
noch  X  und  x^  für  die  ganze  Fläche  konstant  und  nennt  man: 

^dq  cos  €  =  ^ 

die  äquivalente  Leuchtfläche^  so  wird  nach  (32) 

Das  Produkt  jcF  heifst  in  der  Beleuchtungstechnik  die  „Lichtstärke**. 
Also  haben  wir  den  für  die  Konstruktion  der  Photometer  grundlegen- 
den Satz:  Die  Lichtstärken  zweier  Lichtquellen  verhalten  sich  un- 
gekehrt wie  die  Quadrate  ihrer  Entfernungen  von  den  Photometer- 
platten. 

200,  Die  spezifische  Energie  und  die  Abbildung  durch  optische 
Instrumente,  Mittels  optischer  Instrumente  wird  ein  Objektraum  mit 
leuchtenden  Punkten  oder  Flächen  abgebildet  in  einen  andern  Raum, 
den  Bildraum,  in  dem  jene  Punkte  und  Flächen  in  anderer  An- 
ordnimg wieder  vorhanden  sind.  Mit  dem  Auge  schauen  wir  (wenig- 
stens bei  dioptrischen  Instrumenten) .  in  den  Bildraum  hinein  und  es 
wird  für  die  Beurteilung  der  Helligkeit  wichtig  sein,  nach  welchem 
Gesetze  sich  die  spezifische  Helligkeit  von  Punkten  und  Flächen  ge- 
ändert hat.  Der  Einfachheit  halber  machen  wir  zunächst  die  An- 
nahme, dafs  durch  Absorption  und  dadurch,  dafs  etwa  bei  der  Brechung 
eines  Lichtstrahls  gleichzeitig  ungewünschte  Reflexionen  auftreten, 
Licht  nicht  verloren  gehe. 

201.  Die  spezifische  Energie  eines  strahlenden  Punktes  bei  der 
Abbildung  durch  eine  Kugelfläche  und  durch  ein  centriertes  System 
von  Eugelflächen  mittels  paraxialer  Strahlen.  Sei  in  Fig.  148  A  ein 
leuchtender  Punkt  und  Ä'  sein  Bild,  das  von  der  Kugelfläche  DE 
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mittels  paraxialer  Strahlen  entworfen  sei.  Links  von  der  Eugelfläche 
sei  der  Brechungsexponent  n,  rechts  n.  Denkt  man  sich  die  Figur 
um  die  optische  Achse  rotierend,  so  beschreibt  AB  CA'  das  von  A 
ausgehende  und  von  der  Eugelfläche  gebrochene  Bündel.  Nachdem 
der  Bildpunkt  A'  zustande  gekommen  ist^  geht  nun  von  A'  eine  neue 
der  ersten  ganz  analoge  Strahlung  aus^  der  einzige  unterschied  be- 
steht nur  darin,  dafs  sie  sich  in  einem  andern  Medium  vollzieht.  Nach 
Gleichung  (1)   ist   die  von  A  in  der  Zeiteinheit  emittierte  Energie 


A'  dX 

I  I  , 


Fig.  148. 

dE  ==:  xrfA,  während  wir  die  von  Ä  ausgehende  durch  rf^'  =  %dX' 
darstellen  können.  Da  wir  annehmen,  dafs  durch  den  Abbildungs- 
prozefs  Energie  nicht  verloren  gehen  soll^  mufs  d'E  =  dFJ  sein  und 
wir  erhalten: 

Nenne  ich  nun  die  Abstände  von  A  und  Ä  von  der  brechenden 
Fläche  a  und  d  und  bezeichne  fQr  einen  Augenblick  die  kreisförmige 
Fläche  BCy  in  der  das  Bündel  die  Kugelfläche  schneidet^  mit  df,  so 
erkennt  man  aus  der  Figur: 

51  =  ^     und    37-  =  a^      also  -^  =  y  • 

Demnach  wird  die  letzte  Gleichung: 


V  -  ©' 


Nun  ist  nach  den  Vorschriften  der  Abbildungslehre  für  eine  Kugel- 
fläche: 

a n      1 

wo  ß  die  Lateralvergröfserung  in  den  durch  A  und  A'  (zur  optischen 
Achse  senkrechten)  gehenden  konjugierten  Ebenen  ist. 
Also  hat  man: 
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Man  erkennt;  dafs  diese  Beziehung  für  ein  beliebiges  centriertes 
System  gilt;  ich  habe  nur  nötig;  dieselbe  Gleichung  für  je  zwei  auf- 
einanderfolgende Medien  aufzuschreiben  und  sämtliche  Gleichungen 
mit  einander  zu  multiplizieren. 

Für  drei  Medien  hat  man  z.  B. 

und  hieraus: 

Da  nun  /5  •  /J'  •  /}"  =  /Jj  die  durch  die  drei  Brechungen  erzeugte  Ge- 
samtyergröfserung  ist,  so  sieht  man  die  volle  Übereinstimmung  der 
letzten  Gleichung  mit  der  Gleichung  (34).  Man  kann  also  den  Satz 
aussprechen:  „Geht  von  einem  Punkt  im  ersten  Medium  mit  dem 
Brechungsindex  n  eine  Strahlung  aus  in  Richtung  der  optischen 
Achse  eines  centrierten  Systems ;  so  hat  die  Strahlung;  welche  von 
seinem  Bildpunkte  im  letzten  Medium  ausgeht;  eine  spezifische 
Energie  x: 

(35)  X  =  X  (^)'  /J», 

WO  X  die  spezifische  Energie  der  ursprünglichen  Strahlung;  n  und  n 
die  Brechungsexponenten  im  ersten  und  letzten  Medium  und  ß  die 
herrschende  Lateralyergrölserung  bedeuten.''  Dieser  Satz  wird  sich  als 
wichtig  zeigen  für  die  Beurteilung  der  Helligkeiten  von  Fixsternen 
bei  der  Beobachtung  durch  ein  Fernrohr. 

202.  Die  spezifische  Energie  der  Strahlung  eines  Flächenelementes 
bei  der  AbbUdung  durch  paraxiale  Strahlen  eines  centrierten  Systems 
von  Eugelflächen.  Denken  wir  uns  in  Fig.  148  im  Punkte  Ä  senkrecht 
zur  optischen  Achse  ein  Flächenelement  dq,  dessen  Bild  also  nach  der 
Brechung  durch  die  Eugelfläche  im  Punkte  A'  von  der  Gröfse  dq''  zu- 
stande kommt;  so  führen  hier  ganz  analoge  Schlüsse  zum  Ziel,  wie 
im  vorigen  Paragraphen. 

Nach  Gleichung  (4)  geht  von  Ä  eine  Strahlung  dE  =  x^dqdl 

aus  und  von  A  die  Strahlung  dE  =  x^'dq' dX\  Da  wieder  dE  =  dE' 

sein  mufs;  hat  man: 

Xq  ^  dg      dX 

xq  dq      dX 

Genau  wie  in  §  201  ist  auch  hier: 

dX'        /fl\^  j      ^         n      1 

also  ist: 

«0. ^  (a^Y  JL 

xi  ""    dq      \«7    *  ß*' 

An" 

Nun  ist  aber   ,- -;  d.  h.  das  Verhältnis  zweier   zur  Achse  senk- 


.    Strahlung  eines  Fläch enelenoientes  bei  endlicher  Öffnung  etc. 

rechter,  konjugierter  Frachenelemente  gleich  ß^  iind  man  hat: 
(36)  ^.  = 
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Unter  den  obwaltenden  Umständen  verhalten  sich  also  die  dpe- 
zifischen  Energieen  wie  die  Quadrate  der  Brechungsexponenten.  Man 
sieht  femer,  dafs  dieses  Resultat  (ganz  analog  wie  in  §  201)  für  ein 
beliebiges  centriertes  System  gilt  —  im  Falle  einer  paraxialen  Strahlung. 

203.  Strahlung  eines  Fläohenelementes  bei  endlicher  Öfhnng 
eines  centrierten  Systems.  Wir  wollen  den  Offnungswinkel  dX  durch 
neue  Gröfsen  ausdrücken.  Die  von  A  und  dq  ausgehende  Strahlung 
bilde  mit  der  Achse  AP  den  Winkel  f,  indem  dq  senkrecht  auf  AP 
steht.    Der  Öffnungswinkel  dk  ist  durch  das  Flächenstück  BCJB^C^ 


Fig.  149. 

dargestellt,  welches  in  der  Entfernung  AG  von  A  senkrecht  auf  der 
Strahlenrichtung  ist.  dX  ist  in  der  neuen  Gestalt  so  zustande  ge- 
kommen, dafs  man  annimmt,  in  der  Papierebene  verlaufen  die  Strahlen 
AC  und  AB"]  die  Gerade  B'CP  sei  femer  senkrecht  auf  AP,  Läfst 
man  nun  die  Figur  149  der  Papierebene  eine  unendlich  kleine  Drehung 
um  AP  um  den  Winkel  rf^  ausführen,  so  kommt  C  nach  C^  und  B' 
nach  JBi'.  Projiziere  ich  nun  die  Figur  C6\JB'B/  auf  eine  durch  CC^ 
gehende  zur  Strahlenrichtung  senkrecht  stehende  Ebene,  so  erhalte  ich 
das  Flächenstück  CC^BB^=dL  Die  Strecke  -4C  ist  gleich  der  Einheit. 
Nun  ist: 

dk  =  ÜC\ .  ÜB, 

Aus  Figur  149  erhält  man  ferner: 

CC^  =  sincd^ 

CB  =  dB. 
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Flg.  160. 


demnach  ist: 

(37)  dl  ===  BuiBde  •  df. 

In  Figur  150  sei  L  ein  System  centrierter  Kngelflächen,  AÄ'  die 
optische  Achse^  zu  der  senkrecht  in  Ä  das  Flachenelement  dq  nnd 
in  Ä'  dessen  Bild  dq"  stehe.  Brechungsexponenten  im  Bildranm  und 
Objektraum  seien  n  und  n,  das  YergröfserungsTerhaltnis  in  den  beiden 

konjugierten  Punkten 
sei  ß.  Durch  die  Kreis- 
blende  NN^  seien  die 
von  A  nach  verschie- 
denen Richtungen  £ 
ausgehenden  unendlich 
dünnen  Strahlungen  be- 
grenzt. Damit^  durch 
die  endliche  Ofihung 
NNi  im  Punkte  A'  das  Flachenelement  unverzerrt  abgebildet  werde, 
haben  wir  in  der  allgemeinen  Abbildungslehre  die  Bedingung  kennen 
gelernt,  dafs  A  und  A'  aplanatische  Punkte  seien.  Dies  sei  also  hier 
vorausgesetzt.  Es  müssen  also  1)  alle  von  A  ausgehenden  Strahlen 
sich  in  A'  schneiden  und  2)  die  Winkel  €  und  e  müssen  der  Sinus- 
bedingung (§  149) 

8in£         n    « 

— 7  =   P 

Genüge  leisten. 

Wir  betrachten  nun  eine  unter  dem  beliebigen  Winkel  e  von  dq 
ausgehende  Strahlung  dE=  x^dq  dk.  Dann  wird  von  dq'  die  Strahlung 
dE'  =  Xq' dq' dk'  ausgehen.  Da  wieder  dE  =  dE'  sein  mufs,  so  hat 
man,  wie  früher; 

Tc^dqdk  ^=  Y^dq  dk\ 

Führt  man  für  dA  und  dÜ  die  unter  (37)  angegebene  Trans- 
formation ein,  so  wird,  wenn,  man  noch  -/-  =  /5«  setzt: 

Xq  sin  tdh  =  XQß'^ams'de', 
Aus  der  Sinusbedingung  folgt  dnrch  Differentation: 


ds         n  ^coBf 
#  =  —  p 


ds 


008«  ^ 


demnach  erhält  man: 

(38) 


/  008  «'       /**'\' 

0         COS«  '  \n/ 


Die  spezifischen  Energieen  sind  aber,  wie  früher  ausgeführt,  selbst 
Funktionen  von  s  resp.  s'.  Fassen  wir  eine  bestimmte  Richtung  c 
des  ausstrahlenden  Bündels  ins  Auge,  setzen  also  s  und  s'  für  einen 
Augenblick  konstant,  so  giebt  Gleichung  (38)  die  spezifische  Energie 
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Xq'  im  Bildraum,  die  Yon  dq  in  Richtung  b  ausstrahlt^  diese  ergiebt 
sich  also  als  abhängig  von  den  Gröfsen  b  und  %   selbst. 

Gilt  das  Lambertsche  Emanationsgesetz^  so  können  wir  setzen 

Xq  =  X  cos  « 

Xq'  =x'C08f', 

wo  X  und  x'  Konstanten  sind  und  man  hat 

(39)  ^  -  ©■• 

In  diesem  Falle  ist  also  das  Verhältnis  der  spezijischen  Energieen  im 
ersten  und  letzten  Medium  konstant  gleich  dem  Verhältnis  der  Quadrate 
der  Brechungsexponenten. 

204.  Allgemeinster  Fall  der  Strahlung  dnroh  beliebig  brechende 
Medien.  Die  Formel  (4)  in  190.  gilt  auch  für  den  Fall,  dafs  zwischen 
dem  strahlenden  Element  dq  und  dem  bestrahlten  dq  beliebige 
brechende  Medien  sich  befinden.  Setzt  man  nach  §  191.  noch  x^  =  x/'(«), 
wo  f  den  Emanationswinkel  "bedeutet,  so  wird  Formel  (4)  in  190. 

dE  =  x/Xf)  dq  dX, 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

(39a)  dE  =  xf{B)  dq  dq  ^  • 

Nur  ist  jetzt  nicht,  wie  in  Formel  (5a)  in  §  190.  angegeben: 

dX         cos« 

sondern  der  Ausdruck    ,^  hat  einen  von  den  Bestimmungsstücken  des 

Strahlenweges  (Entfernungen,  Brechungsexponenten,  Radien  von  brechen- 
den Flächen  u.  s.  w.)  abhängigen  Wert.  Bei  der  Darstellung  des  Ver- 
laufs eines  Strahlenbündels  durch  die  Atmosphäre,  die  ein  konzentrisch 
geschichtetes  Medium  darstellt,  mufs  das  Strahlungsgesetz  in  der 
Form  (39a)  zur  Verwendung  gelangen^). 

205.  Liohtverlust  durch  Reflexion.  Bewegt  sich  ein  Lichtbündel 
in  einem  Medium  mit  dem  Brechungsindex  n^  gegen  eine  brechende 
Fläche,  die  ein  anderes  Medium  mit  dem  Brechungsexponenten  n^  be- 
grenzt, unter  dem  Einfallswinkel  a,  so  ist  der  Brechungswinkel  ß  ge- 
geben durch  die  Gleichung 

(40)  Hq  sin  a  ==  n^  sin  ß. 

Von  der  einfallenden  Lichtmenge  E  wird  ein  Teil  Eq  reflektiert,  ein 
anderer  E^  =  E — Eq  durch  Brechung  weiter  gefördert.  Nach  Fresnel 
ist  nun 

1)  Siehe  z.B.  Seeliger:  Abbandlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  München,  II.  Cl.  XIX.  Bd.  2.  Abt.  und  A.  Gleichen:  Grundzüge  einer  Dioptrik 
der  Atmosphäre,  Verhandl.  der  deutsch,  physikalischen  Gesellschaft.  Jahr- 
gang 2.  Nr.  2. 
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^  '*^-  ^0—2   L  tg  («■+  ft*  "^  sin  (a  +  ß^J    ' 

woraus  sich  auch  E^  ergiebt. 

Bei  einer  weiteren  Brechung  des  Bündels^  welches  jetzt  nur  noch 
die  Lichtmenge  E^  transportiert^  findet  der  analoge  Vorgang  statt. 

Ist  die  in  Fri^e  kommende  Fläche  eine  Kugel  und  fallt  das 
Bündel  in  Richtung  des  Radius  ein,  so  werden  die  Winkel  a  und  ß 
unendlich  klein  und  man  kann  die  Tangenten  und  Sinusse  mit  den 
Bögen  yertauschen. 

Formel  (41)  giebt  dann 

und  Gleichung  (40)  wird: 

wodurch  Gleichung  (42)  übergeht  in: 

(48).  ^.-B(^)' 

Daraus  folgt: 

(43a)  E.^E-E.^Ell-Q^)'] 

oder: 

IJT  4  ^  nt  np 

Fallt  das  betrachtete  Bündel  in  Richtung  der  optischen  Achse 
auf  ein  System  centrierter  Eugelflächen,  so  findet  man  die  Licht- 
menge, welche  das  Bündel  nach  der  zweiten  Brechung  noch  trans- 
portiert, zu: 

wenn  n^  der  Brechungsexponent  des  dritten  Mediums  ist.  Diese  Be- 
trachtungen lassen  sich  ohne  weiteres  auf  beliebig  viele  brechende 
Flächen  ausdehnen. 

Für  endliche  Neigungen  müfste  die  FresneFsche  Formel  (Glei- 
chung 41)  ohne  jede  Vernachlässigung  verwandt  werden;  jedoch  läfst 
sich  in  diesem  Falle  das  SchluTsresultat  bei  sphärisch  gekrümmten 
Flächen  nach  mehreren  Brechungen  nicht  mehr  in  eine  einfache  über- 
sichtliche Formel  bringen'). 

Die  Formel  (44)  ist  jedoch  selbst  bei  senkrechter  Inzidenz  nicht 
erschöpfend;  sondern  liefert  im  allgemeinen  einen  zu  kleinen  Wert. 
Betrachten  wir  eine  planparallele  Platte,  so  ist  klar,  dafs  das  durch 
die  Oberfläche    eindringende   Licht   an  der  Austrittsfläche    zum   Teil 


1)  Ann.  de  Chim.  et  Phys.  (2)  17,  S.  190  (1821)  und  (2)  46,  S.  225  (1823). 

2)  Vergl.  V.  Rohr:  Zeitschr.  f.  Inatrum.  1898,   S.  171—180  und  197—205. 
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reflektiert  wird^  und  dafs  von  diesem  Anteil  auf  dem  Rückwege  wieder 
ein  Bruchteil  in  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  geworfen  wird  und 
die  Helligkeit  des  ursprünglich  durchgehenden  Lichtes  vermehrt.  Er- 
sichtlich kann  man  diesen  Vorgang  sich  beliebig  oft  wiederholt  denken 
und  gelangt  in  diesem  einfachsten  Falle  auf  die  Form  einer  unendlich 
fallenden  geometrischen  Reihe.  Diese  und  ähnliche  Probleme  sind 
schon  von  Iiambert  in  seiner  Photometrie  (1760)  gelöst  worden.  Man 
vergl.  femer  Stokes  (Proc.  Roy.  Soc.  11,  545  und  Phil.  Mag.  (4)  24, 
480;  1862),  Clausius  (Crelle^s  Joum.  Bd.  36)  und  Krüfs  (Abh.  des 
NaturwissenschtL  Vereins  in  Hamburg  Bd.  XI,  Hefb  1). 

Ist  n  der  Brechungsexponent  einer  planparallelen  Platte,  so  ist 
in  (43  a)  Hq  durch  1  und  n^  durch  n  zu  ersetzen  und  man  erhält  als 
Energie  nach  der  ersten  Brechung: 


^-^['-(j^;n 


Unter  Berücksichtigung  der  innerhalb  der  Platte  wiederholt  statt- 
findenden Reflexion  ergiebt  sich  als  schliefslich  austretende  Licht- 
energie 

TP     ^1 

Fällt  das  Licht  unter  einem  endlichen  Einfallswinkel  a  auf  die  Platte, 
so  sind  die  ßröfsen  E^  und  E^  nach  den  Fresnelschen  Formeln  zu 
berechnen. 

Wir  geben  hier  diese  Gröfsen  für  eine  planparallele  Platte  aus 
sog.  „Dense  Flint"  (Jenaer  Produktionsverzeichnis  Nr.  36)  nach  Krüfs 
für  verschiedene  Werte  von  a  und  n  =  1,62888.  Die  Energie  E  des 
einfallenden  Lichtes  ist  hierbei  =  1  gesetzt. 

«  E,  E^ 

a>  0,943  0,892 

300  0,941  0,889 

450  0,932  0,873 

60«  0,891  0,803 

lOfi  0,808  0,678 

80«  0,596  0,425 

85»  0,377  0,232 

90«  0,000  0,000 

Ganz  Analoges  gilt  auch  für  den  Fall  der  totalen  Reflexion  in 
einem  Prisma,  da  bei  der  Reflexion  selbst  kein  Licht  verloren  geht 
und  sonst  nur  eine  Brechung  aus  Luft  in  Glas  und  eine  aus  Glas 
in  Luft  stattfindet. 

Natürlich  ist  für  verschiedene  Farben  auch  der  Lichtverlust  ver- 
schieden. Bei  senkrechter  Inzidenz  («  =  0)  ist  für  das  obige  „Dense 
Flint*': 
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für  die  Ä  Linie  n^  =  1,6122  JE,  =  0,896 

„  „  D     „     »z>  =  1,6224  JB,  =  0,894 

„  „  E     „      wjs:=  1,6289  i;^  =  0,892 

„  „  ff    „     nff=  1,6662  JB,  =  0,885. 

206.  LioMverlust  durch  Absorption.  Unter  Yoraussetzong  pa- 
ralleler Strahlen  wird  in  einem  absorbierenden  Medium  durch  einen 
endlichen  konstanten  Querschnitt  q  eine  Lichtmenge  E  transportiert, 
deren  Intensität  pro  Quadratmeter  also 

9. 

ist.  Auf  dem  unendlich  kleinen  Wege  dl  erleidet  J  einen  Verlust 
(eine  negative  Zunahme)  dJ,  welcher  sowohl  der  Gröfse  J  selbst  als 
auch  dem  Wegstück  dl  proportional  ist,  wenn  c  eine  Konstante  bedeutet: 

dJ=  —  C'Jdlj 

woraus  durch  Integration  entsteht: 

loge7^=  —  cl  -\-  Cj^, 

wo  c^  wieder  eine  Konstante  ist. 
Hieraus  folgt  leicht 

Setzt  man: 
80  wird: 

(45)  J-^JaPf, 

p  heifst  der  Transmissionskoeffizient.  Setzt  man  die  Weglänge  { ==  0, 
so  erkennt  man,  dafs  die  Konstante  J^  die  Lichtintensität  ist  bei 
Beginn  des  betrachteten  Absorptionsprozesses. 

Die  Konstante  p  ist  natürlich  immer  ein  echter  Bruch,  der  sich 
um  so  mehr  der  Null  nähert,  je  stärker  absorbierend  das  betreffende 
.  Medium  ist.     Für  absolut  durchsichtige  Körper  ist  |)  =  1. 

Laufen  die  Strahlen  des  betrachteten  Bündels  nicht  parallel,  sondern 
ändert  das  Bündel  seinen  Querschnitt  von  Funkt  zu  Punkt,  so  ist 
die  rechte  Seite  der  Formel  (45)  noch  mit  dem  Verhältnis  der  Quer- 
schnitte am  Anfang  und  Ende  der  Weglänge  l  zu  multiplizieren^). 

207.  Verlust  durch  Reflexion  und  Absorption.  In  der  Regel  kom- 
plizieren sich  die  beiden  Erscheinungen  der  Reflexion  und  Absorption 
mit  einander. 

Speziell  für  eine  planparallele  Platte  ist  nach  Stokes  und  Krüfs 
(siehe  oben)   für  die  Dicke  l  und  den  Transmissionskoeffizienten  p^ 


1)  Vergl.  Gleichen:  Zur  Extinktionstheorie  des  Sternenlichtes.  Verhandl. 
der  deutschen  phys.  Gesellschaft.    2.  Jahrgang,  Nr.  16. 
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wenn  wieder  E^  die  Lichtenergie  nach  der  ersten  Brechung  und  E^' 
die  nach  der  zweiten  austretende  ist  (vergl.  205): 

(46)  ^'-         ■^''*' 


^*  ~  1  -i>«  (1  -  E,y 


wofOr  man  in  den  meisten  Fällen  der  Praxis  auch  mit  genügender 
Nähenu^  setzen  kann: 


(47) 


2-£, 


P^- 


Für  ^y  =  1  verschwindet  der  Einflufs  der  Absorption  und  die  Formeln 
(46)  und  (47)  geben  nur  den  Verlust  durch  Beflexion. 

Stokes  hat  eine  kleine  Tabelle  gegeben  für  mehrere  Platten  unter 
Voraussetzung  senkrechter  Inzidenz,  wobei  n  =>=  1^52  gesetzt  ist.  Für 
die  GröJDae  p^  hat  er  dabei  die  drei  Werte  1,00,  0,98  und  0,90  ange- 
nommen und  die  Energie  des  einfallenden  Lichtes  "=  1000  gesetzt. 


Anzahl 

der 
Platten 

pi^ 

1,00 

pi  =-  0,98 

pi  =  0,9C 

) 

1 
1 

durch- 
gelassen 

■e 

1 

durch- 
gelassen 

1 

•p-i 

t 

OD 

'S 

0) 

8 

durch- 
gelassen 

absorbiert 

1 

82 

918 

80 

900 

20 

74 

826 

100 

2 

161 

849 

146 

815 

40 

126 

686 

189 

4 

262 

738 

244 

679 

77 

185 

479 

336 

8 

416 

584 

364 

490 

146 

229 

287 

634 

16 

687 

413 

464 

276 

260 

243 

69 

698 

32 

740 

260 

609 

97 

394 

244 

4 

762 

<x> 

1000 

0 

616 

0 

484 

244 

0 

766 

Sechzehntes  Kapitel, 
Das  mensehliclie  Auge. 


208.  Besolireibimg  des  mensohliolien  Auges.  Wenn  schon  alle  op- 
tischen Instrumente  in  letzter  Instanz  entweder  direkt  (Lnpe^  Fem- 
rohr, Mikroskop)  oder  indirekt  in  ihren  Wirkungen  (photographische 
Objektive)  für  das  menschliche  Auge  bestimmt  sind,  so  müssen  wir 
uns  doch  hier  auf  die  Darstellung  der  einfachsten  und  wichtigsten 
Eigenschaften  des  menschlichen  Sehapparates  beschränken,  da  wir 
sonst  in  die  uns  hier  fem  liegenden  GFebiete  der  physiologischen  Optik 
geführt  würden.  Wir  verweisen  vor  allem  auf  das  klassische  Werk: 
V.  Hehnholtz,  Handbuch  der  physiologischen  Optik,  2.  Aufl.,  Leipzig 
1896,  wo  auch  die  ganze  einschlägige  Litteratur  nachzulesen  ist. 
Femer  seien  hier  noch  hervorgehoben:  Aubert,  Physiologische  Optik 
(Kap.  XI  des  Handbuches  der  gesamten  Augenheilkunde  von  Graefe 
und  Sämisch),  ebenfalls  mit  ausgezeichneten  Litteraturangaben  und 
Donders:  Anomalies  of  accomodation  and  refraction,  London  1864; 
femer  Nagel:  Anomalien  der  Refraktion  und  Accommodation  (Kap.  X 
des  Handbuchs  von  Oraefe  und  Sämisch).  Betreffs  des  Baues  der 
Augen  bei  den  verschiedenen  Tierklassen  verweisen  wir  auf:  R.  Leuckart^ 
Organologie  des  Auges  und  L.  Matthiessen^):  Dioptrik  der  Krystallinse. 

Von  geringen  Abweichungen 
abgesehen  ist  das  menschliche 
Auge  ein  System  zentrierter  Kugel- 
flächen, dessen  Achse  in  Fig.  151 
SF'  ist.  Es  besteht  im  wesent- 
lichen aus  drei  optischen  (durch- 
sichtigen) Medien  ABC. 

A  ist  die  vordere  Augenkani- 
mer,  angefüllt  mit  einer  Flüssig- 
keit (humor  aqueus)  vom  Bre- 
chungsexponenten 

n/)  =  1,3365. 

**  ^  *'  Nach  vorn  ist  sie  durch  die  Horn- 

haut abgeschlossen,  deren  innere  und  äufseren  Wandung  als  nahezu 

1)  Vergl,    auch   L.  Matthiesaen:    Die   neueren    Fortschritte    in    unserer 
Kenntnis  von  dem  optischen  Bau  des  Auges  der  Wirbeltiere.  1891. 
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nahezu  parallel  betrachtet  werden  könDen^  so  dafs  man  ihren  optischen 
EinflnTs  yemachlässigt;  ihr  Krümmungsradius  ist   im  Mittel  7^8  mm. 

Zwischen  A  und  B  befindet  sich  die  wirksame  Blende  des  Systems, 
gewöhnlich  Pupille  genannt;  sie  ist  senkrecht  zur  Achse,  kreisrund, 
mit  einem  Durchmesser,  der  gewöhnlich  zwischen  2  und  6  mm  schwankt, 
je  nach  der  Lichtzufahr  yon  auTsen.  Im  Mittel  setzen  wir  ihren  Ra- 
dius Pq=2  mm. 

Das  Medium  B  ist  die  ErystalUinse,  ihre  Yorderfläche  ist  vom 
Scheitel  S  der  Hornhaut  um  3,6  mm  entfernt,  ihre  Dicke  beträgt 
3,6  mm  bis  4  mm.  Im  akkommodationslosen  Zustande  (beim  Sehen 
in  die  Ferne)  ist  der  Tordere  Krümmungsradius  gröfser  als  der  hintere, 
wie  dies  auch  die  Figur  zeigt;  unter  dem  Zwange  der  Akkommodation 
wird  die  Linse  nahezu  gleichseitig.  Der  vordere  Radius  beträgt  im 
ersteren  Falle  10  mm,  im  zweiten  6  mm,  der  hintere  6  Tnm  bezw. 
5,5  mm. 

Die  Linse  zeigt  Schichtungen  mit  kugelförmigem  Kern,  der  Brech- 
ungsexponent nimmt  nach  der  Mitte  zu  um  einige  Stellen  der  zweiten 
Dezimale,  so  dafs  dadurch  ihre  Brennweite  kleiner  ist,  als  wenn  sie 
aus  einer  homogenen  Masse  yom  gröfsten  Brechungsexponenten  (des 
Kerns)  bestände.  (Vergl.  Hermann:  Schiefer  Durchgang  von  Strahlen- 
bündehi,  Zürich  1874) 

Matthiessen,  der  sich  sehr  eingehend  mit  der  Dioptrik  des  Auges 
beschäftigte,  hat  auch  das  Gesetz  über  die  Zunahme  des  Brechungs- 
exponenten in  der  Krystalllinse  vom  Rande,  nach  der  Mitte  zu  auf- 
gefunden. (Vergl.:  Qrundrifs  der  Dioptrik  geschichteter  Linsensysteme. 
Leipzig  1877.)  Der  Brechungsexponent,  den  die  als  homogen  gedachte 
Linse  haben  müfste,  um  dieselbe  Brennweite,  wie  die  geschichtete  Linse 
zu  besitzen,  heifst  der  Totalbrechungsindex  und  kann  zu  1,437  ange- 
nommen werden. 

Das  dritte  Medium  (7 'zwischen  der  Hinterfläche  der  Linse  und 
der  Netzhaut  wird  von  dem  gallertartigen  Glaskörper  ausgefüllt,  der 
ebenfalls  den  Brechungsexponenten  der  wässerigen  Flüssigkeit  hat, 
seine  Dicke  kann  zu  15,5  mm  angenommen  werden. 

Die  angegebenen  Daten  schwanken  individuell  nicht  unbedeutend, 
wir  sind  hier  den  Messungen  von  Helmholtz  gefolgt.  Nimmt  man 
die  Linsensubstanz  als  homogen  an  vom  Totalindex  1^437,  so  lassen  sich 
nach  §  90  ohne  weiteres  für  Faraxialstrahlen  die  Hauptfaktoren  der 
Abbildung  des  menschlichen  Auges  bestimmen.  Die  Methode  zur  Be- 
stimmung der  Radien,  Entfernungen,  Brechungsexponenten  und  die 
Darstellung  der  Abbildungsbeziehungen  mit  ihren  weiteren  Konse- 
quenzen bilden  den  Gegenstand  der  „Dioptrik  des  Auges",  auf  die  wir 
hier  nicht  weiter  eingehen  köimen.  (Man  sehe  die  oben  angeführten 
Lehrbücher.) 

Wir  fügen  nur  einige  Resultate  hier  an. 

Gleichen,  optische  Abbildungslehre.  17 
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Nennt  man  H^  und  H^  vorderen  und  hinteren  Hauptpunkt, 
K^  und  K^  vorderen  und  hinteren  Knotenpunkt,  so  hat  man  nach 
Helmholtz  (siehe  Fig.  151): 

I.  Akkomm.  für  die  Feme: 

SH^  =  1,75  SH^  =  2,1 

SK^^lfi  52?,=  7,3 

U.  Akkomm.  für  die  Nahe: 

8H^  =  1,9  8H^  =  2,3 

SK^  =  7,6  SK^  =  7,0 

Alle  Angaben  in  mm. 

Der  vordere  Brennpunkt  liegt  13,7  mm  vor  dem  Homhautscheitel, 
der  hintere  F'  auf  der  Netzhaut  in  der  Entfernung  SF'  =  22,8,  wemi 
auf  die  Feme  akkommodiert  ist;  im  andern  Falle  sind  die  entsprechen- 
den Zahlen  12,1  und  21. 

209.  Das  Normalauge  von  Listing.  Abgesehen  von  dem  Vorgänge 
der  Akkommodation  hat  Listing  Zahlen  für  ein  Normalauge  vorge- 
schlagen, deren  man  sich  immer  bei  Überschlagsrechnungen  bedienen 
sollte.  Bei  genauerer  Darstellung  mufs  man  die  Schichtung  der 
Erystalllinse  zufolge  des   Matthiessenschen  Gesetzes   berücksichtigen. 

Listing  setzt: 

Brechungsexponent  der  Luft 1 

„                   ^,    wässerigen  Flüssigkeit .    ^ 
„  „    Krystalllinse -  - 

„  des  Glaskörpers — 

Radius  der  Hornhaut 8  mm 

„         „    vorderen  Linsenfläche 10   „ 

„         „    hinteren  „  6    „ 

Entfernung  der  vorderen  Hornhaut-  und  vorderen 
Linsenfiäche 4    „ 

Dicke  der  Linse 4    „ 

Aus  diesen  Annahmen  berechnet  sich  dann: 

1)  Der  erste  (vordere)  Brennpunkt  liegt  12,8326  mm  vor  der 
Hornhaut,  der  zweite  (hintere)  Brennpunkt  14,6470  mm  hinter  der 
Hinterfläche  der  Linse. 

2)  Der  erste  Hauptpunkt  liegt  2,1746  mm,  der  zweite  2,5724  mm 
hinter  der  Yorderfläche  der  Hornhaut,  ihr  gegenseitiger  Abstand  be- 
trägt 0,3978  mm. 

3)  Der  erste  Knotenpunkt  liegt  0,7580  mm,  der  zweite  0,3602  mm 
vor  der  Hinterfläche  der  Linse. 
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4)  Die  erste  Brennweite  des  Auges  beträgt  15^0072  mni;  die  zweite^ 
hintere  20,0746. 

210.  Das  reduzierte  Auge  von  Listing.  Für  gewisse  Zwecke,  wo 
es  nicht  auf  die  äufserste  Genauigkeit  ankommt,  kann  man  die  beiden 
Hauptpunkte  in  einen  und  ebenso  die  beiden  Knotenpunkte  in  einen 
Punkt  zusammenfaUen  lassen.  Hierdurch  gelangt  man  zu  dem  so- 
genannten reduzierten  Auge.  Listing  legt  den  einfachen  Hauptpunkt 
eines  solchen  Auges  2,3448  mm  hinter  die  Yorderfläche  der  Horn- 
haut, den  Knotenpunkt  0,4764  nun  yor  die  hintere  Fläche  der  Linse, 
während  die  Brennpunkte  unyerändert  bleiben. 

Die  Wirkung  des  reduzierten  Auges  wird  durch  eine  einzige 
brechende  Fläche  gegen  Luft  Yom  Radius  5,1248  mm  dargestellt, 
deren  Mittelpunkt  im  einfachen  Knotenpunkt  und  deren  Scheitel  im 
einfachen  Hauptpunkt  liegt,  während  der  Brechungsezponent  des  links 
befindlichen  Mediums  der  des  Glaskörpers  wäre,  n^  =  1,3365. 

Befindet  sich  links  yom  yorderen  Brennpunkt  ein  leuchtender 
Punkt  in  der  Entfernung  x^  so  wird  derselbe  durch  dieses  System 
reell  abgebildet  werden  in  einer  Entfernung  x'  yom  hinteren  Brenn- 
punkt, d.  1l  yon  der  Netzhaut.    Nennt  man  F  und  F'  die  beiden 

Brennweiten,  so  ist  ,       -,    —, 

X  •  X  =  J^  •  If  , 

Für  o;  =  cx>  ist  x'  =0,  das  Bild  fallt  also  auf  die  Netzhaut. 

um  in  einfacher  Weise  zu  übersehen,  wie  klein  x'  selbst  bei 
ziemlicher  Annäherung  des  Objektes  an  das  Auge  bleibt,  fugen  wir 
hier  noch  eine  kleine  yon  Listing  unter  Zugrundelegung  des  redu- 
zierten Auges  berechnete  Tabelle  bei,  in  der  noch  0,  der  Durchmesser 
des  Zerstreuungskreises  auf  der  Netzhaut,  in  jedem  FaUe  mit  ange- 

8«^^^*-  F.  2^=  301,26 


X 

x' 

z 

00 

0 

0 

66 

m 

0,006 

mm 

0,0011  mm 

26 

0,012 

0,0027    „ 

12 

0,026 

0,0066    „ 

6 

0,060 

0,0112    „ 

3 

0,100 

0,0222    „ 

1,5 

0,200 

0,0448    „ 

0,76 

0,40 

6,0826    „ 

0,876 

0,80 

0,1616    „ 

0,188 

1,60 

0,8122    „ 

0,094 

8,20 

0,6768    „ 

0,088 

8,42 

0,6484    „ 

211.  Akkommodation.    Fempunkt  und  Nahpunkt.    Deutliche  Seh- 
weite.    Beim  normalen  Auge  fällt  der  hintere  Brennpunkt  auf  die 
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Netzhaut.  Für  nähere  Gegenstände  würden  die  Bilder  hinter  die  Netz- 
haut fallen  gemäfs  der  Tabelle  des  vorigen  §.  Die  Netzhaut  selbst 
würde  an  Stelle  von  Bildpunkten  Zerstreuungskreise  erhalten.  Damit 
auch  im  letzteren  Falle  das  Bild  auf  die  Netzhaut  fällt;  akkommodiert 
das  Auge,  d.  h.  es  verringert  seine  Brennweiten.  Dies  geschieht  im 
wesentlichen  dadurch,  das  die  Krümmungsradien  der  Linse  sich  ver- 
kürzen und  zwar  der  vordere  stärker  als  der  hintere ,  so  dafs  die 
Linse  sich  der  gleichseitigen  Form  nähert.  Augen,  die  das  eben  ge- 
schilderte Verhalten  zeigen,  werden  nach  Donders  ,,emmetropisch'' 
genannt;  man  kann  sie  auch  als  normalsichtig  bezeichnen. 

Die  Augen  vieler  Menschen,  namentlich  in  den  Eulturstaaten, 
weichen  von  der  Normalform  wesentlich  ab.  Zur  Klassifikation  wollen 
wir  uns  hier  der  Terminologie  Donders  bedienen. 

Augen,  welche  sehr  ferne  Objekte  überhaupt  nicht  scharf  auf  der 
Netzhaut  abbilden  können,  deren  „Fernpunkt^^  vielmehr  in  endlicher, 
individuell  sehr  schwankender,  Entfernung  vor  dem  Auge  sieh  be- 
findet, heifsen  „brachymetropisch"  (kurzsichtig),  oder  gemäis  einer 
älteren  Bezeichnungsweise  „myopisch". 

Der  Grund  eines  solchen  Verhaltens  dem  emmetropischen  Auge 
gegenüber  kann  entweder  eine  zu  kleine  Brennweite  oder  eine  krank- 
hafte Verlängerung  des  Durchmessers  in  der  Sehachse  sein.  Die 
Messungen  an  vielen  Individuen  haben  erwiesen,  dafs  in  den  meisten 
Fällen  der  letztere  Umstand  die  Ursache  der  „Myopie"  oder  Kurz- 
sichtigkeit ist. 

Augen,  welche  im  akkommodationslosen  Zustande  konvergierend 
auffallende  Strahlen  auf  der  Netzhaut  vereinigen,  heifsen  „hyperme- 
tropisch"  (übersichtig).  Wollen  derartige  Augen  ein  in  gröfseren  Ent- 
fernung gelegenes  Objekt  fixieren^  so  müssen  sie  schon  starke  Akkom- 
modationsanstrengungen  machen,  was  häufig  sehr  nachteilige  Ermü- 
dungserscheinungen verursacht. 

Die  Fähigkeit  der  Akkommodation  hat  ihre  natürlichen  Grenzen. 
Objekte,  die  wenige  Centimeter  von  der  Hornhaut  entfernt  sind,  kann 
kein  normales  Auge  mehr  scharf  auf  der  Netzhaut  abbilden.  Wird 
ein  Objekt  dem  Auge  so  nahe  gebracht,  dafs  es  mit  äufserster  An- 
strengung der  Akkommodation  gerade  noch  scharf  sieht,  so  sagt  man, 
dafs  das  Objekt  sich  im  „Nahpunkt"  des  Auges  befindet.  Jedes  Auge 
hat  also  einen  Fempunkt  und  einen  Nahpunkt.  Für  emmetropische 
Augen  liegt  der  Fempunkt  im  Unendlichen,  der  Nahpunkt  schwankt 
je  nach  dem  Alter  des  Individuums.  Alle  Objekte  zwischen  Fem- 
punkt und  Nahpunkt  sind  dem  Auge  mittels  der  Akkommodation  er- 
reichbar. 

Eine  nicht  zu  kleine  Schrift  ist  für  ein  normales  Auge  am  be- 
quemsten in  etwa  250  mm  Abstand  lesbar.  Diese  Entfernung  be- 
zeichnen wir  in  Zukunft  als  „konventionelle  Sehweite". 
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Die  Entfenrnng  des  Fempimktes  yom  ersten  Knotenpunkt  des 
Auges  sei  F^  die  des  Nahpunktes  N,  so  ist  nach  Donders 

1^ Ji^ £ 

A~  N        F' 

wo  -r  ein  Mafs  für  die  „Akkommodationsbreite"  des  betreffenden  Auges 

ist.  Denkt  man  sich  nämlich  das  Auge  akkommodationslos  yerharrend 
in  der  Verfassung^  als  es  den  Fempunkt  scharf  auf  der  Netzhaut  ab- 
bildete^  so  ist  A  die  Brennweite  einer  unendlich  dünnen  Linse^  die 
man  sich  im  ersten  Knotenpunkt  des  Auges  placiert  denken  müfste^ 
damit  sie  den  Fernpunkt  in  den  Nahpunkt  verlegte;  die  Akkommo- 
dationsbreite wird  also  hier  in  sehr  rationeller  Weise  durch  die  rezi- 
proke Brennweite  einer  fingierten  Zusatzlinse  ausgedrückt.  Nach 
älterer   Zählweise   wurden  N  und  F   meist  in  ZoUen   und  demnach 

auch  -j-  in  derselben  Einheit  ausgedrückt.    Nach  neueren  (von  Nagel 

herrührenden)  Festsetzungen  setzt  man  die  reziproke  Brennweite  einer 
Linse  yon  1  m   Brennweite  (Meterlinse)  als   Einheit  und  nennt  sie 
eine  „Dioptrie".    Hat  also  eine  Linse  n  Dioptrien,  so  ist  ihre  Brenn- 
weite —  Meter. 
n 

Die  Fiktion,  dals  die  die  Akkommodationsbreite  definierende  Linse 
im  vorderen  Knotenpunkt  des  Auges  placiert  wird,  ist  deshalb  ge- 
macht, weil  bei  jeder  anderen  Stellung  des  Auges  eine  Veränderung 
der  Gröfse  des  NetzhautbUdes  resultieren  würde. 

Die  Akkommodationsbreite  verringert  sich  mit  den  Jahren  auch 
bei  normalsichtigen  Augen.  Vom  10.  bis  zum  65.  Lebensjahre  geht 
sie  im  Durchschnitt  von  13  Dioptrien  bis  fast  auf  Null. 

Augen  alter  Leute,  bei  denen  die  Akkommodation  ganz  oder  fast 
ganz  verschwunden  ist,  nennt  man  „presbyopisch".  Derartige  Augen 
können  nur  entfernte  Gegenstände  scharf  sehen. 

212.  Strahlenbegrenzung.  Wie  schon  erwähnt,  bildet  die  Iris 
vom  Durchmesser  2pq  die  wirksame  Blende  des  Augenapparates,  ihr 
Bild  entworfen  in  Luft  (nach  dem  Objektraum  zu)  mittels  des  Systems 
^^omhaut-Kammerwasser''  ist  die  Eintrittspupille  {E.P).  Nach  Helm- 
holtz  liegt  die  (E,P)  0,6  mm  vor  der  Iris  und  hat  den  Durchmesser 

16 

yPo- 

Die  Austrittspupille  (Ä.P)  ist  das  von  der  KrystalUinse  im  Medium 
des  Glaskörpers  entworfene  Bild  der  Iris;  es  ist  um  0,1  mm  der  Netz- 
haut näher  gerückt  als  die  Iris  selbst  und  hat  den  Durchmesser  7gi>o- 

Wie  wir  §  193  sahen,  ist  diese  Gröfse  mafsgebend  für  die  Helligkeit, 
mit  der  ein  Auge  sieht  (vergl.  A.  Gleichen:  Archiv  für  Math.  u.  Physik: 
Über  die  Helligkeit  des  Sehens  bei  Menschen-  und  Fischaugen.  1901. 
Heft  2). 
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213.  Gesiolitsfeld.  Das  Gesichtsfeld  des  Auges  ist  gröfser  als  bei 
irgend  einem  anderen  optischen  Instrumente;  für  das  einzelne  Ange 
beträgt  es  160®,  durch  binokulares  Sehen  erweitert  es  sich  bis  über 
ISO**.  Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dafs  wir  immer  nur  die  Stelle 
scharf  und  deutlich  sehen,  welche  wir  fixieren  (Stelle  des  deutlichen 
Sehens  ist  der  gelbe  Fleck  auf  der  Netzhaut),  während  die  umliegenden 
Gebiete  nur  skizzenhaft  angedeutet  sind.  Dieser  Mangel  wird  jedoch 
durch  die  Beweglichkeit  der  Augenachsen  völlig  ausgeglichen. 

214.  Chromatische  Abweichungen.  Das  menschliche  Auge  ist 
nicht  achromatisch,  doch  macht  sich  dies  nur  sehr  wenig  bemerkbar, 
erstens  weil  ein  grofser  Teil  von  Strahlengruppen  (rote  imd  violette) 
chemisch  nicht  stark  auf  die  lichtempfindliche  Schicht  der  Netzhaut 
einwirkt,  so  dafs  die  von  ihnen  erzeugten  Zerstreuungskreise  gegen- 
über den  helleren  (gelben  und  grünen)  Bildern  kaum  empfanden 
werden,  zweitens  haben  die  das  Auge  konstituierenden  flüssigen  Medien 
überhaupt  eine  geringere  Dispersion  als  die  verschiedenen  Glassorten. 
(Vergl.  die  schönen  Versuche  von  v.  Bezold:  Graefe's  Archiv  für 
Ophtahn.  XIV  (2)  1—29.) 

215.  Astigmatismus.  Die  wirksamen  brechenden  Flächen  des 
Augenapparates  sind  durchaus  nicht  streng  zentriert,  femer  zeigen 
sie  in  verschiedenen  Meridianen  verschiedene  Krümmungen,  wodurch 
astigmatische  Deformationen  der  einfallenden  Bündel  erzeugt  werden. 
Man  unterscheidet  „unregelmäfsigen  Astigmatismus^^,  der  sich  in  der 
Umbildung  von  Bildpunkten  in  haarstrahlenkranzartigen  und  ähnlichen 
Zerstreuungsfiguren  bemerkbar  macht  und  „regelmäfsigen  Astigmatis- 
mus". Bei  der  letzteren  Art  zeigen  die  Strahlenbündel  die  typische 
Form  des  Astigmatismus,  indem  es  zur  Bildung  zweier  (senkrecht 
aufeinander  stehender)  Brennlinien  kommt.  In  geringerem  Grade  zeigt 
sich  diese  Form  bei  allen  Menschen.  Nach  Helmholtz  wird  er  in 
analoger  Weise  gemessen  wie  die  Akkommodationsbreite. 

Denken  wir  uns  nämlich  einen  bestimmten  Akkommodations- 
zustand  des  Auges  festgehalten,  so  werden  für  verschieden  gerichtete 
Linienelemente  die  Sehweiten  verschieden  sein.  Nennt  man  P  den 
gröfsten,  p  den  kleinsten  dieser  Abstände,  denen  im  allgemeinen  senk- 
recht aufeinander  stehende  Linien  entsprechen  werden,  so  wird  der 
Astigmatismus  As  definiert  durch  die  Gleichung 

Ist  P   und  p    in   Zollen    gemessen,    so    tritt    nach    Helmholtz  erst 
dann  eine   erhebliche  Störung  der  Sehschärfe   ein,  wenn  As  gröfser 

als  —  ist.    Die  Ursache  des  regelmäfsigen  Astigmatismus  ist  fast  aus- 

schliefslich    in   verschiedenen   Krümmungen   der  Hauptmeridiane   der 
Hornhaut  zu  suchen.     Zur  Hebung  derselben  wendet  man,  besonders 
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seit  DonderSy  cylindrisch  geschliffene  GUser  an^  durch  die  man  die 
Brennweite  einer  bestimmten  Meridianebene  so  ändert^  dafs  sie  der 
Brennweite  des  darauf  senkrechten  Schnittes  gleich  wird  (Astigmo- 
meter). 

216.  Brillen.  Die  oben  genannten  Fehler  der  Refraktion  und 
Akkommodation  des  menschlichen  Auges  werden  durch  Brillen  aus- 
geglichen. Brillen  sind  einfache  dünne  Linsen.  Myopen  bedürfen 
negativer  Linsen^  um  ferne  Objekte  deutlich  zu  sehen,  Hypermetropen 
positiver  Linsen  zum  Ausgleich  ihres  Refraktionsfehlers,  um  den 
Akkommodationsverlust  presbyopischer  Augen  auszugleichen^  finden 
ebenfalls  positive  Linsen  Verwendung. 

Die  alten  Brillennummem,  wie  sie  früher  allgemein  im  Gebrauch 
waren,  gaben  in  Zollen  die  Brennweite  an,  unter  Voraussetzung  gleich- 
seitiger Linsen.  Dabei  wurde  femer  angenommen,  dafs  der  Brechungs- 
exponent des  Glases  n  =s  1^5  ist. 

Die  Brennweite  f  einer  dünnen  gleichseitigen  Linse  ist,  wenn  r 
ihren  Krümmungsradius  bezeichnet,  gegeben  durch 

1  2(n  — 1) 

f—       r       ' 

woraus  für  n  =  1,5  folgt:   r  ^=  f. 

Der  Radius  ist  also  gleich  der  Brennweite. 

Thatsächlich   hat   das  Material    unserer  Brillen  einen  gröfseren 

Brechungsexponenten;  im  Mittel  kann  man  annehmen  n  =  1,528  und 

hat  dann 

r  =  1,056  f. 

Als  neue  Nummern  verwendet  man  nach  Nagels  Vorschlag  den 
reziproken  Wert  der  in  Metern  ausgedrückten  Brennweite  einer  Linse 
(Dioptrie).  Setzt  man  ein  Meter  gleich  38,234  Zoll  in  preufsischem 
Mause  und  bezeichnet  die  alte  Nummer  mit  Äy  die  neue  mit  Ny  so  ist 

^.JV=  40,375, 

wonach   die  Umwandlung   der   einen  Nummer  in   die   andere  leicht 
vollzogen  werden  kann. 

217.  Binokulares  Sehen.  Durch  das  Sehen  mit  zwei  Augen  wird 
nicht  nur  das  Gesichtsfeld  vergröfsert  und  die  Helligkeitsempfindung 
verdoppelt,  sondern  vor  allem  auch  der  Eindruck  der  „Körperlichkeit" 
der  Gegenstände  hervorgerufen.  Wie  in  den  Lehren  der  physiologischen 
Optik  näher  ausgeführt  wird,  wird  ein  Gegenstand  der  Aufsenwelt 
von  beiden  Augen  dann  „einfach''  gesehen,  wenn  seine  Bilder  auf  ent- 
sprechenden Stellen  der  Netzhaut  liegen.  Der  Libegriff  aller  Raum- 
punkte,  die  bei  un verrückter  Augenstellung  einfach  gesehen  werden, 
trotzdem  sie  auf  der  Netzhaut  jedes  Auges  ein  Bild  entwerfen,  ist 
eine  Fläche,  die  den  Namen  „Horopter"  trägt. 
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Körperliche  GegensiÄnde^  die  dem  Auge  nahe  sind,  werden  ein 
wenig  Yon  einander  verschiedene  Ansichten  der  beiden  Angen  dar- 
bieten, wodurch  wesentlich  die  Tiefenwahmehmung  entsteht.  Um- 
gekehrt kann  man  auch  zwei  Bilder  desselben  Gegenstandes  anfer- 
tigen, welche  diese  beiden  verschiedenen  Ansichten  darstellen.  Bietet 
man  diese  Bilder  in  passender  Weise  dem  Auge  dar,  so  entsteht 
wiederum  der  Eindruck  des  Körperlichen.  (Stereoskopisches  Sehen.) 
Über  die  theoretische  Begründung  und  weitere  Ausführung  der  hier 
angedeuteten  Erscheinungen  sehe  man  die  Lehrbücher  der  physio- 
logischen Optik;  insbesondere:  „Handbuch  der  physiologischen  Optik 
von  V.  Helmholtz",  2.  Aufl.  1896,  Hamburg  u.  Leipzig.  (Spiegel- 
stereoskop von  Wheatstone,  Linsenstereoskop  von  Brewster,  Teleste- 
reoskop  v.  Helmholtz,  stereoskopisches  Mikroskop  von  Nachet  und 
Abbe,  stereoskopischer  Augenspiegel  von  Nachet,  stereoskopischer 
Distanzmesser  von  Zeiss  in  Jena  u.  s.  w.,  Relieffernrohre  von  Zeiss 
u.  s.  w.) 

218.  Augenspiegel.  Mit  das  wichtigste  Instrument  der  augenarzt- 
lichen Praxis  ist  der  Augenspiegel.  Der  Augenspiegel  von  Helmholtz 
in  seiner  ursprünglichen  Form  bestand  aus  einer  geneigt  gegen  die 
Augenachse  angeordneten  Glasplatte,  von  der  aus  reflektiertes  Licht 
durch  die  Pupille  auf  die  Netzhaut  geworfen  wurde.  Das  Licht  kehrt 
von  der  selbstleuchtend  gewordenen  Netzhaut  auf  demselben  Wege 
zurück  und  durchdringt  zum  gröfsten  Teil  die  Glasplatte,  so  dafs  die 
Netzhaut  jetzt  von  einem  Beobachter  betrachtet  werden  kann.  Der 
vielfach  im  Gebrauch  befindliche  Augenspiegel  mit  durchbohrtem  Kon- 
kavspiegel ist  bald  nach  der  Helmhol tz'schen  Erfindung  von  Th.  Ruete^) 
angegeben  worden.  Seitdem  sind  noch  eine  ganze  Reihe  neuer  Augen- 
spiegel angegeben,  ohne  dafs  dabei  wesentlich  neue  Konstruktions- 
prinzipien zur  Verwendung  gelangten. 

Ein  Auge,  welches  der  Behandlung  mit  dem  Augenspiegel  unter- 
worfen wird,  schaltet  automatisch  die  Akkommodation  aus.  Bei  my- 
opischen und  hypermetropischen  Augen  befindet  sich  die  Netzhaut 
nicht  streng  im  Brennpunkt,  infolge  dessen  treten  die  Strahlen  von 
der  selbstleuchtend  gewordenen  Netzhaut  nicht  parallel  aus,  sondern 
im  ersteren  Falle  konvergent,  im  anderen  divergent.  Deshalb  kann 
ein  normalsichtiger  Beobachter  bei  Benutzung  des  Augenspiegels  bei 
derartigen  nicht  emmetropischen  Augen  die  Netzhaut  erst  deutlich 
sehen,  wenn  er  Linsen  vor  das  Auge  schaltet,  welche  die  Strahlen 
parallel  machen.  Die  Stärke  dieser  Vorschaltlinsen  mifst  dann  gleich- 
zeitig den  Grad  der  bestehenden  Myopie  oder  Hypermetropie. 

219.  Optometer.  Optometer  sind  Instrumente,  welche  zur  Er- 
mittelung  des  Brechzustandes  und  (meist  auch)   der   Sehschärfe  der 

1)  Th.  Ruete:    Der  Augenspiegel  und  das  Optometer. 
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Augen  benutzt  werden.  Sie  ersetzen  also  gewissermafsen  den  Brillen- 
kästen  der  Augenärzte. 

Unter  Brechzustand  (Refraktion)  des  Auges  versteht  man  das 
Verhalten  desselben  gegenüber  parallel  auf  dasselbe  auffallenden  Licht- 
strahlen. Parallele  Strahlen  nennt  man  aber  in  der  augenärztlichen 
Praxis  schon  solche,  welche  von  einem  mindestens  ö  Meter  entfernten 
Pimkte  ausgehen.  Das  normale  (emmetropische)  Auge  vereinigt  diese 
Strahlen  auf  seiner  Netzhaut  wieder  in  einem  Punkte.  Der  Punkt  der 
Aufsenwelt  wird  daher  vom  normalen  Ange  scharf  als  Punkt  wieder 
erkannt.  Das  übersichtige  (hjpermetropische)  Auge  bricht  zu  schwach^ 
das  kurzsichtige  (myopische)  Auge  zu  stark.  Der  Bildpunkt  fällt  bei 
ersterem  hinter,  bei  letzterem  vor  die  Netzhaut.  Dasjenige  Konvex- 
oder Konkavglas,  welches  den  Bildpunkt  wieder  auf  die  Netzhaut 
bringt,  ist  das  korrigierende  und  giebt  zugleich  das  Mafs  für  die 
Übersichtigkeit  bezw.  Kurzsichtigkeit  ab. 

Wenn  wir  nun  umgekehrt  von  einem  Punkt  der  Netzhaut  Strahlen 
ausgehend  denken,  so  verlassen  dieselben,  wie  wir  schon  sahen,  das 
normale  Auge  parallel,  das  übersichtige  divergent,  das  kurzsichtige 
konvergent.  Da  wo  sich  die  austretenden  Strahlen  schneiden,  liegt  der 
natürliche  Fempunkt  des  Auges:  beim  Normalen  also  in  unendlicher 
Feme,  beim  Übersichtigen  in  endlicher  Entfernung  hinter  und  beim 
Kurzsichtigen  in  endlicher  Entfernung  vor  dem  Auge.  Die  korrigie- 
renden Brillen  verlegen  den  Fempunkt  wieder  in  unendliche  Ent- 
fernung vor  dem  Auge  und  machen  es  so  gewissermafsen  zu  einem 
normalen. 

Um  die  Untersuchung  des  Brechzustandes  und  der  Sehschärfe 
eines  Auges  durchzuführen,  müssen  wir  im  Besitz  aller  gangbaren 
Brillengläser  sein,  wozu  mindestens  60  Gläserpaare  gehören.  Da  der 
Brillenkasten  theuer  und  seine  Benutzung  schwerfällig  und  zeitraubend 
ist,  so  hat  man  nach  Mitteln  gesucht,  um  sich  von  ihm  unabhängig 
zu  macl^en.    Die  Instrumente,  die  dies  bezwecken,  sind  die  Optometer. 

Es  giebt  eine  Reihe  von  Optometern,  die  auf  dem  Pater 
Scheinerschen  Versuch  beruhen,  z.  B.  Porterfields  Optometer, 
später  von  Young,  Stampfer  und  Lehöt  verbessert  und  vereinfacht. 
Letzterer  bedient  sich  eines  3  Fufs  langen  mit  schwarzem  Sammet  be- 
zogenen Lineals,  über  welches  der  Länge  nach  ein  weifser  Faden  ge- 
spannt ist.  Visiert  man  längs  des  Fadens,  so  erscheint  derselbe  nur 
in  der  Entfernung  des  deutlichen  Sehens  einfach,  diesseits  und  jenseits 
aber  doppelt.  Auch  Thomson  geht  wieder  auf  den  Scheinerschen 
Versuch  zurück.  Allein  mit  Ausnahme  des  Lehotschen  Verfahrens 
leiden  diese  sämtlichen  Optometer  an  dem  Nachteil,  dafs  das  unter- 
suchte Auge  gleichzeitig  durch  zwei  enge  Offiiungen  sehen  mufs,  was 
nicht  immer  gelingt  und  dafs  nur  das  monokulare  Sehen  geprüft  wer- 
den kann. 


266  Sechzehntes  Kapitel:  Das  menschliche  Auge. 

Eine  andere  Reihe  von  Optometern  beruht  auf  der  Be- 
nutzung der  chromatischen  Aberration  des  Auges.  Lafst 
man  z.  B.  durch  ein  Eobaltglas  nach  einem  Kerzenlicht  sehen^  dann 
erscheint  dem  Myopen  das  blaue  DiiBFusionsbild  gröfser  als  das  rote: 
die  rote  Flamme  hat  einen  blauen  Rand.  Umgekehrt  sieht  der  Hyper- 
metrop  eine  blaue  Flamme  mit  rotem  Rand.  Doch  ist  die  Erschei- 
nung nur  deutlich  bei  geringeren  Graden  von  Ametropie, 

Bedeutend  verläfslicher  sind  die  Optometer,  welche  auf  di- 
rekter Sehprüfung  beruhen.  Ihnen  wenden  wir  daher  im  folgenden 
unsere  besondere  Aufmerksanikeit  zu. 

Das  einfachste  ist  das  Draht-  oder  Stäbchenoptometer  y. 
Graefe'Sy  welches  aus  einem  kleinen  mit  Handgriff  versehenen  Rahmen 
besteht,  über  welchen  eine  Anzahl  paralleler  Fäden  gespannt  sind. 
Der  Rahmen  wird  nun  gegen  den  Himmel  oder  ein  Licht  gehalten 
und  es  wird  durch  ein  am  Handgriff  befestigtes  Bandmafs  festgestellt^ 
in  welcher  Entfernung  die  Fäden  deutlich  gesehen  werden.  Auf  diese 
Weise  kann  leicht  Fem-  und  Nahpunkt  ermittelt  werden. 

Alle  weiteren  Optometer  benutzen  entweder  einfache  Konvex- 
linsen oder  Kombinationen  von  Konvex-  mit  Konvexgläsem  oder 
Konvex-  mit  Konkavgläsem. 

Allen  gemeinschaftlich  zu  Grunde  liegt  das  optometrische  Prinzip 
der  Konvexlinse,  welches  auf  der  Eigenschaft  der  Konvexlinse  beruht, 
parallel  auffallende  Strahlen  in  ihrem  Brennpunkt  zu  vereinigen  und 
umgekehrt  aus  ihrem  Brennpunkt  ausfahrende  Strahlen  nach  der  Brech- 
ung parallel  austreten  zu  lassen.  Bringen  wir  also  einen  flächen- 
haften Gegenstand  z.  B.  ein  bedrucktes  Blatt  Papier  in  die  Brenn- 
punktebene eines  Konvexglases,  so  werden  alle  von  einem  Punkt  der 
Papierebene  ausgehenden  Strahlen  nach  der  Brechung  aus  der  Linse 
parallel  austreten  und  von  einem  dort  befindlichen  normalen  Auge 
auf  dessen  Netzhaut  wieder  in  einen  Bildpimkt  vereinigt.  Das  nor- 
male Auge  wird  mithin  alle  auf  dem  Papier  gedruckten  Buchstaben 
deutlich  und  mühelos  erkennen.  Anders  das  übersichtige  und  kurz- 
sichtige Auge.  Wir  erinnern  uns,  dafs  ersteres  nur  konvergent,  let^ 
teres  nur  divergent  auffallende  Strahlen  zu  Bildpunkten  auf  der  Netz- 
haut vereinigt.  Aber  wir  köunen  diese  erforderliche  Kon-  oder  Divergenz 
der  Strahlen  leicht  herstellen,  indem  wir  das  bedruckte  Papierblatt 
aus  der  Brennpunktebene  der  Linse  auf  der  Sehachse  heraus  bewegen. 
Nähern  wir  es  der  Linse,  so  werden  die  aus  der  Linse  tretenden 
Strahlen  divergent,  aber  für  kurzsichtige  Augen  brauchbar,  umgekehrt: 
entfernen  wir  das  Blatt  von  der  Linse,  so  erzielen  wir  Konvergenz  der 
Strahlen  und  machen  dieselben  für  das  übersichtige  Auge  brauchbar. 
Das  Mafs  der  Verschiebung  des  Blattes  aus  der  Brennpunktebene  ist 
zugleich  das  Mafs  für  die  Übersichtigkeit  oder  Kurzsichtigkeit.  Dies 
ist  der  Fundamentalversuch  der  Linsenoptometrie. 
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Indessen  haften  dem  Verfahren  in  dieser  einfachsten  Form  noch 
drei  ganz  erhebliche  Mängel  an^  nämlich: 

1)  Inkonstanz  des  Gesichtswinkels.  Jede  Verschiebung  der 
Leseproben  aus  der  Brennpunktebene  ändert  auch  die  Entfernung  der- 
selben vom  Auge  imd  hierdurch  den  Gesichtswinkel^  unter  welchem 
sie  dem  Auge  erscheinen.  Die  Vergröfserung,  welche  die  Konvexlinse 
verursacht,  ändert  sich  mithin  für  jeden  Refraktionszustand,  und  es 
könnte  zwar  der  Refraktionszustand  des  Auges  ermittelt  werden,  nicht 
aber  die  Sehschärfe. 

2)  Inkonstanz  der  Skala.  Gleichen  Refraktionsunterschieden 
würden  nicht  auch  gleiche  Strecken  auf  der  Skala  entsprechen,  oder 
mit  anderen  Worten,  gleiche  Verschiebungen  der  Probetafel  aus  der 
Brennpunktsebene  würden  nicht  gleichen  Refraktionunterschieden  ent- 
sprechen. Besonders  auf  der  positiven  Seite  der  Skala  macht  sich 
dies  störend  geltend.  Hier  wachsen' die  Intervalle  für  gleiche  Refrak- 
tionszunahmen so  schnell,  dafs  man  auf  die  Untersuchung  der  höheren 
Grade  der  TJbersichtigkeit  verzichten  mülste. 

3)  wird  nicht  der  absolute  sondern  nur  der  relative 
Fernpunkt  des  Auges  durch  das  Verfahren  ermittelt,  weil 
infolge  der  kurzen  Entfernung  der  Sehprobe  das  zweite  Auge,  selbst 
wenn  es  veideckt  wird,  nach  der  Sehprobe  konvergiert  und  hierdurch 
die  Akkommodation  in  Thätigkeit  gesetzt  wird.  Sobald  aber  dies  ge- 
schieht,  hat  man  keine  exakte  Fempunktsbestimmung   zu  erwarten. 

An  allen  drei  Fehlem  leiden  die  älteren  Optometer  von  Smee, 
von  Laurence  und  von  Burow.  Letzterer  trägt  die  verkleinerten  Seh- 
proben am  Ende  eines  ausziehbaren  Tubus,  während  am  anderen  Tubus- 
ende eine  Eonvexlinse  von  4  Zoll  Brennweite  sich  befindet.  Der  unter 
3)  beschriebene  Mangel  des  Verfahrens  wurde  von  v.  Graefe  und 
Hirschberg  vermieden,  indem  sie  dem  Instrument  die  Form  des  Fem- 
rohrs gaben  und  zwar  v.  Graefe  eines  holländischen,  Hirschberg  eines 
astronomischen.  Dadurch,  dafs  der  Untersuchte  durch  diese  Instru- 
mente bewufst  auf  entfernte  Sehproben  blickt,  stellen  sich  seine  Seh- 
achsen parallel  und  die  Akkommodation  wird  entspannt. 

Bei  beiden  Instrumenten  entwirft  die  ObjektivUnse  ein  Bild  der 
etwa  5  Meter  entfernten  Sehproben  im  Innern  des  Tubus,  und  dieses 
Bild  wird  in  der  Nullstellung  des  Instrumentes  bei  Hirschberg  gerade 
in  der  Brennpunktebene  der  Okularlilise  entworfen.  Durch  Ein-  oder 
Ausziehen  des  Okularendes  werden  nun  wieder  dieselben  Wirkungen 
in  Bezug  auf  den  Strahlengang  erzeugt,  wie  bei  dem  ersten  grund- 
legenden Versuch  mit  der  einfachen  Konvexlinse.  Hirschberg  benutzt 
ein  Objektiv  von  40,5  und  ein  Okular  von  27  mm  Brennweite.  Er 
erhält  stets  eine  Vergröfserung,  die  aber  verschieden  ausfällt  für  die  ver- 
schiedenen Augen  und  durch  beigegebene  Tabellen  reduziert  werden 
mufs.     V.  Graefe  benutzt  das  holländische  Fernrohr  und  hat  also  ein 
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konkaves  Ocular  (er  braucht  sogar  drei  yerschiedene)  und  bekommt 
ebenfalls  wechselnde  Vergröfserung. 

Wirklich  brauchbar  wurde  das  optometrische  Prinzip  der  Konvex- 
linse daher  erst,  als  Nagel  bewies^  dafs  man  bei  dem  Fundamental- 
versuch sowohl  Eonstanz  des  Gesichtswinkels  als  der  Skalenteilimg  er- 
zielt, wenn  man  die  Linse  in  solcher  Entfernung  vor  dem  Auge 
aufstellt,  dafs  der  Brennpunkt  der  Linse  mit  dem  Knotenpunkt  des 
Auges  zusammenfällt. 

Dies  geht  aus  der  Fig.  151a  hervor,  in  welcher  L  die  Linse  ist 
und  Pr^  Pr^  Pr^  die  Sehprobe  in  drei  verschiedenen  Entfernungen,  wie 


Fig.  151a. 

sie  für  ein  hypermetropisches,  emmetropisches  und  myopisches  Auge 
erforderlich  sind,  darstellt,  und  wo  K  der  vereinigte  Knotenpunkt  des 
Auges  mit  F  dem  Brennpunkt  der  Linse  zusammenfällt.  Der  aus- 
gezogene Kreis  stellt  das  normale,  die  punktierten  Kreisbogen  den 
hinteren  Abschnitt  eines  kurzsichtigen  (M)  und  eines  übersichtigen  (H) 
Auges  dar. 

Nicht  so  in  die  Augen  fallend  ist  der  Einflufs  dieser  Versuchs- 
anordnimg auf  die  Skala,  welche  jetzt  „äquidistant"  geworden  ist^  d.  h. 
gleichen  Verschiebungen  der  Sehproben  entsprechen  gleiche  Befrak- 
tionsunterschiede  am  untersuchten  Auge.  Der  Beweis  hierfür  kann 
folgendermafsen  geführt  werden  (Fig.  151b). 


Fig.  151b. 


Es  bedeutet  in  der  Figur  151b  R  den  wirklichen,  B^  den  durch 
die  Linse  näher  herangebrachten  Fernpunkt.  In  letzterem  befindet 
sich  die  Sehprobe.  F^  ist  vorderer,  F^  hinterer  Brennpunkt  der  Linse, 
C  der  vereinigte  Hauptpunkt  der  Linse,  K  der  Knotenpunkt  des  Auges 


mit  7^2  zusammenfallend. 


Die  Entfernung  R  K  wird  =  r  gesetzt, 

Es  handelt  sich  darum,  die  Strecke  F^R^  =  a,  welche  der  Ver- 
schiebung   der    Sehprobe    aus    -F^    entspricht   und    dem    imtersuchten 
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myopisclieii  Auge  die  aus  ü^  ausfahrenden  Strahlen  hinreichend  divergent 
macht^  durch  gegebene  Gröfsen  auszudrücken. 

H  und  B^  sind  inbezug  auf  die  Linse  konjugiert.    Demnach  ist 
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Nun  ist  aber  —  der  Ausdruck  gleichzeitig  für  die  Refraktion  des 

Auges  und  für  das  dieselbe  korrigierende  Brillenglas  (im  Biiotenpunkt 

des  Auges  aufgestellt  gedacht).     Setzen  wir  daher  für  -  der  Reihe 

nach  1,  2,  3  u.  s.  w.  Dioptrien ^  so  lauten  die  entsprechenden  Werte 
vor  a:  f^,  2f\  3/^  u.  s.  w.  Wir  erhalten  also  p  als  Einheit  für  die 
Skalenteilung.  Wie  Nagel  (1.  c.  S.  319)  nachgewiesen,  bestehen  ähn- 
lich einfache  Bedingungen  für  die  Skalenteilung  des  Optometers, 
wenn  überhaupt  der  Brennpunkt  der  Optometerlinse  mit  einem  der 
vorderen  Kardinalpunkte  des  Auges  zusammenfällt. 

Die  einfachste  Anwendung  der  Nageischen  Linsenstellung  auf 
den  Fundamental  versuch  liegt  den  Optometern  von  Burkhard,  Badal 
und  Schmidt-Rimpler  zugrunde.  Letzterer  stellt  die  Linse  von  10  cm 
Brennweite  in  10  cm  Entfernung  vor  dem  Auge  fest  auf  und  verschiebt 
nun  die  Sehproben  auf  der  andern  Seite  an  einem  Bandmafs.  Jedes  cm 
Verschiebung  entspricht  bei  dieser  Anordnung  und  dieser  Brennweite 
der  Linse  gerade  einer  Dioptrie.  Leider  ist  bei  diesem  sonst  so  ein- 
fachen Verfahren  die  Akkommodation  wegen  der  Nähe  der  Sehproben 
schwer  auszuschliefsen. 

Seggel  benutzte  die  Nageische  Entdeckung,  um  das  alte  Burowsche 
Optometer  brauchbar  zu  machen.  Er  konstruierte  es  auTserdem  doppel- 
läufig, aber  nur  zum  Schein,  da  die  andere  Röhre  blind  endigt.  Er 
wollte  hierdurch  die  Akkommodation  ausschalten.  Indessen  wird  der 
Untersuchte  durch  diese  Einrichtung  wohl  kaum  von  der  Vorstellung 
befreit,  dafs  er  innerhalb  einer  kurzen  Röhre  etwas  scharf  erkennen  soll. 

Badal  benutzt  zu  einem  ähnlichen  Optometer  einer  Linse  von 
16  Dioptrien. 

Loiseaus  Optometer  besteht  gleichfalls  aus  einem  Tubus  mit 
Milchglasverschlufs,  auf  dem  die  Sehproben  verkleinert  photographiert 
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sind.  Er  benutzt  aber  als  Okularvorrichtung  sog.  Becosssche  Scheiben^ 
welche  eine  Reihe  yon  sehr  kleinen  Linsen  verschiedener  Brennweite 
enthalten ;  von  denen  sich  beim  Rotieren  der  Scheibe  immer  eine  als 
Okular  einstellt.  Auch  hierbei  wird  die  Akkommodation  schwer  aus- 
zuschliefsen  sein. 

Einfacher  ist  die  Anwendung  des  optometrischen  Prinzipes  bei 
Burckhardt,  Badal  und  Schmidt-Rimpler.  Diese  gehen  auf  den 
Fundamentalversuch  zurück  und  geben  der  Linse  durch  verschiedene 
einfache  Vorrichtungen  eine  unverrückbare  Lage  vor  dem  Auge  und 
lassen  nun  die  Sehproben  an  einem  Bandmals  (Rimpler)  oder  yer- 
schieblichen  Stabe  (Burkhardt)  allmählich  immer  weiter  vom  Auge  ab- 
führeU;  um  die  Akkommodation  möglichst  auszuschliefsen. 

Plehn^)  vermeidet  alle  oben  angeführten  Gefahren  des  Fundamental- 
versuchs dadurch,  dafs  er  ein  astronomisches  Femrohr  ohne  Vergröfse- 
rung  und  die  Nageische  Einstellung  benutzt.  Sein  Optometer  besteht 
aus  zwei  gleichstarken  Eonvexlinien  (5  cm  Brennweite).  Dadurch,  dafs 
Okular  und  Objektiv  gleiche  Brennweite  haben,  fällt  jede  Vergröfserung 
fort  und  es  können  ohne  weiteres  alle  gangbaren  Sehproben  ohne 
Tabellen  u.  s.  w.  benutzt  werden.  Die  Fernrohrform  schliefst  die  Ak- 
kommodation aus.  Die  Nageische  Einstellung  wird  durch  eine  auf  das 
Okular  gesetzte  Kappe  bewirkt. 


1)  Archiv  für  Augenheilkunde  Bd.  XY. 


Siebzehntes  Kapitel. 
Ferarohre. 

A.  Allgemeine  Eigensohaften. 

220.  Astronomisclies  Fernrolir  ans  zwei  anendlich  dünnen  Linsen. 
Zur  Erläuterung  der  wichtigsten  GrundbegriflFe  stelle  Fig.  152  ein 
astronomisches  Femrohr  einfachster  Art  vor.  Dasselbe  besteht  aus 
zwei  unendlich  dünnen  positiven  Linsen  bei  P  und  bei  Q  mit  den 


Flg.  15S. 

Brennweiten  F  und  f.  Die  erstere  heifst  „Objektiv",  weil  sie  dem 
Objekt  zugewandt  ist,  die  zweite  „Okular^',  weil  sie  an  dem  betrachten- 
den Auge  sich  befindet.  Die  beiden  Linsen  sind  so  centriert,  dafs 
ihre  Brennpunkte  in  F  zusammenfallen  und  die  Entfernung  PQ  der- 
selben gleich  der  Summe  ihrer  Brennweiten  ist. 

Wir  nehmen  eine  vollständige  Gültigkeit  der  paraxialen  Ab- 
bildungsbeziehungen an. 

Als  wirksame  Blende  fungiert  hier  ersichtlich  die  öffiiung 
AB  =  2p  der  unendlich  dünnen  Objektivlinse.  Die  Eintrittspupille 
{E,P)  ist  also  AB  selbst,  da  nach  der  Objektseite  keine  Linse  vor- 
gelagert erscheint.  Die  Austrittspupille  {A,P)  ist  das  Bild  von  AB, 
welches  durch  die  Okularlinse  Q  entworfen  wird  und  das  sich  in 
Fig.  152  von  der  Gröfse  A''B'  =  2p'  darstellt  Die  Entfernung  der 
{A.P)  vom  Okular  ist  ßP",  die  wir  zimächst  berechnen  wollen.  Nach 
den  Regeln  über  unendlich  dünne  Linsen  ist 


PQ  QP' 


/•' 
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oder,  wenn  wir  PQ  =  2^-f"  /"  ^^d   QP''  =  x  setzen: 

^    f(F+n 

Der  Strahlencylinder  aAßB,  der  von  einem  entfernten  Objekt- 
punkt kommend  unter  der  Neigung  cd  durch  die  {E,P)  geht^  bildet 
in  der  gemeinsamen  Fokalebene  den  Bildpunkt  S,  schneidet  dann  das 
Okular  in  Ä'B^  und  durchdringt  dann  wieder  als  Cylinder  P!P!'ÄÄ' 
die  {A,P\  Dasselbe  gilt  von  allen  Strahlencylindem,  die  unter  be- 
liebiger Neigung  in  das  Objektiv  dringen;  alle  durchdringen  nach  der 
Brechung  die  (-4.P),  welche  demnach  als  kleiner  leuchtender  Kreis 
vor  dem  Femrohr  auf  der  Okularseite  zu  schweben  scheint.  Dieser 
Kreis  hat  schon  lange  die  Aufmerksamkeit  der  Optiker  auf  sich  ge- 
lenkt^ ehe  noch  von  Abbe  die  vollständige  Theorie  der  Strahlenbe- 
grenzung gegeben  war,  und  wurde  Bamsdenscher  Kreis  genannt. 

Yergröfserung.  Nehmen  wir  zuimchst  an,  dafs  die  Neigung  des 
einfallenden  und  austretenden  Bündels  so  klein  sei,  dafs  wir  die  Sinusse 
und  Tangenten  mit  den  Bögen  vertauschen  können,  dann  gelten  die 
allgemeinen  Abbildungsbeziehungen  in  vollem  Umfange.  Der  Strahl, 
welcher  die  Mitten  der  (J5.P)  und  {A.P)  durchdringt:  yPSFP" 
heifst  der  Hauptstrahl,  weil  er  gewissermafsen  B/Cpräsentant  des  ganzen 
Bündels  ist.  Er  möge,  sowie  alle  übrigen  Strahlen  des  Bündels,  ron 
dem  äufsersten  Punkte  eines  fernen  Objektes  herkommen,  das  auf  der 
Achse  senkrecht  steht.  Dieses  Objekt  wird  ein  unbewaffiietes  akko- 
modationsfreies Auge  unter  dem  Gesichtswinkel  m  =  ^  FPS  sehen, 
während  dasselbe  Auge  in  P"  durch  das  Femrohr  das  Bild  dieses 
Objektes  (natürlich  verkehrt)  unter  dem  Winkel  co'  =  ^  P^P^'Q  sehen 
wird.  Den  Quotif3nten  aus  (o  und  (o  nennen  wir  die  Vergröfserung 
V  und  haben 

(2)  t;=^ 


Da  nun  ^SQF  ebenfalls  gleich  oj'  ist,  hat   man,  wenn  man  noch 
FS  =  z  setzt: 

(3)  tgoj=|,,  tgö=p 

wo  F  und  f  die  Brennweiten  von  Objektiv  und  Okular  sind. 
Hieraus  folgt: 

W  tg  cu  f 

Für  paraxiale  Strahlen  hat  man  also: 

£ö   r 

^'  ""  Ol    ^     /•' 

d.  h.  die  Vergröfserung  ist  gleich  dem  Quotienten   aus  Objektiv-  und 
Okularbrennweite. 


Astronomisches  Feiiirohr  aus  zwei  unendlich  dünnen  Linsen. 
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Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  ABS  und  Ä'B'S  folgt  dann 
weiter,  dafs  sich  die  Radien  der  Pupillen  wie  diese  Brennweiten  ver- 
halten, so  dafs  man  auch  hat 

F^_  p 
f  ~P'' 


(5) 


Die  Winkel  cd  siad  beim  Femrohr  meist  sehr  klein,  die  Winkel  m 
auf  der  Okularseite  sind  meist  ziemlich  grofs,  etwa  bis  20^  oder  25^,  so 
dafs  man  ihre  Tangenten  nicht  mehr  mit  den  Bögen  vertauschen  kann. 
Wir  wollen  jetzt  annehmen,  das  System  der  beiden  Linsen  ge- 
nüge den  Abbildungsbeziehungen  soweit,  dafs  die  Formel  (4)  in  aller 
Strenge  bestehe,  dann  hat  man  also: 


(6) 


tgco 


V, 


wo  V  die  Yergröfserung  für  paraxiale  Strahlen,  d.  h.  in  der  Mitte  des 
Gesichtsfeldes  ist. 

Wir  wollen   nim   nachweisen,   dafs  Gleichung  (6)   in  dem  vor- 
liegenden speziellen  Falle  zugleich  die  Bedingung  dafür  ist,  dafs  ein 


ebenes  Objekt   durch   das  Femrohr   wieder  eben  und  unverzerrt  er- 
scheint. 

In  Fig.  153  sei  MN^N^  ein  ebenes  Objekt,  das  mit  unbewafihetem 
Auge  von  P  aus  betrachtet  wird  und  es  sei 

^  MPN^  =  01,        <^  MPN^  =  ojg  und  MF  =  e. 

In  Fig.  154  sei  M'N^'N^'  dasselbe  Objekt,  wie  es  im  Gesichts- 
felde des  Fernrohrs  erscheint.  Das  Auge  befinde  sich  in  P"  und 
es  sei 

^  Wr'N^  =  (d/,  ^  M'P''N,'  =  oj/  und  M'P"  =  e\ 

Dabei  mufs  man  sich  vorstellen,  dafs  die  Punkte  P  und  P'"  in 
den  Fig.  153  und  154  mit  den  ebenso  bezeichneten  Punkten  der 
Fig.  152  zusammenfallen. 

Oleicheni  optische  Abbildnngalehre.  18 
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Setzt  man  nun  noch: 

und  nimmt  man  an,  dafs  für  die  Pupillen  P  und  P"  die  Gleichung  (6) 
bestehe,  so  ist: 

tg©/  tgo),' 

— — —  =  V       ~ — —  =  V 

tga>i  '      tgcöj 

Da  nun 

ist,  so  folgt  aus  den  darüberstehenden  Gleichungen  durch  Substitution 
dieser  Werte  und  EHmination  von  v 

Vi        Vi 
Die  letztere  Gleichung  sagt  aber  aus,  dafs  Objekt  und  Bild  in 
allen  Teilen  einander  proportioniert  sind. 

Punkte  (wie  hier  die  beiden  Pupillen),  für  die  die  Beziehung 

^^i-  =  t;  =  constans 

tgo 

besteht,  sind  gemäfs  §  155  „orthoskopische  Punkte^^ 

Gesichtsfeld.  In  das  Objektiv  können  Strahlen  beliebiger 
Neigung  gelangen,  diese  können  jedoch  nicht  aUe  in  den  BUdraum 
eindringen,  weil  die  Öfi&iung  des  Okulars  eine  Grenze  setzt.  Sei  in 
Fig.  152  QS  die  halbe  Okularöffiiung,  so  wird  das  dort  dargestellte 
Bündel  mit  dem  Hauptstrahl  PF^  gerade  noch  das  ganze  Licht  nach 
der  (-4.P)  senden,  ein  etwas  stärker ,  geneigtes  Bündel  würde  bei  S 
„zerklüftet^'  und  nur  noch  einen  Teil  seines  Lichtes  nach  der  (-4.P) 
gelangen  lassen;  so  wird  ersichtlich  eine  Helligkeitsabnahme  am 
Rande  des  Feldes  sich  zeigen  in  einer  Zone  von  der  Breite  A'S  =^2p\ 
Um  eine  scharfe  Begi*enzung  zu  erzielen,  stellt  man  in  der  gemein- 
samen Fokalebeue  eine  kreisförmige  Blende  auf,  etwa  vom  Halbmesser 
SF  =  Z  und  trägt  dafür  Sorge,  dafs  das  Okularglas  etwas  gröfser 
ist  als  QS.  Der  Punkt  S  der  Blende  begrenzt  jetzt  scharf  das  Ge- 
sichtsfeld, da  das  an  ihm  vorbeigehende  Bündel  noch  das  ganze  Licht 
nach  der  Austrittspupille  überträgt. 

Nennt  man  Sl'  im  Bildraum  den  Neigungswinkel  des  Bündels 
gröfster  Achsenneigung,  so  ist  also  das  halbe  „scheinbare  Gesichtsfeld'' 
ausgedrückt  durch: 

(7)  tgÄ'  =  I 

und  für  das  wahre  Gesichtsfeld  Sl  im  Objektraum  wird: 

(8)  tgß  =  ^  =  -^. 
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In  folgendem  verstehen  wir  nnter  „Gesichtsfeld"  schlechthin 
immer  das  scheinbare;  dieses  mufs  also  durch  die  Yergröfserung  di- 
vidiert werden^  damit  hieraus  das  wahre  Gesichtsfeld  entsteht. 

221.  Holländisclies  Fernrohr,  bestehend  ans  zwei  unendlich  dünnen 
Linsen.  In  Fig.  155  ist  ein  sogenanntes  holländisches  oder  Gali- 
läisches  Fernrohr  dargestellt,  welches  wir  der  Einfachheit  halber  aus 
zwei  unendlich  dünnen  Linsen  bestehend  annehmen.  Bei  P  ist  achsen- 
senkrecht ein  Objektiv  (Positivlinse)  vom  Durchmesser  AB  =  2p,  in 
Q  eine  Okularlinse  placiert,  welche  in  diesem  Falle  eine  Negativlinse 


Fig.  166. 


ist.     Beide  Linsen  haben  ihren  gemeinsamen  Brennpunkt  in  F,  wo- 
durch  telecentrischer  Strahlengang   erzeugt   wird.     Nennt   man    Ob- 
jektiv- und  Okularbrenn weite  F  und  f,  so  ist  in  der  Figur  die  Länge 
des  Femrohrs 
(9)  PQ  =  F-f=l 

Das  unter  der  Neigung  o  ins  Objektiv  fallende  Bündel  mit  der  Basis 
AJPB  trifft  die  Okularebene  in  A'P'B'  und  wird,  da  es  nach  dem  Punkt 
S  der  gemeinsamen  Fokalebene  konvergiert,  parallel  der  Richtung 
Q8  aus  dem  Okular  austreten  und  rückwärts  verlängert  die  Austritts- 
piipille  A!'F"B!'  durchdringen.  Um  die  Lage  der  letzteren  zu  be- 
stimmen, beachten  wir,  dafs  die  (-B.P)  des  Systems  die  Objektiv- 
öfinung  AB  ist.  Wir  haben  also  nur  das  durch  das  Okular  erzeugte 
Bild  von  P  zu  bestimmen,  um  die  Lage  von  P"  zu  finden. 

AUgemein  gilt  für  eine  dünne  Linse  von  der  Brennweite  ^>\ 

1 

Hier  ist 

a  =  F—f 

9>  =  — /) 

18* 


+  -  =  - 
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folglich  wird: 


6= 1j=M. 

F  I 


Das  negative  Vorzeichen  deutet  an,  dafs  P"  links  von  Q  liegt.    Setzt 
man  QP"  =  x^  so  ist  also: 

(10)  «-ä^f- 

Ganz  analog  wie  beim  astronomischen  Femrohr  ergiebt  sich  ferner, 
wemi  man  den  Durchmesser  der  Austrittspupille  mit  2p  und  die  Ver- 
gröfserung  mit  v  bezeichnet: 

(lOa)  «  =  -  =  y  =  ^, 

also  ist  auch: 

(lOb)  x^^-- 

Da  die  Austrittspupille  hier  zwischen  den  Linsen  des  Femrohrs 
liegt,  so  kann  die  {E,F)  des  Auges  nicht  mit  der  {A,F)  des  Fem- 
rohrs in  Koincidenz  gebracht  werden,  wodurch  eine  bedeutende  Be- 
schränkung des  Gesichtsfeldes  gegenüber  dem  astronomischen  Fem- 
rohr eintritt. 

222.  Helligkeit  der  FernTohrbilder.  Wie  wir  in  §  194,  Gleichung 
(27)  und  (29)  sahen  ist  die  Helligkeit,  mit  der  ein  Auge  ein  Flächen* 
dement  sieht,  proportional  dem  Raumwinkel,  unter  dem  von  der  Mitte 
der  Netzhaut  aus  die  Austrittspupille  erscheint.  Da  die  Entfernung 
der  {Ä,F)  des  Auges  von  der  Netzhaut  eine  Eonstante  ist,  und  die 
{A,F)  sich  nur  sehr  wenig  (S.  261)  der  Gröfse  und  Lage  nach  von 
der  Augenpupille  selbst,  schlechthin  Pupille  genannt,  unterscheidet^  so 
werden  wir  die  HeUigkeit  h^  direkt  der  Irisöf&iung,  d.  h.  dem  Quadrate 
ihres  Radius  p^  proportional  setzen  können  und  erhalten 

Äo  =  ^  •  Po'- 

Die  Entwicklungen  in  §  194  und  195  lehrten  nun,  dafs  die  Hellig- 
keit von  allen  andern  Konstruktionselementen  des  Auges  vollständig 
unabhängig  ist.  Sieht  nun  das  Auge  durch  ein  optisches  Instrument, 
so  dafs  auf  der  Netzhaut  ein  scharfes  Bild  entworfen  wird,  so  kann 
man  Instrument  und  Auge  zusammen  immer  als  ein  einziges  System 
auffassen  und  die  Betrachtungen  in  §  194  und  195  gelten  für  diese 
Kombination  ohne  jede  Einschränkung.  Daraus  folgt  der  wichtige  Satz: 

Durch  kein  optisches  Instrument  kann  die  Helligkeit  des  natür- 
lichen Sehens  gesteigert  werden. 

Die  HeUigkeit  ist  proportional  dem  Quadrate  des  Radius  der 
Pupille  (unter  Yemachlässigung  der  soeben  angedeuteten  nicht  in  Be- 
tracht kommenden  Gröfsen). 

Der  Radius  der  PupiUe  schwankt,  wie  wir  schon  sahen,  infolge 
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physiologischer  Ursachen  ziemlich  stark;  etwa  von  1  bis  4  mm.  Femer 
kami  der  Fall  eintreten,  dafs  das  vor  das  Ange  gebrachte  optische 
iDstmment  die  Pupille  gamicht  mit  Strahlen  anfüllt  infolge  zu  geringer 
Querschnitte  der  die  Abbildung  erzeugenden  Bündel. 

Bei  den  meisten  Femrohren  und  Mikroskopen  bringt  man  die 
(Ä,P)  des  Instrumentes  mit  der  (E.P)  des  Auges  zur  Koincidenz,  wobei 
wir  jedoch  wieder  für  die  (E,P)  des  Auges  der  Einfachheit  wegen  die 
Pupille  setzen  können.  Ist  der  Radius  p'  der  {A.P)  des  Instrumentes 
kleiner  als  der  Radius  der  Iris^  so  ist  die  Helligkeit  h  natürlich  nur 

(11)  h  =  cp", 

und  durch  Vergleich  der  beiden  letzten  Formeln  findet  man: 


(12) 


*-».©■ 


Ist  das  Objekt  punktförmig  (Fixsterne)^  so  gelten,  wie  schon  an- 
gedeutet,  die  gemachten  Betrachtungen  nicht  mehr  und  die  HeUig- 


Fig.  156. 

keit  wird  direkt  proportional  der  Öf&iung  der  Eintrittspupille  des 
optischen  Instrumentes ^  wobei  natürlich  vorausgesetzt  wird;  daJB  der 
Querschnitt  der  ins  Auge  dringenden  Bündel  nicht  gröfser  als  die 
(JS.P)  des  Auges  ist. 

Kann  die  (Ä,P)  des  Instrumentes  nicht  mit  der  {E,P)  des  Auges 
in  Koincidenz  gebracht  werden,  wie  dies  beim  holländischen  Fernrohr 
der  Fall  ist,  so  tritt  eine  eigentümliche  Verteilung  der  Helligkeit  über 
das  Gesichtsfeld  auf,  die  wir  jetzt  näher  diskutieren  woUen. 

In  Fig.  156  ist  CD  eine  kreisförmige  Öffiiung  vom  Durchmesser 
2p'  die  Austrittspupille  {Ä,P)  eines  Systems.  AB  ist  die  optische 
Achse  senkrecht  zur  Öffiiung  CD.  Durch  CD  dringen  innerhalb 
eines  gewissen  Winkelraumes  nach  allen  Richtungen  cylindrische, 
paraUelstrahlige  Lichtbündel,  von  denen  eines,  CDEF,  im  Schnitt 
gezeichnet  ist.    Im  Punkte  K  der  Achse  befinde  sich  die  Augenpupille 
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GH  eines  Beobachters.  Wir  wollen  untersuchen,  welches  Gesichts- 
feld derselbe  übersieht.  Durchmesser  der  Augenpupille  sei  2p^  und 
zwar  sei  p^  zunächst  kleiner  als  p\  Das  in  der  Figur  dargestellte 
Bündel  CDEF  wirkt  offenbar  gamicht  auf  das  Auge.  Führen  wir 
dieses  Bündel  in  immer  neue  Lagen  über,  indem  wir  es  senken,  bis 
der  unterste  Strahl  DF  in  die  Lage  DG  gekommen  ist.  Die  Neigung 
£1^  des  Strahles  DG  gegen  die  Achse  giebt  dann  die  äufserste  Grenze 
des  Gesichtsfeldes  an,  denn  wenn  ich  den  Strahl  DG  auch  nur  eine 
Spur  tiefer  sinken  lasse,  beginnt  Licht  ins  Auge  zu  dringen.  Zieht 
man  noch  GJ\\  der  Achse,  so  ist,  wenn  ß^  =^DGJ  gesetzt  wird: 


tgßi-^ 


JD 


oder,  wenn  die  Pupille  des  Auges  um  e  von  der  {A.P)  entfernt  ist: 

(13)  tga,  =  5:±-^^ 

wo  Sl^  den  halben  Gesichtswinkel  bedeutet. 

Läfst    man  nun  den  Strahl  DG  und   damit   das   ganze  Bündel 

sich  immer  weiter  nach  unt^n  senken,  so  dringen  zwar  schon  Strahlen 

in  die  Pupille,  aber  diese  wird  noch 
nicht  ganz  davon  erfüllt,  das  Auge  muTs 
also  in  der  Randzone  noch  die  Em- 
pfindung eines  gewissen  Lichtmangels 
haben.  Erst  wenn  der  wandernde  Strahl 
in  die  Lage  DH  gelangt  ist,  füllt  sich 
die  Augenpupille  ganz  mit  Strahlen  und 
es  ist  volle  Helligkeit  vorhanden.  Der 
Winkel  ßg,  den  DH  mit  der  Achse 
bildet,  ist  der  halbe  Gesichtsfeld- 
winkel für  volle  Beleuchtung.  Aus 
der  Fig.  156  folgt  leicht: 


(14) 


Grenze  des 
mittleren  Gesichtsßldes 

Fig.  167. 


Man  kann  noch  einen  mittleren  Gesichtsfeldwinkel  definieren,  der 
entsteht,  wenn  man  D  mit  K  verbindet,  er  liegt  zwischen  SL  und  ßj 
und  hat  den  Wert: 


(15) 


tgÄj=: 


In  Fig.  157  ist  der  Eindruck  auf  das  Auge  dargestellt. 

In  Fig.  158  ist  der  Fall  dargestellt,  dafs  die  Augenpupille  GB. 
grölser  als  die  Austrittspupille  CD  ist.  Das  Gesichtsfeld  beginnt 
wirksam  zu  werden,  wenn  das  Bündel  CDEF  mit  seinem  untersten 
Strahle  gerade  durch  den  äufsersten  Punkt  G  der  Augenpupille  geht. 
Den  zugehörigen   halben  Gesichtsfeldwinkel    erhält   man,   wenn  man 
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durch  D  die  AchsenparalliBle  JB  legt.     Es  ist  für  ^JDG  =  ii/ 

Lassen  wir  dann  das  Strahlenbündel  CDEF  sich  senken^  so  er- 
kennt man,  dafs  wieder  eine  Zone  yon  Null  an  zunehmender  Hellig- 


1  Fig.  158. 

keit  erzeugt  wird,  bis  das  ganze  aus  CD  austretende  Bündel  in  die 

Augenpupille  dringt.     Dies   tritt  ein,   wenn   der   oberste  Strahl  des 

Bündels  CE  in   die  Lage  CG  gelangt  ist.     Den  zugehörigen  halben 

Gesichtsfeldwinkel   ß,'    findet 

man  aus  dem  Dreieck  CGL, 

wo    CL  eine   Achsenparallele 

ist: 

Als  mittleren  Gesichtsfeld- 
winkel kann  man  hier  definie- 
ren: 


tga,'  = 


Po 


Gegenüber  dem  ersten  Fall 
p'>p^  bemerkt  man  hier,  dafs 
das     dem     Winkel     H^     enir 


Grenze  elts 
Tnüderen,  Gesichisfeldes 

Fig.  159. 


sprechende  Gesichtsfeld   nicht 

volle  Helligkeit  hat,  indem  die  eintretenden  Bündel  nicht  die  Augen- 
pupille ausfüllen,  da  sie  ja  nur  den  Querschnitt  p^n  haben,  während 
der   Querschnitt   der   Augenpupille  p^it   ist.     Die   dort  herrschende 

konstante  Helligkeit  ist  nur  ^  (siehe  Fig.  159). 

Die  eben  aufgestellten  Gesetze  finden  Anwendung  fast  bei  allen 
dioptrischen  Instrumenten,  wie  Lupe,  Femrohr  und  Mikroskop. 
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Wird  6  =  0,  fallen  also  (Ä,P)  und  Augenpupille  zusammen,  so 
yerlieren  die  entwickelten  Formeln  ilire  Bedeutung.  Alsdann  über- 
sieht das  Auge  den  ganzen  vorhandenen  Strahlenraum.  Das  Gesichts- 
feld wird  von  p'  und  p^  unabhängig. 

223.  Gesichtsfeld  des  holländischen  Femrohrs,  das  ans  zwei 
dünnen  Linsen  besteht.  Wir  setzen  voraus,  dafs  die  Pupille  des 
menschlichen  Auges  kleiner  als  die  {A.P)  des  Femrohrs  ist,  ein  Fall, 
der  in  der  Praxis  meistens  vorliegt.  Dann  hat  man  nach  den  Formeln 
(13,  14, 15)  des  vorigen  Absshnittes,  wenn  man  e  =  x  -^-i,  und  für 
die  Qrofse  x  (in  Fig.  155  die  Strecke  ^P")  nach  (10b)  den  Ausdruck 

(13)  x  =  —  und  femer  jp'  —  — 

setzt,  wo  1=  F — f  die  Länge  des  Femrohrs  ist: 


(14) 


a;-j-g  e     3         i_  l  +  ^v 

-JJ-  -  =  tgÄ.  =  ,  ,^,- 

OJ-f-l  »      «  l  +  ^v 

P'+Po    _^^Q     _    P  +  Po^ 


Hier  bedeutet  also  p  den  Radius  der  Objektivofhung,  Pq  den  der 
Augenpupille,  v  die  Yergröfserung,  und  l  die  Länge  des  Femrohrs. 
Gemäfs  diesen  drei  Formeln  findet,  wie  wir  in  §  222  sahen,  die  Hellig- 
keitsverteilung im  Gesichtsfelde  statt. 

Die  Gröfse  S  (in  Fig.  155  die  Strecke  ^jB)  ist  die  Entfernung 
der  Augenpupille  jß  vom  Scheitel  des  Okularglases  und  kann  rund  zu 

I  =  20mm 
angenommen  werden. 

Sei  beispielsweise  bei  einem  kleinen  holländischen  Femrohr: 

i?'==12cm, 

12 

2p  =  y ,  also  p  =  2cm 

und  t?  =  3, 

so  folgt  aus  (10a):  f=  4cm  und  es  ist  nach  (14),  wenn  man,  wie  er- 
wähnt Pq  ==:  0,2cm  und  |  =  2cm  setzt  unter  Berücksichtigung  von  (9) 

^    _2  +  0,2    3         2,6 

also:  Sl^  =  10^30'. 

Das  ganze  Gesichtsfeld  beträgt  also  2P,  während  sich  2^,^16^20' 
und  2^^3=11®  20'  ergiebt.  Das  letztere  Gesichtsfeld  hat  allein  volle 
Helligkeit. 


Fall  sehr  starker  Yergrörserungen.  281 

224.  Oewinn  an  Oesiclitsfeld  dnrcli  proportionale  Vergrofserang^ 
des  liolländisclien  Fernrohrs.  Das  Gesichtsfeld  eines  durch  die  drei 
Groisen  p,  l,  v  charakterisierten  Femrohres  ist  dnrch  die  Formeln  (14) 
bestimmt.  Wir  wollen  jetzt  das  ganze  Instrument  in  seinen  Dimen- 
sionen im  Verhältnis  1  :  n  yergrofsem,  also  das  Öffhungsyerhältnis 
des  Objektives  (etwa  1 : 3)  und  die  Vergröfsenmg  v  beibehalten,  in 
der  Hoffnung^  hierdurch  eine  Yergröfserung  des  Gesichtsfeldes  zu  er- 
reichen, unter  dem  jetzigen  Verhältnissen  geht  p  in  np  und  l  m  nl 
über  und  man  hat  nach  Gleichung  (14): 


tgßj  — 


P 


1  +  ^- 

n 


Hieraus  erkennt  man^  dafs  das  mittlere  Gesichtsfeld  sich  aller- 
dings yergrofsert;  und  zwar  wird  es  so  grofs^  als  näherte  sich  das 
Auge  dem  Okularglase  auf  den  nten  Teil  der  früheren  normalen  Ent- 
fernung; eine  Thatsache^  die  gerade  nicht  dazu  anregen  kann^  hollan- 
dische Femrohre  yon  grölseren  Dimensionen  zu  bauen.  Analog  geben 
die  beiden  andern  Formeln  (14): 

P+^v 

tgÄi F- 

'    n 

Man  erkennt  hieraus^  dafs  das  Gesichtsfeld  des  grofsen  Instru- 
mentes aus  dem  des  ursprünglich  angenommenen  so  entsteht,  dafs 
man  sich  die  Augenpupille  und  die  Entfernung  des  Auges  yom  Okular- 
glase auf  den  nten  Teil  yerkleinert  denken  mufs.  In  n  eine  ge- 
brochene Zahl,  so  gelten,  wie  leicht  ersichtlich,  die  umgekehrten  Ver- 
hältnisse. 

226.  Fall  sehr  starker  Vergröfsernngen.  Die  Formel  für  tgA^ 
aus  Formel  (14)  kann  man  auch  schreiben: 

tgßi  =  l 

-  +  S 

V 

Könnte  man  nun,  etwa  durch  Verschärfung  des  Okulars,  die  Ver- 

n  l 

^öfserung  v  sehr  grois  machen,  so  dafs    -  und       zu   yemachlässigen 

wären,  so  näherte  sich  tgi^j   dem  Werte  ^  =   '    =  0,1,  was  einem 

Gesichtsfeld  von  1P20'  ungefähr  entsprechen  würde.     Auffallend  ist 
hierbei,  dafs  dieser  Wert  von  den  Eonstanten  des  Instrumentes  ganz 


282 


Siebzehntes  Kapitel:  Femrohre. 


unabhängig  ist  und  nur  von  der  GbröDse  und  Stellung  der  mensch- 
lichen  Pupille  abhängt.  Man  kann  dies  letztere  Gesetz  experimentell 
prüfen  an  stark  yergröfsemden  Mikroskopobjektiven^  wenn  man  sich 
als  Okular  eines  Negativs  mit  sehr  kurzer  Brennweite  bedient 

226.  Allgemeiner  Fall  der  Kombination  zweier  Systeme  zu  einem 
Fernrohr.  Nehmen  wir  jetzt  an^  Objektiv  und  Oktdar  bestehen  aus 
zwei  optischen  Systemen  mit  den  Brennweiten  F  und  /",  nicht,  wie 
früher^  aus  zwei  einfachen  unendlich  dünnen  Linsen.  Die  einander 
zugewandten  Brennebenen  dieser  beiden  Systeme  fallen'auf  einander  und 
bilden  also  bei  F  eine  gemeinsame  Fokalebene.  Brechungsexponenten 
im  Bild-  und  Objektraum*  seien  einander  gleich.  Strahlencylinder, 
die  in  das  Objektivsystem  unter  beliebiger  Neigung  eintreten,  yer- 
lassen  das  Okular  wieder  als  Strahlencylinder.  £in  solches  System 
heifst  ,,teleskopisch^    Die  wirksame  Blende  befindet  sich  fast  immer 


Objectiv 


Fig.  160. 


im  Objektiv  oder  dessen  nächster  Nachbarschaft,  deshalb  liegt  auch 
die  (-B.P)  im  Objektiv  oder  in  dessen  unmittelbarer  Nahe.  Die  {A,V\ 
als  Bild  der  (E.P),  entworfen  vom  ganzen  System,  kann  nun  ent- 
weder reeU  oder  virtuell  sein,  je  nachdem  das  Okularsystem  positiven 
oder  negativen  Charakter  hat.  Im  ersteren  Falle,  der  beim  sogenannten 
astronomischen  und  terrestrischen  Fernrohr  realisiert  ist,  kann  eich 
das  betrachtende  Auge  an  die  Stelle  der  (A,P)  placieren  und  findet 
dort  die  Bedingungen  für  akkommodationsloses  Sehen;  zugleich  er- 
scheint, wie  wir  noch  ausführen  werden,  das  Gesichtsfeld  im  all- 
gemeinen scharf  umgrenzt.  Im  zweiten  Fall,  den  wir  beim  sog. 
holländischen  Femrohr  haben,  ist  die  (A.P)  virtuell. 

Wir  knüpfen  unsere  Betrachtungen  an  den  Fall  einer  reellen 
Austrittspupille. 

In  Fig.  160  ist  ÄPB  die  (KP)  und  Ä'T'B'  die  (AP)  des 
ganzen  Systems.  Ein  Lieh tcy linder  aÄßB  mit  dem  Hauptstrahl  yP 
dringt  unter  der  Neigung  co  zur  Achse  ins  Objektiv,  bildet  nach  der 
Brechung  durch  das  Objektiv  einen  Bildpunkt  S  in  der  gemeinsamen 
Fokalebene  und  geht  nach  der  Brechung  durch  das  Okular  wieder  als 
Strahlencylinder  durch  die  {Ä,P)  Ä'F'P!'  unter  der  Neigung  w  zur 
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Achse.    Die  Lage  und  Gröfse  der  (A.F)  ist  bestimmt  als  Bild  der 
(RP). 

Setzt  man  die  Bildgröfse  SF  in   der   gemeinsamen  Fokalebene 
gleich  Z,    so   folgt  aus  §  83   gemäfs  der  DefinitiDnsgleichungen  für 
die  Brennweiten: 
(15)  Z^Ftg<o  =  ftg(D\ 

wo  F  und  f  die  Brennweiten  des  Objektivs  und  Okulars  sind.    Hier- 
aus folgt  zunächst  das  Eonvergenzverhältnis  in  den  Pupillen  P  und  P": 

In  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  ist  also: 

(17)  ^-=7  =  ^- 

Nun  ist  aber  zufolge  des  §  89  in  jedem  System  für  ein  beliebiges 
Paar  konjugierter  Punkte  das  Produkt  aus  EonvergenzYerhältnis  und 
der  Lateralyergröfserung  gleich  der  Einheit^  wenn,  wie  hier,  die 
Brechungsexponenten  im  Objekt  und  Bildraum  einander  gleich  sind. 
Für  die  Pupillenmitten  P  und  P"  ist  demnach,  wenn  man  in  Fig.  160 
setzt:  AB  =  2p,  Ä'W  =  2p: 

(18)  fl'-l. 

Demnach  ist  zufolge  (17)  auch 

(19)  "  =  7=1" 

eine  Beziehung,  die  für  alle  Femrohrkonstruktionen  gilt. 

Das  Verhältnis  von  Ofihung  zu  Brennweite  wollen  wir  bei  einem 
System  „relative  Öflfnung''  nennen. 

Nach  Gleichung  (19)  ist  nun: 

(20)  ?|  =  Y, 

d.  hu  die  relativen  ÖfFhungen  von  Objektiv  und  Okular  sind  gleich. 
Kombiniert  man  z.  B.  ein  Okular  von  der  relativen  Öffnung  \'^q  mit 
einem  Objektiv  von  der  relativen  Öfl&iung  y^^  zu  einem  Femrohr,  so 
wird  von  dem  Objektiv  nur  die  relative  Ofhung  %q  ausgenützt,  ein 
umstand,  der  in  der  Praxis  häufig  nicht  genügend  gewürdigt  wird. 
227.  Gesichtsfeld  des  holländischen  Fernrohrs  für  den  Fall,  dafs 
das  Objektiv  aus  mehreren  PartiaJsystemen  besteht.  Bis  jetzt  hatten 
wir  angenommen,  dafs  das  holländische  Femrohr  nur  eine  einzige 
dünne  Linse  als  Objektiv  hatte.  Nun  betrachten  wir  den  Fall,  dafs 
das  Objektiv  aus  mehreren  solcher  Linsen,  die  in  bestimmter  Ent- 
fernung von  einander  stehen,  zusammengesetzt  ist.  Unter  diesen  neuen 
Bedingungen  wollen  wir  dann  das  Gesichtsfeld  untersuchen,  wenn  wir 
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als  Okular  eine  Negativlinse  wie  früher  verwenden.  Fällt  ein 
ralleles  Lichtbündel  (Strahlencylinder)  auf  ein  System  von  Linsen 
unter  dem  Winkel  a  ein^  so  vereinigen  sich  nach  der  Brechung  alle 
Strahlen  in  einem  Punkte  der  hinteren  Hauptbrennebene.  Der  letztere 
Punkt  möge  von  der  optischen  Achse  die  Entfernung  e^  haben.  Das 
ganze  Objektivsystem  sei  auf  beiden  Seiten  von  Luft  umgeben,  so  dafs 
also  die  vordere  und  hintere  Brennweite   einander  gleich  und  zwar 


z^ 


=  ^  seien.   Nach  §  83  ist  dann  ^  =  ~ ,  wofür  man  bei  paraxialer 
Abbildung  auch  schreiben  kann: 


(1) 


^         a 


Für  zwei  dünne  Linsen  in  der  Entfernung  e  von  einander  mit 
den  Brennweiten  f^  und  f^  ist  bekanntlich  nach  §  104  Gleichung  (4) 


(2) 


Li  Fig.  161  sei  6ä  die  Öffiiung  der  ersten  Linse^  in  welche  der 
Strahlencylinder   ahgh  von   dem    äuTsersten  Punkt   eines   entfernten 


Fig.  161. 

Objektes  imter  der  Neigung  a  eindringt.  Der  Hauptstrskhl  des  Bündels 
cd  gehe  durch  den  Mittelpunkt  der  ersten  Linse.  Bei  dem  Durch- 
gange durch  das  System  kann  nun  das  Bündel  mannigfach  seine  Ge- 
stalt verändern,  indem  es  bald  konvergent,  bald  divergent  wird. 
Immer  aber  behalt  der  Hauptstrahl  cd  nach  beliebig  vielen  Brechungen 
im  Bündel  eine  ausgezeiclmete  Eigenschaft,  nämlich  die,  dafs  er,  um 
unter  einem  Bilde  der  Mechanik  zu  sprechen,  durch  die  reelle  oder 
virtuelle  Spitze  des  jeweiligen  Bündels  und  durch  den  Schwerpunkt 
desselben  geht.  Legen  wir  also  in  der  Ebene  des  Papiers  eine  Senk- 
rechte zur  Achse,  so  schneidet  diese  die  beiden  äufsersten  Strahlen 
in  Punkten,  die  von  dem  Schnittpunkt  dieser  Senkrechten  mit  dem 
Hauptstrahl  gleichen  Abstand  haben,    (So  ist  in  der  Figur  |) j  =  ^9') 
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Nach  dem  Durchgang  durch  das  System  konvergieren  schliefslich  alle 
Strahlen  nach  einem,  wie  wir  annehmen  wollen^  reellen  Brennpunkt  k. 

Die  Gerade  AB  stelle  die  letzte  Linse  dar.  Von  dieser  geht  das 
Bündel  imTc  aus  mit  dem  Hauptstrahl  Ih,  Verlängern  wir  nun  die 
drei  Strecken  ih^  mk,  Ik  rückwärts,  bis  Ik  die  optische  Achse  in  q 
schneidet,  und  errichtet  man  in  q  ein  Lot,  welches  die  beiden  andern 
Terlangerten  Strecken  in  p  und  r  schneidet,  so  ist  also  il  ^=  Im  und 
pq  =  qr,  ^ 

Die  Öfißaungen  aller  Linsen  des  Systems  nehmen  wir  zunächst 
als  so  grofs  an,  dafs  sie  den  Gang  des  betrachteten  Bündels  nicht 
stören.  Stellen  wir  uns  vor,  pqr  wäre  die  Öffnung  einer  Linse,  so 
hat  das  Bündel  prk  wieder  dieselbe  Eigenschaft,  wie  in  dem  Falle  des 
einfachen  holländischen  Femrohrs,  also  wie  im  Falle  des  Vorhanden- 
seins einer  einzigen  dünnen  Linse.  Der  Hauptstrahl  geht  wieder  durch 
die  Mitte  dieses  substituierten  Objektives  und  bildet  mit  der  optischen 
Achse  den  Winkel  Ä;gs*)  =  y.  Femer  setzen  wir  qs  =  Fq  und  die 
Gröfse  des  Bildes  ks  =  z^.  Wie  grofs  der  Winkel  y  ist,  Mngt  natür- 
Uch  von  dem  Winkel  a  des  einfallenden  Bündels  und  von  den  Brenn- 
weiten und  Entfernungen  der  vorhandenen  Linsen  ab.  Wir  wollen 
setzen: 
(3)  y^Na,  ^ 

wo  N  eine  Ton  den  Eonstanten  des  Systems  abhängige  Orölse  ist, 
die  fibereinstimmt  mit  dem  EonTergenzverhältnis  in  den  Punld«n  d 
und  g.     Dann  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Figur: 

Berücksichtigt  man  Gleichung  (1),  so  erhält  man: 

(4)  F« = i, 

wo  ^  die  Hauptbrennweite  des  Systems  ist. 

Wir  haben  jetzt  den  allgemeinen  Fall  auf  den  Fall  des  einfachen 
holländischen  Femrohrs  zurückgeführt,  indem  wir  die  fingierte  Objektiv- 
ö£&iung  pr  für  das  ganze  System  substituieren. 

Verwandeln  wir  nun  durch  ein  negatives  Okular  von  der  Brenn- 
weite f  das  konvergente  Bündel  ikm  wieder  in  ein  paralleles,  so 
werden  wir  unmittelbar  die  Formeln  von  §  223  anwenden  können,  in- 
dem wir  den  darin  vorkommenden  Gröfsen  nur  die  neue,  erweiterte  Be- 
deutung für  das  jetzige  System  beilegen.  Die  Gerade  CDE  stelle 
das  negative  Okular  dar,  iwmt  das  parallele  Bündel,  welches  aus  dem 
früheren  konvergenten  Bündel  entstanden  ist. 

Nach  Formel  (10)  S.  276  können  wir  nun  zunächst  die  Entfemung 

1)  Wo  8  der  Fnfspankt  des  auf  die  optische  Achse  von  A*  aus  gefällten 
Lotes  ist. 
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X  bestimmen,  in  welcher  sämtliche  vom  Okular  ausgehenden  parallelen 
Bündel  nach  rückwärts  verlängert  sich  schneiden,  d.  h.  die  Entfernung 
der  Austrittspupille,  indem  also  ¥  durch  F^  ersetzt  wird. 
Man  findet: 

^-(n-n^;-(|-/-)^'-(i-^i)f. 

Der  Quotient  aus  Brennweite  des  Objektiysystems  zur  Okular- 
brennweite  ist  aber  in  jedem  Fernrohr  gleich  der  Vergröfserung  v  (nach 
§  226).     Also  hat  man: 

(5)  r  =  | 
und  die  letzte  Formel  ergiebt: 

(6)  «  =  (1-t)/"- 

Den  Radius  der  Austrittspupille  kann  man  nun  ebenfalls  leicht 
finden,  wenn  man  beobachtet,  dafs  nach  §  226  Formel  (19)  der  Quo- 
tient aus  der  Objektivöffiiung  und  der  Austrittspupille  die  Ver- 
gröfserung ergiebt.  Nennt  man  p  den  Radius  der  Objektivöfinung, 
p'  den  der  Austrittspupille,  so  ist  also: 

(7)  l>'  =  f- 

Bezeichnet  man  nan  noch  die  Entfernung  der  Augenpupille  yom 
Augenglase,  wie  in  §223,  mit  %  und  den  Radius  der  menschlichen 
Pupille  mit  p^y  so  kann  man  die  Formeln  für  das  Gesichtsfeld  hin- 
schreiben. 

Man  findet  genau  entsprechend  dem  in  §  222  und  223  angestellten 
Gedankengange  (gemäfs  Formel  14) 

und  analoge  Ausdrücke  für  tg  ^  und  tg  St^. 

Für  i\r  =  1  geht  die  letzte  Formel  ersichtlich  in  die  Formel  für 
das  einfache  holländische  Femrohr  aus  zwei  dünnen  Linsen  über. 

Die  Gröfse  N  —  das  Konvergenzverhältnis  in  den  Pupillen  des 
Objektivsystems  —  mufs  also  gröfser  als  die  Einheit  und  positiT 
sein,  damit  das  hier  in  Frage  kommende  Instrument  ein  gröfseres 
Gesichtsfeld  hat,  als  das  einfache  holländische  Femrohr  mit  der- 
selben ObjektivöfFhung,  derselben  Okularbrennweite  und  derselben  Ver- 
gröfserung. Setzt  man  j)  =  2,ocm,  /'=4cm  und  wählt  vierfache 
Vergröfserung,  so  kann  man  als  Objektivsystem  z.  B.  eine  Kombination 
einer  vorderen  positiven  Linse  von  10  cm  und  einer  hinteren  negativen 
Linse  von  8  cm  Brennweite  im  Abstände  c  =  7  cm  von  einander 
wählen  \md  gewinnt  dadurch  etwa  4^20'  an  scheinbarem  Gesichtsfeld. 
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Ist  f^  die  Brennweite    der  Negativlinse,   so    ergiebt   sich   in    diesem 
FaUe  JV^  =  1  +  ^  =  l%.i) 

B.  Das  Femrohrobjektiv. 

228.  Methode  von  Enler  und  Klügel  znr  Berechnung  von  Fernrohr- 
objektiven. 1.  Formeln  für  zwei  dünne  Linsen  im  Abstände  e.  Auf 
einer  Achse  centriert  seien  die  beiden  dünnen  Linsen  bei  S^  und  S^, 
deren  Entfernung  von  einander  S^S^  =  e^  sei.    P^  sei  ein  leuchtender 


«1 


Pi 


Si  h a. 


Fig.  168. 


S,  6. 


P, 


Punkt;  dessen  Bild  nach  der  Brechung  durch  die  erste  Linse  in  P^ 
sich  befindet.     Punkt  P^  wird  durch  die  Linse  S^  in  Pj  abgebildet. 
Nach  den  von  uns  eingeführten  Bezeichnungen  ist  (Fig.  162): 

wo  fi  und  f^  die  Brennweiten  der  Linsen  8^  und  8^  sind. 

Nennt  man  die  Radien  der  ersten  Linse  r^  und  r^^  und  die 
der  zweiten  r^  und  r^,  wo  die  Zählung  im  Sinne  des  einfallenden 
Lichtes  geschieht,  so  ist  noch 

wo  Wi  und  Wj  die  Brechungsexponenten  der  ersten  und  zweiten  Linse 
sind.  Es  wird  dabei  angenommen,  dafs  alle  Flächen  dem  ankommen- 
den Lichte  die  konvexe  Seite  zuwenden. 

2.  Formeln  für  ein  Objektiv  aus  zwei  dünnen  Linsen,  deren  Ent- 
fernung von  einander  vernachlässigt  wird. 

Setzen  wir  e^  =  0,  so   wird   b^  =  —  a^]  ist  femer  a^  =  oo,  so 

hat  man:  ,  ^ 

Oi  =  —  a,  =  /, 

b,  =  F, 
wo  gegeben  ist:  i        i        i 

als  Brennweite  des  Doppelobjektivs. 

?.  Bedingung  für  Achromasie. 

Damit  die  beiden  Linsen  ein  achromatisches  System  bilden,  hat 
man  nach  gemäfs  §  168 

1)  Vergl.  A.  Gleichen:  „Der  Mechanikei-**,  Berlin,  Dezemberheft  1898,  wo 
mehrere  numerische  Beispiele  angegeben  und  auch  die  notwendigen  Offnungen 
der  Zwischensysteme  berechnet  sind. 
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_  f(*i— "t) 


4.  Bedingung  fiir  die  Aufhebung  der  sphärischen  AberratioiL 
Nach  Formel  (27)  S.  122  ist,  wenn  man  a^  =  oo,  /^^  =  fe^  ==  —  Oj 


setzt; 


W 


f. 


0  =  /i,L,  +  /i,J|.(L.JJ^-co4). 


Die^Gröfsen  L^  und  L^  sind  zu  bestimmen,  da  von  ihnen  die 
schliefslichen  Radien  abhängen.  Die  Gröfäen  fi,  o,  p,  (f,  r  hängen  nach 
Gleichung  (19)  S.  119  nur  von  den  Brechungsexponenten  ab;  sie  werden 
mit  dem  Index  1  resp.  2  yersehen,  wenn  sie  sich  auf  die  erste  resp. 
zweite  Linse  beziehen. 

Für  alle  Linsen  aus  demselben  Material  haben  auch  die  Groben 
ft,  (D,  p,  6y  X  dieselben  Werte. 

5.  lUdien  im  allgemeinen  Falle. 

Für  das  allgemeine,  unter  (1)  dargestellte  System  findet  man 
nach  Gleichung  (20)  S.  119  die  Radien,  sobald  Ly^  und  L^  bestimmt  sind: 


_JL  =  ?i.  4- 5l  IE  !lV^V:iJ: 


^+^+ 


u 


für  die  erste  Linse, 


i.  =  ?«-  -L  ?«  -4-  ^t  VA  —  ^ 


_  L  _  ?«.  a-  ?«  in  5 


,i^sr=^ 


für  die  zweite  Linse. 


4  "t  •*!  '/t 

6.    Für    den   Fall    eines    Doppelobjektivs    von    verschwindender 
Dicke  wird: 


_i  =  ?L  m  !i  V/^i — 


fx 


+ 


/; 


für  die  erste  Linse, 


.V^-i 


-  i  _?«_?«  IE  !»_V^« 

>4     F -?;■+■""  /. 


für  die  zweite  Linse. 


7.  Wahl  der  Glassorten.  Die  erste  Linse  sei  aus  Crownglas 
(relativ  kleines  n  und  grofses  v),  die  zweite  aus  Flint  (relativ  grofses 
n  und  kleines  v). 
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8*  Zahlenbeispiel.  . 
Es  sei: 

ttj  =  1,53,        Vj  =  60.   Entspricht  annähernd  den  Glassorten  0. 138 
tt  s=  1 58         1/  :=»  45.  ^^^  0,154  des  Jenaer  Katalogs. 

Dann  ist  nach  (3)  (Seite  288  oben): 

(60  —  46)         F 


fi  =  F 


60  4 


/  —       *^  F_        F 
/« 46^~— T 

A__l  A—  ^ 

ft~        * '  F~\' 

Formel  (4)  wird: 

0  =  ^1^1—  ^,  4  (i6  ^  ~  ^«  i) 

oder:  4^  X^  „  1.  r   _  ?^ 

Sfij  16  '^         4 

L^  kann  man  beliebig  annehmen;  es  giebt  eben  unendlich  viele  Formen 
von  Doppelobjektiyen,  die  bei  gegebener  Brennweite  sphärisch  und 
chromatisch  korrigiert  sind 

Wir  wollen  L^  dadurch  bestimmen,  dafs  wir  die  Grownlinse 
gleichseitig  annehmen,  sie  also  möglichst  flache  Bögen  bekommt. 
Dann  haben  wir  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  6  S.  288  zu  setzen: 
r^  =  —  r,  und  erhalten  durch  Subtraktion: 

Nun  war  nach  19.  (Seite  119): 

__       2n«  +  n  — 4  — n+2n» 4(n'  — 1) 

^i        9^~  N  ""  2(n  — l)(n  +  2) 

und 

Setzt  man  n  =  n^  =  1,53,  so  folgt  hieraus  L^  =  1,60006. 
Es  war  nun  weiter  allgemein: 

n(4n-l) 
f*—  8(n— l)»(«  +  2)' 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  n=sn^  =  1,53  und  n  =  n^  =  1,58, 
so  erlullt  man  /i^  und  /ig  und  daraus  den  Ausdruck 

^^  =  2,4148. 
Aus  Gi  =  —^4"  folgt  für  n  =  n^  =  1,58:  -^^  =  0,0632. 

Gleichen,  optische  Abbildnngslehre.  19 
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Demnach  ergiebt  sich:  Xj  =  y  (2,4148  +  0,0632)  =  4,4053. 
^""'^-2^^^^)  ^""^  ^  n  =  n,  =  l,58:  p,  =  0,1414 

™^  ^^«  ^  =  2(^)M:-2)  filrn  =  n,  =  1,58,  0,  ^  1,5827. 

Femer  ist: 

n^in  — 1 

^  —  2(n— l)(n+2)' 

Für  w  =  Wj  =  1,58  findet  man: 

Tg  =  0,8775. 
Aus  ig  =  4,4053  folgt  weiter 


]/4  —  1  =  >/3,4053  =  1,8453. 

Um  die  Radien  zu  berechnen,  woUen  wir  jF  =  1  setzen  und  erhalten 
f  —  ^ 

Da  nun  die  erste  Linse  gleichseitig  angenommen  ist,  hat  man 
i  =  (wj  —  l)|-;also:ri  =  2/'(«i  —  l)  =  2  —0,53  =  0,265  =— r,. 

Die  Radien  der  Flintlinse  ergeben  sich  aus  den  beiden  letzten  Glei- 
chungen (6)  (Seite  288  unten).     Zunächst  ist: 


r,  yi,- 

-  1  —  1,6194 

Wegen  /i  -• 

-=  4  und  /i  — 

-  -^  hat  man  nun: 

1 

=  -4p, 

+  tf,  +  1,6194.3 

=      0,5656  +  1,5827  +  4^8582, 

1 

—  1,0171 

+  4,8582. 

Analog  ergiebt 

s 

sich 

1 

—  0,1414 

6,3308  +  4,8582 

-=  —  6,1894  +  4,8582. 

Zuerst  nehmen  wir  die  oberen  Vorzeichen  und  finden: 

r,  = 0,2603 

r^  =;=       0,7511. 

Nimmt  man  die  unteren  Vorzeichen,  so  wird 

fg  =  0,1702 

r^  =  0,0905. 

Das  letztere  Radiensystem  mufs  als  ungünstig  bezeichnet  werden, 
da  es  sehr  starke  Krümmungen  aufweist.  Das  erstere  entspricht  einer 
bikoncayen  Flintlinse. 
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229.  Verschiedene  (ältere)  Yorschläge  ftber  die  vierte  zu  er- 
fallende  Bedingung  bei  einem  Doppelobjektiv.  Wir  haben  oben 
über  die  Gröfse  L^  so  verfügt^  dafs  die  erste  Linse  gleichseitig  wurde^ 
d.  h.  wir  haben  r^  =*=  —  r^  gesetzt,  man  kann  aber  auch  andere  An- 
nahmen Qber  L^  machen^  z.B.: 

1.  r^ :  rj  oder  r^i  —  r^  soll  eine  gegebene  Zahl  sein.  Dann  er- 
hält man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (6)  den  Wert  von  L^. 

2.  Es  werde  L^  =  1  gesetzt,  d.  h.  die  vordere  Linse  soll  die  ge- 
ringste Abweichung  wegen  der  Kugelgestalt  haben. 

3.  Der  zweite  und  dritte  Radius  sollen  gleich  werden,  damit  die 
Linsen  mit  den  zugewandten  Flächen  yerkittet  werden  können.  Dann 
setze  man  in  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (6)  r^  =  r^ 
imd  eliminiere  durch  Addition  der  beiden  Gleichimgen  diesen  Radius. 
Darm  erhält  man  eine  quadratische  Gleichung  zwischen  L,  nnd  L,. 
Gleichung  (4)  liefert  femer  eine  lineare  Beziehung  zwischen  L^  und 
L^y  so  dals  also  diese  Grofsen  und  dann  auch  r^  und  r^  aus  den 
Gleichungen  (6)  bestimmt  werden  können.  (Diese  Bedingung  ist  yon 
Clairaut  zuerst  in  Vorschlag  gebracht.) 

4.  D'Alembert  schlagt  in  seinen  Opuscules,  tome  lU,  yor,  noch 
die  Bedingung  hinzuzunehmen,  dafs  die  sphärische  Abweichung  für  ver- 
schiedene Farben  gehoben  werde.  Denke  ich  mir  die  sphärische  Ab- 
weichung in  der  Form 

so  müfste  also  zugleich  JT  =  0  und  dK  ==  0  sein.    Letztere  Gleichung 
führt  sofort  auf  die  Bedingung 

oder: 

(wi  - 1)  ff  ^»  +  If  (%  - 1)  ^1  =?  0. 

Ausführliche  Berechnungen  nach  dieser  Formel  scheinen  bisher  nicht 
ausgeführt  zu  sein. 

5.  J.  F.  W.  Herschel  hat  die  Objektive  der  Bedingung  unter- 
worfen, dafs  nicht  nur  für  unendlich  ferne  Objekte,  sondern  auch  für 
nähere  die  sphärische  Aberration  aufgehoben  werde.  Da  Herschel 
selbst  und  auch  Barlow  (Edinburgh  Philos.  Joum.  April  1826)  nach 
dieser  Methode  Tabellen  von  Objektiven  berechnet  haben,  so  wollen 
wir  uns  hiermit  etwas  näher  beschäftigen. 

230.  Herschels  Methode  und  Tabelle.  Wenn  man  in  die  Formel 
(24)  Seite  121  etwa  nach  (14)  oder  (15)  die  Werte  für  R^  und  R^ 
einsetzt,  ohne  vorher,  wie  wir  es  thaten,  a^  =  oo  zu  setzen,  so  er- 
hält man  die  Aberration  des  Doppelobjektivs  für  einen  durch  die 
Entfernung    a^    bestimmten    leuchtenden    Punkt.      Man    erhält,    wie 

19* 
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Herschel  zeigt  (j,Yom  Licht",  übers,  von  J.  C.  E.  Schmidt,  Stuttgart 
u.  Tübingen  1831)  einen  Ausdnick: 


^j.  =  ^(z+ri  +  z^), 


WO  X,  T  und  Z  nur  Yon  den  Radien  und  Brechungsexponenten  ab- 
hangen, indem  die  Entfernung  der  Linsen  von  einander  yemachlassigt 

wird.    Da  für  Objektive  a^  immer  sehr  grofs  ist,  könnte  man  —  und 

—i  der  Null  gleich  setzen  und  hätte  dann,  wie  früher,  die  Bedingung 

X  =  0.  Ist  jedoch,  wie  es  bei  der  Betrachtung  terrestrischer  Ob- 
jekte eintreten  kann,  a^  nicht  auJäerordentlich  grofs,  so  könnte  sich 

die  Wirkung  der  Glieder  T —  und  Z—^  bemerkbar  machen,  die  des 

letztem  allerdings  nur  sehr  schwach,  wegen  der  zweiten  Potenz  von 
a^^.  Um  also  diesen  Einfluls  wenigstens  zum  gröfsten  Teil  zu  zer- 
stören, setzt  er  aufser  X  =  0  auch  noch  F=  0,  womit  die  Objektiv- 
form dann  vollständig  bestimmt  ist. 

Da  wir  oben  den  Weg  zur  Berechnung  sphärisch  und  chromatisch 
korrigierter  Objektive  angegeben  haben,  gehen  wir  hier  auf  die  Details 
der  HerscheFschen  Berechnung  nicht  weiter  ein  und  geben  nur  die 
wichtigsten  Resultate. 

I.  Für  kleinere  Objektive  (etwa  bis  3  cm  Ö£&iung)  genau  ge- 
nug ist: 

ri  =  0,672  F 

r^=-  — 1,422?; 

wo  F  die  Brennweite  des  zusammengesetzten  Objektivs  ist  und  die 
vordere  positive  Linse  aus  Crown,  die  hintere  aus  Mint  bestehen 
mufs.  Die  beiden  inneren  Radien  r^  und  r^  müssen  berechnet  werden 
aus  der  Bedingung,  dafs  die  Kombination  achromatisch  ist. 

Wir  wollen  nach  diesem  Rezept  ein  Objektiv  von  der  Brenn- 
weite F=  1  berechnen.     Sei  n^  =  1,5,  v^  =  60;  w,  =  1,6,  v,  =  45, 

so  ist  /i  =   ^  ~"^*  =  T ,  /«  =  ^'~"^'  =  —  -5-  und  för  die  Radien  hat 

man  die  Gleichungen: 


oder: 


(«.-')(i-i)-s 


rg  =  —  0,1535 

r3=  — 0,175. 

IL  Wir   geben    im  folgenden   die   von  Barlow  erweiterte  Tafel 
für  Femrohrobjektive    nach   der   Herschel'schen   Methode.     Die  An- 
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gaben  derselben  haben  eine  gewisse  Berühmtlieit  erlangt^  weil  sie  mit 
den  Fraunhoferschen  Objektivformen  nahe  übereinstimmend  sich  er- 
wiesen haben. 

Während  das  von  uns  eben  (§  228)  berechnete  Objektiv  aus  einer 
vorderen  (dem  einfallenden  Licht  zugewandten)  gleichseitigen  Eonvex- 
linse  und  einer  hinteren  bikonkaven  Flintlinse  besteht,  zeigt  der 
Herschel'sche  Typus  als  Yorderlinse  eine  ungleichseitige  Bikonvex- 
linse,  deren  schwächere  Krümmung  dem  Objekt  zugewandt  ist,  während 
die  Negativlinse  Meniskusform  hat,  wobei  die  vierte  Fläche  ihre  kon- 
vexe Seite  vom  Objekt  abwendet,  wie  dies 
Fig.  163  darsteUt.    Dabei  ergeben  sich  die 

Krümmungen  der  zweiten  und  dritten  Fläche  ^ 

immer  sehr  nahe  gleich.     Ahnlich  wie  im    

Falle  I.  giebt  die  Tabelle  den  ersten  und 
vierten  Radius,  während  die  mittleren  Ra- 
dien  aus   der   Bedingung    ftlr   die   Achro- 
masie bestimmt  werden.     Die  Tabelle  ist  ^*8'  *•*• 
zunächst  für  die  Exponenten  Crown  1,542 

und  Flint  1,585  gerechnet,  Glassorten  die  dem  Zinkcrown  (0.  546) 
p^  =  60,2  (Jena)  und  dem  gewöhnlichen  Leichtflint  (0.  340),  v^  =  41,4 

sehr  nahe  stehen;  Veränderungen  in  dem  Quotienten  ~  (erste  Kolumne 

der  Tabelle)  sind  von  0,550  bis  0,700  berücksichtigt!  Was  den  Ge- 
brauch der  Tabelle  anbetrifft,  so  folgen  wir  hier  der  sehr  übersichir 
liehen  Darstellung  Prechtls^). 

1)  Prechtl:  Praktische  Dioptrik,  Wien  1828. 
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Tafel  von  Herscliel. 
Der  Krümmungshalbmesser   der   ersten   und   vierten  Fläche  des 
Objektivs  für  verschiedene  Zerstreuungsverhältnisse  und  für  den  Brech- 
ungsexponenten des  Crownglases  zu  Wj  =  1,524  und  des  Flintglases 
zu  w,  =  1,585,  mit  den  Korrektionen  für  andere  Brechungsexponenten- 


Zer- 
streuungs- 

Erste  Fläche 

Vierte  Fläch 

e 

verhältnis 

Korrektion 

Korrektion 

Korrektion 

Korrektion 

ÜL 

Radius 

von  n, 

von  n. 

Radius 

von  Hj 

von  «j 

^i 

(Crown) 

(Flint) 

(Crown) 

(Flint) 

0,660 

6,7186 

+  740 

—  0,110 

14,5353 

+  100,80 

—  60,33 

0,661 

6,7182 

+  789 

—  0,100 

14,5308 

+  100,99 

—  50,45 

0,662 

6,7179 

+  737 

—  0,090 

14,5263 

+  101,18 

—  60,58 

0,663 

6,7176 

+  736 

—  0,080 

14,5203 

+  101,87 

—  60,78 

0,66i 

6,7173 

+  734 

—  0,071 

14,5168 

+  101,67 

—  60,83 

0,666 

6,7170 

+  738 

—  0,062 

14,6103 

+  101,77 

—  60,96 

0,666 

6,7167 

+  731 

—  0,062 

14,6058 

+  101,96 

7 

—  61,08 

0,667 

6,7164 

+  730 

—  0,042 

14,5003 

+  102,16 

—  61,21 

0,668 

6,7161 

+  728 

—  0,032 

14,4963 

+  102,84 

—  61,33 

0,669 

6,7168 

+  727 

—  0,023 

14,4905 

+  102,54 

• 

—  61,45 

0,660 

6,7166 

+  726 

—  0,014 

14,4857 

+  102,74 

—  61,68 

0,661 

6,7162 

+  724 

—  0,004 

14,4809 

+  102,98 

9 

—  61,70 

0,662 

6,7149 

+  722 

+  0,006 

14,4761 

+  103,12 

—  61,83 

0,663 

6,7146 

+  721 

+  0,016 

14,4713 

+  103,31 

7 

—  61,95 

0,664 

6,7143 

+  719 

+  0,025 

14,4665 

+  103,61 

• 

—  62,08 

0,666 

6,7140 

+  718 

+  0,084 

14,4617 

+  103,71 

7 

52,20 

0,666 

6,7187 

+  716 

+  0,044 

14,4569 

+  108,90 

—  52,83 

0,667 

6,7186 

+  716 

+  0,054 

14,4521 

+  104,09 

9 

—  52,45 

0,668 

6,7133 

+  713 

+  0,064 

14,4473 

+  104,28 

1 

—  52,68 

0,669 

6,7131 

+  712 

+  0,073 

14,4426 

+  104,48 

? 

—  52,70 

0,670 

6,7129 

+  710 

+  0,082 

14,4377 

+  104,68 

7 

—  62,83 

0,571 

6,7127 

+  709 

+  0,092 

14,4329 

+  104,87 

1 

—  52,96 

0,672 

6,7126 

+  707 

+  0,102 

14,4281 

+  106,06 

—  53,08 

0,673 

6,7123 

+  706 

+  0,112 

14,4238 

+  106,26 

63,20 

0,674 

6,7121 

+  704 

+  0,121 

14,4186 

+  106,44 

7 

—  63,33 

0,676 

6,7119 

+  703 

+  0,130 

14,4187 

+  105,64 

—  63,46 

0,676 

6,7117 

+  701 

+  0,140 

14,4089 

+  105,84 

7 

—  53,68 

0,677 

6,7116 

+  700 

+  0,160 

14,4041 

+  106,08 

58,70 

0,678 

6,7113 

+  698 

+  0,160 

14,3993 

+  106,22 

1 
—  63,83 

0,679 

6,7111 

+  697 

+  0,169 

14,3945 

+  106,41 

1 

—  63,95 

0,680 

6,7109 

+  696 

+  0,178 

14,3897 

+  106,61 

—  54,08 

0,681 

6,7107 

+  696 

+  0,188 

14,3849 

+  100,81   ■ 

1 

—  54,20 

0,682 

6,7105 

+  694 

+  0,198 

15,3801 

+  107,00 

—  54,33 

0,683 

6,7103 

+  693 

+  0,208 

14,3753 

+  107,19 

64,45 

0,684 

6,7101 

+  692 

+  0,217 

14,8705 

+  107.38 

54,58 

1 

2 

3 

4 

ß 

6 

7 

Heivchels  Methode  und  Tabelle. 


296 


Zer- 

Erste  Fläche 

V 

ierte  Fläch 

e 

streunngB- 
verbältnis 

Korrektion 

Korrektion 

Korrektion 

Korrektion 

v% 

Radius 

von  nj 

von  n, 

Radius 

von  »»1 

von  n, 

^x 

I 

(Crown) 

(Flint) 

(Crown) 

(Flint) 

0,685 

6,7099 

+  6,91 

+  0,226 

14,3657 

+  107,58 

—  54,70 

0,686 

6,7097 

+  6,90 

+  0,286 

14,3609 

+  107,78 

—  54,88 

0,687 

6,7096 

+  6.89 

+  0,246 

14,8561 

+  107,97 

—  64,96 

0,688 

6,7098 

+  6,88 

+  0,266 

14,3513 

+  108,16 

55,08 

0,689 

6,7071 

+  6,87 

+  0,266 

14,3465 

+  108,35 

—  56,20 

0,590 

6,7089 

+  6,86 

+  0,274 

14,3417 

+  108,54 

—  55,88 

0,591 

6,7087 

+  6,85 

+  0,284 

14,3369 

+  108,74 

—  55,46 

0,592 

6,7086 

+  6,84 

+  0,294 

14,8321 

+  108,94 

—  55,63 

0,598 

6,7088 

+  6,88 

+  0,804 

14,3273 

+  109,13 

—  55,70 

0,594 

6,7081 

+  6,82 

+  0,313 

14,3225 

+  109,32 

—  55,88 

0,595 

6,7080 

+  6,81 

+  0,322 

14,3177 

+  109,61 

—  55,95 

0,596 

6,7079 

+  6,80 

+  0,382 

14,3129 

+  109,71 

—  66,08 

0,597 

6,7076 

+  6,79 

+  0,342 

14,3081 

+  109,90 

—  56,20 

0,598 

6,7075 

+  6,78 

+  0,352 

14,3033 

+  110,09 

—  56,33 

0,599 

6,7073 

+  6,77 

+  0,361 

14,2986 

+  110,29 

—  56,46 

0,600 

6,7071 

+  6,76 

+  0,370 

^  14,2937 

+  110,49 

—  66,69 

0,601 

6,7069 

+  6,73 

+  0,388 

14,2792 

+  110,60 

—  66,72 

0,602 

6,7078 

+  6,71 

+  0,406 

14,2647 

+  110,71 

—  56,85 

0,603 

6,7077 

+  6,69 

+  0,424 

14,2602 

+  110,83 

—  56,99 

0,604 

6,7086 

+  6,67 

+  0,442 

14,2357 

+  110,94 

—  57,12 

0,605 

6,7091 

+  6,64 

+  0,460 

14,2212 

+  110,05 

—  57,25 

0,606 

6,7096 

+  6,62 

+  0,478 

14,2067 

+  11M7 

—  57,39 

0,607 

6,7101 

+  6,60 

+  0,496 

14,1922 

+  111,28 

—  57,52 

* 

0,608 

6,7106 

+  6,58 

+  0,512 

14,1777 

+  111,39 

—  67,65 

0,609 

6,7111 

+  6,66 

+  0,529 

14,1632 

+  111,51 

67,79 

0,610 

6,7116 

+  6,53 

+  0,546 

14,1487 

+  111,62 

57,92 

0,611 

6,7121 

+  6,51 

+  0,564 

14,1342 

+  111,78 

—  58,05 

0,612 

6,7126 

+  6,49 

+  0,582 

14,1197 

+  111,85 

58,19 

0,613 

6,7181 

+  6,46 

+  0,600 

14,1052 

+  111,96 

—  58,32 

0,614 

6,7186 

+  6,44 

+  0,618 

14,0907 

+  112,07 

—  58,46 

0,616 

6,7141 

+  6,42 

+  0,636 

14,0762 

+  112,19 

68,59 

0.616 

6,7146 

+  6,40 

+  0,664 

14,0617 

+  112,30 

—  58,72 

0,617 

6,7151 

+  6,37 

+  0,671 

14,0472 

+  112,41 

—  58,86 

0,618 

6,7156 

+  6.35 

+  0,688 

14,0327 

+  112,63 

—  68,99 

0,619 

6,7161 

+  6,33 

+  0,706 

14,0182 

+  112,64 

—  59,12 

0,620 

6,7166 

+  6,31 

+  0,722 

14,0037 

+  112,75 

—  69,25 

0,621 

6,7171 

+  6,28 

+  0,740 

13,9892 

+  112,87 

—  59,89 

0,622 

6,7176 

+  6,26 

+  0,768 

13,9747 

+  112,98 

—  59,62 

0,623 

6,7181 

+  6,24 

+  0,776 

18,9602 

+  118,08 

—  69,65 

0,624 

6,7186 

+  6,22 

+  0,794 

13,9457 

+  113,21 

69,79 

0,625 

6,7191 

+  6,19 

+  0,812 

13,9812 

+  113,32 

69,92 

1 

2 

3 

^ 

6 

6 

7 
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Zer- 
streuuugfl- 

Erste  Fläc 

^he 

Vierte  Fl&ch 

e 

verhältniR 

Eoirektion 

Korrektion 

Korrektion 

Korrektion 

^t 

BadiiiR 

von  n, 

von  «j 

Radius 

von  «j 

von  n- 

'^1 

(Crown) 

(Flint) 

(Crown) 

(Flint) 

0,626 

6,7196 

+  6,17 

+  0,830 

13,9167 

+  113,48 

—  60,06 

0,627 

6,7201 

+  6,16 

+  0,847 

13,9022 

+  118,56 

—  60,19 

0,628 

6,7206 

+  6,18 

+  0,864 

13,8877 

+  113,66 

—  60,32 

0,629 

6,7211 

+  6,10 

+  0,881 

13,8733 

+  113,77 

—  60,45 

0,680 

6,7216 

+  6,08 

+  0,898 

13,8589 

+  113,89 

—  60,59 

0,681 

6,7221 

+  6,06 

4-  0,916 

13,8445 

+  114,00 

—  60,72 

0,632 

6,7226 

+  6,04 

+  0,934 

13,8301 

+  114,11 

60,85 

0,638 

6,7231 

+  6,01 

+  0,952 

13,8157 

+  114,28 

—  60,99 

0,684 

6,7236 

+  6,99 

+  0,970 

13,8013 

+  114,34 

—  61,12 

0,635 

6,7241 

+  6,97 

+  0,988 

13,7869 

+  114,45 

—  61,25 

0,686 

6,7246 

+  6,96 

+  1,006 

13,7725 

+  114,57 

—  61,39 

0,637 

6,7251 

+  6,92 

+  1,023 

13,7581 

+  114,68 

—  61,52 

0,638 

6,7256 

+  6,89 

+  1,040 

13,7487 

+  114,79 

—  61,65 

0,689 

6,7261 

+  6,87 

+  1,057 

13,7393 

+  114,91 

—  61,79 

0,640 

6,7266 

+  6,86 

+  1,074 

13,7249 

+  115,02 

—  61,92 

0,641 

6,7271 

+  6,88 

+  1,092 

18,7106 

+  115,13 

—  62,05 

0,642 

6,7276 

+  6,80 

+  1,110 

13,6961 

+  115,25 

—  62,19 

0,643 

6,7281 

+  6,78 

+  1,128 

13,6817 

+  115,36 

62,32 

0,644 

6,7286 

+  6,76 

+  1,146 

18,6673 

+  115,47 

—  62,46 

0,645 

6,7291 

+  6,74 

+  1.164 

18,6429 

+  115,68 

—  62,58 

0,646 

6,7296 

+  6,71 

+  1,182 

18,6285 

+  115,69 

62,71 

0,647 

6,7301 

+  6,69 

+  1,1»9 

13,6141 

+  115,80 

-  62,84 

0,648 

6,7306 

+  6,67 

+  1,216 

18,5997 

+  115,91 

—  62,97 

0,649 

6,7811 

+  6,66 

+  1,228 

13,5858 

+  116,02 

—  68,10 

0,650 

6,7816 

+  6,68 

+  1,25 

13,5709 

+  116,14 

—  68,28 

0,651 

6,7836 

+  6,68 

+  1,29 

13,5457 

+  116,14 

—  68,47 

0,652 

6,7356 

+  6,68 

+  1,82 

18,5205 

+  116,14 

—  68,71 

0,653 

6,7876 

+  M8 

+  1,36 

13,4953 

+  116,14 

68,96 

0,654 

6,7396 

+  6,44 

+  1,89 

13,4701 

+  116,14 

—  64,19 

0,655 

6,7416 

+  6,89 

+  1,48 

18,4449 

+  116,14 

—  64,44 

0,656 

6,7436 

+  6,86 

+  1,46 

13,4197 

+  116,14 

—  64,69 

0,657 

6,7456 

+  6,80 

+  1,50 

13,3945 

+  116,14 

64,94 

0,658 

6,7476 

+  6,26 

+  1,53 

13,3693 

+  116,14 

—  65,19 

0,659 

6,7496 

+  6,21 

+  1,67 

13,3441 

+  116,14 

65,44 

0,660 

6,7516 

+  6,17 

+  1,60 

13,3189 

+  116,14 

—  66,69 

0,661 

6,7536 

+  6,12 

+  1,64 

13,2987 

+  116,14 

—  66,94 

0,662 

6,7556 

+  6,08 

+  1,68 

13,2685 

+  116,14 

—  66,19 

0,663 

6,7576 

+  6,08 

+  i,vi 

18,2438 

+  116,14 

—  66,44 

0,664 

6,7595 

+  4,99 

+  1,74 

13,2185 

+  116,14 

66,79 

0,665 

6,7614 

+  4,95 

+  1,78 

13,1912 

+  116,14 

—  66,94 

0,666 

6,7633 

+  4,90 

+  1,81 

13,1683 

+  116,14 

67,19 

1 

.         2 

8-- 

4 

5 

6 

7 

Herachela  Methode  und  Tabelle. 
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Zer- 

Erste  Fläc 

ihe 

V 

ierte  Fläch 

e 

streaunffs- 

Terhftltnis 

Korrektion 

Korrektion 

Korrektion 

Korrektion 

^t 

Radius 

von  n, 

von  n. 

Radius 

von  «j 

von  ti. 

*'i 

(Crown) 

(Flint) 

(Crown) 

(Flint) 

0,667 

6,7652 

+  4,86 

+  1,86 

13,1433 

+  116,14 

—  67,44 

0,668 

6,7671 

+  4,81 

+  1,89 

13,1183 

+  116,14 

67,69 

0,669 

6,7690 

+  4,77 

+  1,92 

18,0993 

+  116,14 

—  67,94 

0,670 

6,7709 

+  4,72 

+  1,96 

13,0683 

+  116,14 

—  68,19 

0,671 

6,7728 

+  4,68 

+  1,99 

13,0433 

+  116,14 

—  68,44 

0,672 

6,7747 

+  4,63 

+  2,03 

13,0183 

+  116,14 

—  68,69 

0,673 

6,7766 

+  4,69 

+  2,08 

12,9983 

+  116,14 

68,94 

0,674 

6,7786 

+  4,54 

+  2,09 

12,9683 

+  116,14 

—  69,19 

0,676 

6,7804 

+  4,60 

+  2,13 

12,9481 

+  116,14 

—  69,44 

0,676 

6,7828 

+  4,46 

+  2,17 

12,9179 

+  116,14 

—  69,69 

0,677 

6,7842 

+  4,41 

+  2,21 

12,8928 

+  116,14 

—  69,94 

0,678 

6,7861 

+  4,36 

+  2,26 

12,8677 

+  116,14 

—  70,19 

0,679 

6,7880 

+  4,82 

+  2,29 

12,8426 

+  116,14 

—  70,44 

0,680 

6,7899 

+  4,27 

+  2,33 

12,8176 

+  116,14 

70,69 

0,681 

6,7918 

+  4,23 

+  2,37 

12,7924 

+  116,14 

—  70,94 

0,682 

6,7937 

+  4,18 

+  2,41 

12,7673 

+  116,14 

71,19 

0,688 

6,7966 

+  4,14 

+  2,46 

12,7423 

+  116,14 

—  71,44 

0,684 

6,7976 

+  4,09 

+  2,49 

12,7171 

+  116,14 

—  71,69 

0,686 

6,7994 

+  4,06 

+  2,63 

12,6920 

+  116,14 

—  71,94 

0,686 

6,8018 

+  4,00 

+  2,67 

12,6669 

+  116,14 

—  72,19 

0,687 

6,8032 

+  3,96 

+  2,61 

12,6418 

+  116,14 

—  72,44 

0,688 

6,8061 

+  3,91 

+  2,66 

12,6167 

+  116,14 

—  72,69 

0,689 

6,8070 

+  3,87 

+  2,70 

12,5916 

+  116,14 

—  72,94 

0,690 

6,8089 

+  8,82 

+  2,74 

12,5665 

+  116,14 

—  73,19 

0,691 

6,8108 

+  3,78 

+  2,78 

12,6414 

+  116,14 

—  73,44 

0,692 

6,8127 

+  3,73 

+  2,82 

12,5163 

+  116,14 

73,69 

0,693 

6,8146 

+  3,69 

+  2,86 

12,4912 

+  116,14 

73,94 

0,694 

6,8166 

+  3,64 

+  2,90 

12,4661 

+  116,14 

74,19 

0,696 

6,8184 

+  3,60 

+  2,94 

12,4410 

+  116,14 

—  74,44 

0,696 

6,8203 

+  3,66 

+  2,98 

12,4159 

+  116,14 

—  74,69 

0,697 

6,8222 

+  3,51 

+  3,02 

12,3908 

+  116,14 

—  74,94 

0,698 

6,8241 

+  3,46 

+  3,06 

12,3651 

+  116,14 

—  75,19 

0,699 

6,8260 

+  3,41 

+  3,09 

12,3406 

+  116,14 

76,44 

0,700 

6,8279 

+  3,35 

+  3,12 

12,3154 

+  116,14 

—  76,70 

1 

2 

8 

4 

6 

6 

7 

Ist  der  Brechtuigsexponent  der  beiden  Gläser  jener  in  der  Tafel 
angenommene,  nämlich  för  Crown  =  1,524  und  fiir  Flint  1,585,  so 
giebt  die  Tafel  far  das  yorhandene  Zerstreuungsverhaltnis  unmittelbar 
die  Halbmesser  der  ersten  und  vierten  Fläche.  Haben  dagegen  die 
beiden  Linsen,   aus  denen  das  Objektiy   bestehen  soll,   nicht   genau 
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jene  beiden  BrechiingsindiceS;  so  müssen  die  in  der  Tafel  angegebenen 
Radien  auf  folgende  Art  korrigiert  werden,  und  zwar 

A.  für  die  Crownlinse: 

1)  Man  ziehe  von  dem  gegebenen  Exponenten  der  Crownlinse 
den  Exponenten  der  Tafel  1,524  ab,  und  multipliziere  diese  Differenz 
(die  das  Zeichen  -|-  oder  —  erhält,  je  nachdem  der  gegebene  Ex- 
ponent gröfser  oder  kleiner  als  der  Exponent  der  Tafel  ist)  mit  der 
Korrektionszahl  in  der  dritten  Kolumne,  die  dem  in  der  ersten  Kolumne 

angegebenen  Zerstreuungsverhältnis  —  entspricht. 

2)  Hierauf  zieht  man  von  dem  gegebenen  Exponenten  der  Flint- 
linse  jenen  der  Tafel  1,586  ab  und  multipliziert  nüt  dieser  Differenz, 
welche  wie  vorher  positiv  oder  negativ  wird,  die  Korrektionszahl  der 
vierten  Kolumne. 

3)  Dann  addiert  man  beide  Produkte,  wenn  sie  gleiche  Zeichen 
haben,  oder  man  subtrahiert  sie  bei  entgegengesetzten  Zeichen. 

4)  Es  wird  diese  Summe  oder  Differenz  zu  dem  in  der  zweiten 
Kolumne  der  Tafel  gefundenen  Radius  addiert  oder  subtrahiert,  je 
nachdem  das  Zeichen  +  <^der  —  vorhanden  ist,  so  ist  diese  Summe 
oder  Differenz  der  korrigierte  Halbmesser  für  die  erste  Flache  der 
Crownlinse. 

B.  Plintlinse. 

Für  die  Flintlinse  verfährt  man  auf  genau  dieselbe  Weise  mit 
Anwendung  auf  die  5.,  6.,  7.  Kolumne.  Es  wird  nämlich  die  in  1) 
gefundene  Differenz  mit  der  Korrektionszahl  in  der  6.  Kolunme  mul- 
tipliziert, ebenso  die  in  2)  gefundene  Differenz  mit  der  Korrektions- 
zahl in  der  7.  Kolumne  multipliziert,  dann  wie  in  3)  beide  Produkte 
addiert  oder  subtrahiert,  endlich  wie  in  4)  diese  Summe  oder  Differenz 
zu  dem  in  der  5.  Kolumne  der  Tafel  gefundenen  Halbmesser  addiert  oder 
subtrahiert,  so  giebt  diese  Summe  oder  Differenz  den  Halbmesser  der 
vierten  Fläche  des  Objektivs  oder  der  zweiten  Fläche  der  Flintlmse. 
Die  erhaltenen  Radien  setzen  eine  Brennweite  ^^  10  des  Doppelobjektivs 
voraus.     Oemäfs  Fig.  163  ist  r^  negativ  zu  nehmen. 

Beispiel. 
Sei  n^  =  1,528 

n^  =  1,601 

^  =  0,683. 

Zunächst  findet  man  in  der  3.  und  4.  Kolumne  für   den  Wert 

-*  =  0,683  die  beiden  Korrektionsglieder  4,14  und  2,45,  so  dafs  man 

für  den  ersten  Radius  hat: 

r,  =  (ni  —  1,524)  4,14  +  (w,  — 1,585)  2,45  +  6,7956 

ri  =  6,8614. 
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Sodann  findet  man  in  der  6.  und  7.  Kolumne  fOr  dasselbe  Verhältnis 
von  ~  die  Korrektionsglieder  116,14  und  —  71,44.    Demnach  wird: 

r^=  —  (wi  —  1,524)  116,14  —  (n,  —  1,585)  71,44  +  12,7423 

und  man  findet: 

r^=  — 12,0648. 

Aus  der  Bedingung  fiir  die  Achromasie  berechne  man  nun  zu- 
nächst die  Einzelbrennweiten  f^  und  f^.    Man  hat  für  F=  10 

/i  =  ^^i-:^  .  10,  /;  =  _  (AzL?i) .  10, 

also  wegen  —  =  0,683;        /i  =  3,17,        /i  =  —  4,641. 
Nun  ist  femer: 

Wegen  Wi=  1,528  und  w,  — 1,601  ergiebt  sich  hieraus: 

r,  —  —  2,215 
und  r^  =  —  2,2655. 

Diyidiert  man  sämtliche  Radien  durch  10,  so  hat  man  ihre  Werte 
far  die  Brennweite  1  des  Doppelobjektiys.  Soll  das  letztere  die  Brenn- 
weite F  haben,  so  sind  die  mit  10  dividierten  Radien  noch  mit  F  zu 
multiplizieren. 

231.  Berechnungen  von  Llttrow  nebst  Tabelle.  In  der  im  Jahre 
1830  erschienenen  Dioptrik  hat  J.  J.  Littrow  die  Rechnungen  Eulers, 
Klügeis,  Herschels  einer  eingehenden  Kritik  unterzogen.  Er  wurde 
dabei  zu  einer  neuen  Berechnung  von  Objektiven  geföhrt,  für  die  er 
eine  f&r  den  Gebrauch  sehr  bequeme  Tabelle  angiebt.  Im  allgemeinen 
schliefst  er  sich  dabei  der  Klügeischen  Methode  an,  indem  er  die  erste 
(dem  ankommenden  Licht  zugewandte 
Crownglaslinse)  gleichseitig  annimmt.  Bei 
seinen  Bemühungen,  die  Aufhebung  der  ^ 

sphärischen  Aberrationen   nicht   nur   in 
dem  bisher  immer  vorausgesetzten  Grade,  ^  i^^, 

sondern  ganz  streng  für  endliche  Öff- 
nungen zu  heben,  wird  er  zu  der  in  nebenstehender  Fig.  164  ange- 
deuteten Objektivform  geführt,  wobei  er  die  Brennweite  der  ersten 
Linse  als  Einheit  annimmt. 

Die  Radien  der  Figur  werden  hier  alle  als  „positiv'^  in  Rechnung 
gezogen  (abweichend  von  unserer  sonstigen  Annahme). 

Die  beigefügte  Tabelle  der  Littrow'schen  Berechnungen  zeif ällt 
in  zwei  Gruppen,  von  denen  die  erste  die  Köpfe 
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% 


n,-l 


A,  B,  C, 


die  zweite  die  Köpfe  n^;     ^i=^2>     ^;  ^j  ^  trägt. 

Für  zwei  gegebene  Glassorten  n^  und  n^  berechne  man  nun  zunächst 


7t  = 


t4,-l 


.^1    n,  — 1 

Da  nun  die  erste  Linse  gleichseitig  und  vom  Brechungsexponenten 
n^  ist,  so  hat  man  sofort 

^l=^2  =  2(Wi—  1). 

Den  Wert  fiir  r^  =  r^  kann  man  aber  auch  direkt  aus  der  zweiten 
Tabelle  entnehmen. 

Mit  dem  berechneten  Wert  von  7t  gehe  man  in  die  erste  Tafel 
und  entnehme  die  zugehörigen  Werte  von  Ä,  JB,  C.    Dann  ist 

r,  =  ^  +  (»1  —  1,50)  B  4-  (w,  —  1,60)  a 

Der  vierte  Radius  ist  bestimmt  durch 

-  =  M-  7t 

und  die  Brennweite  y  des  ganzen  Objektivs  durch  —=N — (n^ —  1)  Jf-3t; 

X  schliefsUch  ist  der  Halbmesser  der  Ofi&iung,  indem  für  die  zweite 
Tabelle  n^  als  Zeiger  dient. 


9r 


B 


C 


% 


0,500 
Ol 
02 
08 
04 


1,00278 
1,00286 
1,00300 
1,00813 
1,00827 


1,381 
1,384 
1,887 
1,340 
1,344 


0,628 
0,622 
0,621 
0,620 
0,620 


0,505 
06 
07 
08 
09 

0,610 
11 
12 
13 
14 


1,00340 
1,00354 
1,00367 
1,00881 
1,00394 


1,846 
1,849 
1,852 
1,855 
1,357 


0,619 
0,618 
0,617 
0,616 
0,616 


0,520 
21 
22 
23 
24 

0,525 
26 

27 

28 

•  29 


1,00538 
1,00550 
1,00563 
1,00575 
1,00588 

1,00600 
1,00612 
1,00624 
1,00636 
1,00647 


1,381 
1,382 
1,384 
1,885 
1,887 


0,608 
0,607 
0,606 
0,605 
0,604 


1,889 
1,891 
1,392 
1,898 
1,894 


0,603 
0,603 
0,602 
0,602 
0,601 


1,00408 
1,00421 
1,00434 
1,00447 
1,00461 


1,860 
1,362 
1,365 
1,867 
1,369 


0,615 
0,614 
0,613 
0,612 
0,612 


0,530 
31 
32 
33 
34 


1,00654 
1,00670 
1,00682 
1,00693 
1,00705 


1,396 
1,397 
1,899 
1,400 
1,401 


0,601 
0,600 
0,599 
0,599 
0,598 


0,515 
16 
17 
18 
19 


1,00474 
1,00487 
1,00499 
1,00512 
1,00525 


1,371 

0,611 

0,535 

1,374 

0,610 

36 

1,375 

0,610 

37 

1,377 

0,609 

38 

1,379 

0,608 

39 

1,00716 

1,402 

0,697 

1,00727 

1,403 

0,696 

1,00737 

1,404 

0,596 

1,00748 

1,406 

0,596 

1,00758 

1,407 

0,694 

Berechnung  von  Littrow  nebst  Tabelle. 


301 


% 

A 
1,00768 

B 

1,408 

C 

0,594 

0,680 

A 
1,01081 

B 

1,448 

C 

0,540 

0,666 

41 

1,00778 

1,409 

0,693 

81 

1,01033 

1,449 

0,565 

42 

1,00788 

1,417 

0,692 

82 

1,01036 

1,450 

0,564 

43 

1,00798 

1,411 

0,691 

83 

1,01038 

1,461 

0,563 

44 

1,00808 

1,413 
1,414 

0,591 
0,590 

84 
0,586 

1,01041 

1,452 

0,663 

0,546 

1,00817 

1,01042 

1,453 

0,662 

46 

1,00826 

1,415 

0,689 

86 

1,01044 

1,454 

0,661 

47 

1,00837 

1,416 

0,589 

87 

1,01046 

1,455 

0,661 

48 

1,90844 

1,417 

0,588 

88 

;  1,01047 

1,456 

0,661 

49 

1,00852 

1,418 

0,387 

89 
0,590 

1,01048 

1,467 

0,560 

1,650 

!  1,00861 

1,419 

0,687 

1,01060 

1,459 

0,560 

51 

1,00870 

1,420 

0,685 

91 

1,01050 

1,460 

0,560 

52 

1,00878 

1,421 

0,584 

92 

1,01051 

1,462 

0,569 

53 

1,00886 

1,421 

0,683 

93 

1,01061 

1,463 

0,569 

54 

1,00894 

1,422 

0,582 

94 

1,01062 

1,464 
1,465 

0,558 

0,665 

1,00901 

1,423 

0,681 

0,695 

1,01052 

0,567 

56 

1,00909 

1,424 

0,581 

96 

1,01063 

1,466 

0,557 

67 

1,00916 

1,425 

0,580 

97 

1,01063 

1,467 

0,666 

58 

1,00923 

1,426 

0,580 

98 

1,01062 

1,469 

0,566 

69 

1,00930 

1,427 

0,679 

99 

1,01052 

1,470 

0,565 

0,660 

1,00937 

1,428 

0,579 

0,600 

1,01051 

1,472 

0,655 

61 

1,00943 

1,429 

0,678 

Ol 

1,01060 

1,473 

0,655 

62 

1,00960 

1,430 

0,677 

02 

1,01060 

1,474 

0,554 

63 

1,00956 

1,431 

0,676 

03 

1,01049 

1,476 

0,554 

64 

1,00962 

1,432 

0,676 

04 

1,01047 

1,477 

0,554 

0,565 

1,00967 

1,432 

0,576 

0,605 

1,01046 

1,478 

0,653 

66 

1,00973 

1,433 

0,674 

06 

1,01045 

1,480 

0,653 

67 

1,00978 

1,434 

0,673 

07 

1,01044 

1,482 

0,563 

68 

1,00984 

1,436 

0,572 

08 

1,01042 

1,483 

0,552 

69 

1,00989 

1,436 

0,572 

09 

1,01042 

1,484 

0,662 

0,670 

1,00994 

1,437 

0,572 

0,610 

1,01088 

1,486 

0,662 

71 

1,00998 

1,438 

0,571 

11 

1,01036 

1,487 

0,661 

72 

1,01003 

1,439 

0,570 

12 

1,01034 

1,489 

0,561 

78 

1,01007 

1,440 

0,569 

13 

1,01031 

1,490 

0,560 

74 

7,01011 

1,441 

0,569 

14 

1,01029 

1,492 

0,550 

0,676 

1,01014 

1,441 

0,668 

0,616 

1,01026 

1,493 

0,550 

76 

1,01018 

1,443 

0,567 

16 

1,01024 

1,496 

0,550 

77 

1,01021 

1,444 

0,567 

17 

1,01021 

1,496 

0,549 

78 

1,01026 

1,446 

0,666 

18 

1,01018 

1,498 

0,549 

79 

1,01028 

1,446 

0,666 

19  1 

1,01015 

1,499 

0,649 
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n 

A 

B 

• 

C 

n 

A 

B 

€ 

0,620 

1,01013 

1,501 

0,649 

0,660 

1,00890 

1,544 

0,541 

21 

1,01010 

1,502 

0,549 

61 

1,00888 

1,544 

0,541 

22 

1,01007 

1,503 

0,549 

62 

1,00887 

1,544 

0,541 

2S 

1,01008 

1,504 

0,549 

63 

1,00886 

1,545 

0,541 

24 

1,01000 

1,506 

0,548 

64 

1,00885 

1,546 

0,541 

0,625 

1,00997 

1,508 

0,548 

0,666 

1,00885 

1,546 

0,541 

26 

1,00994 

1,509 

0,548 

66 

1,00884 

1,544 

0,540 

27 

1,00990 

1,610 

0,548 

67 

1,00884 

1,544 

0,540 

28 

1,00987 

1,512 

0,547 

68 

1,00884 

1,544 

0,540 

29 

1,00983 

1,614 

0,547 

69 

1,00885 

1,544 

0,540 

0,630 

1,00980 

1,516 

0,547 

0,670 

1,00885 

1,544 

0,540 

31 

1,00977 

1,516 

0,547 

71 

1,00886 

1,543 

0,540 

82 

1,00974 

1,517 

6,547 

72 

1,00887 

1542 

0,540 

33 

1,00970 

1,518 

0,546 

78 

1,00888 

1,542 

0,541 

34 

1,00966 

1,520 

0,546 

74 

1,00890 

1,541 

0,541 

0,685 

1,00962 

1,521 

0,546 

0,675 

1,00893 

1,540 

0,541 

36 

1,00959 

1,523 

0,546 

76 

1,00894 

1,539 

0,541 

37 

1,00955 

1,524 

0,545 

77 

1,00896 

1,538 

0,541 

38 

1,00952 

1,525 

0,545 

78 

1,00899 

1,637 

0,541 

39 

1,00948 

1,527 

0,545 

79 

1,00902 

1,536 

0,541 

0,640 

1,00945 

1,528 

0,645 

0,680 

1,00906 

1,634 

0,541 

41 

1,00941 

1,629 

0,545 

81 

1,00910 

1,582 

0,541 

42 

1,00938 

1,530 

0,545 

82 

1,00914 

1,531 

0,541 

43 

1,00934 

1,631 

0,545 

83 

1,00919 

1,529 

0,542 

44 

1,00981 

1,632 

0,545 

84 

1,00924 

1,527 

0,542 

0,645 

1,00928 

1,533 

0,544 

0,685 

1,00929 

1,525 

0,542 

46 

1,00925 

1,534 

0,544 

86 

1,00936 

1,523 

0,542 

47 

1,00922 

1,535 

0,544 

87 

1,00941 

1,621 

0,543 

48 

1,00919 

1,536 

0,548 

88 

1,00947 

1,519 

0,543 

49 

1,00916 

1,687 

0,543 

89 

1,00954 

* 

1,516 

0,643 

0,650 

1,00912 

1,688 

0,543 

0,690 

1,00962 

1,513 

1  0,543 

51 

1,00909 

1,539 

0,543 

91 

1,00970 

1,510 

0,543 

52 

1,00906 

1,540 

0,543 

92 

1,00978 

1,507 

0,543 

53 

1,00904 

1,540 

0,343 

93 

1,00987 

1,503 

0,544 

54 

1,00902 
1,00900 

1,541 

0,543 

94 

0,69ö 

1,00997 
1,01007 

1,500 
1,497 

0,544 

0,655 

1,541 

0,542 

0,544 

56 

1,00897 

1,542 

0,542 

96 

1,01017 

1,494 

0,544 

57 

1,00895 

1,642 

0,542 

97 

1,01028 

1,490 

0,545 

58 

1,00893 

1,543 

0,541 

98 

1,01039 

1,487 

0,545 

59 

1,00892 

1,544 

0,541 

99 

1,01051 

1,484 

0,545 

0,700 

1,01068 

1,480 

0,545 

Berechnnng  tob  Littrow  nebst  Tabelle. 


803 


«l 

r,  «r, 

M 

N 

X 

1,500 

1,000 

2,006555 

1,00167 

0,1740 

1,601 

1,002 

2,001548 

1,00166 

0,1744 

1,502 

1,004 

1,997566 

1,00164 

0,1748 

1,508 

1,006 

1,998678 

1,00168 

0,1762 

1,604 

1,008 
1,010 

1,989618 
1,986678 

1,00162 
1,00161 

0,1756 

1,605 

0,1769 

1,506 

1,012 

1,981744 

1,00160 

0,1762 

1,507 

1,014 

1,977830 

1,00169 

0,1766 

1,508 

1,016 

1,973832 

1,00168 

0,1769 

1,509 

1,018 

1,970048 

1,00167 

0,1773  . 

1,510 

1,020 

1,966108 

1,00166 

0,1776 

1,611 

1,022 

1,962328 

1,00166 

0,1780 

1,612 

1,024 

1,958490 

1,00163 

0,1783 

1,518 

1,026 

1,954667 

1,00162 

0,1787 

l,51i 

1,028 

1,960860 

1,00161 

0,1790 

1,516 

1,080 

1,947067 

1,00160 

0,1798 

1,616 

1,082 

1,948288 

1,00169 

0,1794 

1,617 

1,034 

1,939625 

1,00168 

0,1800 

1,518 

1,086 

1,935776 

1,00167 

0,1804 

1,619 

1,088 

1,982041 

1,00166 

0,1807 

1,520 

1,040 

1,928321 

1,00165 

0,1811 

1,621 

1,042 

1,984615 

1,00164 

0,1816 

1,522 

1,044 

1,920928 

1,00168 

0,1818 

1,628 

1,046 

1,917245 

1,00161 

0,1822 

1,624 

1,048 

1,918682 

1,00160 

0,1826 

1,626 

1,050 

1,909932 

1,00169 

0,1828 

1,626 

1,052 

1,906296 

1,00168 

0,1882 

1,527 

1,064 

1,902674 

1,00167 

0,1835 

1,528 

1,056 

1,899066 

1,00166 

0,1889 

1,529 

1,058 

1,895471 

1,00165 

0,1942 

1,680 

1,060 

1,891891 

1,00164 

0,1846 

1,681 

1,062 

1,888323 

1,00163 

0,1849 

1,682 

1,064 

1,884770 

1,00162 

0,1858 

1,638 

1,066 

1,881229 

1,00161 

0,1857 

1,684 

1,068 

1,877700 

1,00160 

0,1860 

1,686 

1,070 

1,874186 

1,00168 

0,1864 

1,636 

1,072 

1,870685 

1,00167 

0,1867 

1,587 

1,074 

1,866197 

1,00166 

0,1871 

1,688 

1,076 

1,868722 

1,00166 

0,1874 

1,689 

1,078 

1,860260 

1,00164 

0,1878 

1,540 

1,080 

1,866810 

1,00163 

0,1881 
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Als  Beispiel  sei: 

n,=  l,53,      ., .  ^.- 1       ^ _  0,60. 
nj  =  1,63,      ^1    w»  - 1  ' 

Dann  ist  nach  den  Formeln  S.  300  r^=r^i=i  1,06. 

Aus  der  dem  Werte  n  =  0,60  entsprechenden  Horizontalreihe 
entnimmt  man  die  Werte 

A  =  1,01051 

B  =  1,472 

G  =  0,555.  1 

Dann  ist: 

r^  =  1,01051  +  1,472  (n^  —  1,5)  +  0,555  (n,  —  1,6) 

r,  =  1,07132. 
Femer  ist: 

i  =  1,891891  .  0,6  -  -J^-3^ 

r^  =  4,957517, 

wobei  der  Wert  für  M  aus  derjenigen  Horizontalkolnmne  der  zweiten 
Tabelle  entnommen  ist,  die  dem  Werte  n^  =  1,53  entspricht. 
Für  die  ganze  Brennweite  des  Systems  ergiebt  sich 

-  =  1,00164  —  0,63  . 1,13513 

y=  3,49041, 

wobei  der  entsprechende  Wert  für  N  benutzt  ist. 

Für  die  halbe  Ofi&iung  x  entnimmt  man  aus  Tafel  11 

a:  =  0,1846. 

Bei  dieser  Berechnung  ist  die  Brennweite  der  ersten  Linse  als 
Einheit  genommen.  Will  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  als  Ein- 
heit die  Brennweite  y  des  Doppelobjektiys  setzen,  so  mufs  man  die 
erhaltenen  Werte  für  r^  =  iy^  r^,  r^,  y,  a:  sämtlich  durch  y  =  3,49041 
dividieren  und  erhalt  die  neuen  Werte: 

r^  =  r^  =  0,303689 

r,  =  0,306932 

r^  =  1,420325 

y=l 

X  =  0,05289. 

Der  zweite   und   dritte  Radius    sind  nahe  einander  gleich,   wie  sich 
dies  auch  bei  der  Rechnung  in  §  228  zeigte. 

232.  Femrohrobjektive  mit  endlichen  Öffnungen.  Für  Systeme 
mit  endlichen  Öffnungen,  wo  man  also  die  Aberrationen  der  einzelnen 
Flächen  nicht  mehr  dem  Quadrate  der  Öffnungen  proportional  setzen 
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darf,  ist  man  auf  den  Weg  trigonometrischer  Darchrechnung  ange- 
wiesen. Die  Systemelemente  müssen  von  dem  Rechner  bei  Konstant- 
erhaltung der  Brennweite  und  der  sonstigen  Torgeschriebenen  Be- 
dingui^en  so  lange  geändert  werden,  bis  der  erwünschte  Korrektions- 
grad  erreicht  ist.  Dabei  ist  im  allgemeinen  folgendes  zu  beachten: 
Wir  setzen  ein  unendlich  fernes  Objekt  voraus,  was  beim  Femrohr- 
objektiv (und  auch  beim  photographischen  Objektiv)  zulässig  ist,  und 
verfolgen  zunächst  einen  achsenparallelen  Strahl  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Achse  durch  das  System. 

In  Fig.  165  sei  dies  der  Strahl  äSq,  »Wie  nahe  man  diesen 
Strahl  an  die  Achse  heranverlegt,  bleibt  dem  Belieben  des  Rechners 
überlassen;  man  wählt  z.  B.  für  den  Bogen  SSq  den  Wert  1".  Unter 
Zugrundelegung  des  Brechungsexponenten  no  findet  man  dann  die 
Schnittweite  des  Strahls 

nach  der  Brechung,  ge-      ^ ^ 

rechnet  von  der  letzten 

brechenden  Fläche    an 

=  KF\    wo    F'    der 

hintere  Brennpunkt  des  Fig.  i66. 

Systems  ist,  und  zwar 

für  Licht  der  Linie  D,     Setzt  man  den  kleinen  Bogen  SSq,  den  man 

als  eine  Oerade  ansehen   kann,  gleich  Hq  und  bezeichnet  den  kleinen 

Winkel  ^  KqF'K  mit  Wq',  so  ist  f=-%  die  Brennweite  des  Systems 

für  den  Brechungexponenten  Ud-     Stellt  man  nun  dieselbe  Rechung 
für  den  Brechungsexponenten  rif  an  (bei  photographischen  Objektiven 
würde  man  n^  wählen)    imd   findet  man  für  diesen  Strahl  dieselbe 
Schnittweite  und  auch  dieselbe  Brennweite,   so   ist   das  System   für 
Paraxialstrahlen  „stabil''  achromatisch,  d.  h.  die  Bilder,  welche  von  den 
Strahlen  in  unmittelbarer  Nahe  der  optischen  Achse  erzeugt  werden, 
haben  sowohl  dieselbe  Lage,  als  auch  dieselbe  Gröfse^).     Jetzt  wähle 
man  einen  Strahl  (Randstrahl),  der  in  der  Höhe  etwa  y^  h  (wo  A  die 
halbe  Öffnung  ist)  ebenfalls  achsenparallel  auf  das  System  fällt  und 
verfolge  denselben  unter  Voraussetzung  des  Brechungsexponenten  n/>. 
Geht   dieser   Strahl  nach    der  Brechung  ebenfalls  durch  jF',   so   ist 
praktisch  für  die  ganze  Öffnung  2  h  die  sphärische  Aberration  beseitigt. 
Rechnet  man  denselben  Strahl  für  den  Brechungsexponenten  Uf  durch 
das  System  und  geht  dieser  Strahl  ebenfalls  durch  F',  so  ist  die  sphä- 
rische Aberration  auch  für  eine  zweite  Farbe  gehoben.  (Gaufsbedingung.) 
233.  Die  Sinusbedingung   für  Femrohrobjektive  von  eniUicher 
Öffnung.    Es  mufs  femer,  um  wenigstens  die  Abbildung  eines  achsen- 
senkrechten  Bildelementes   mittels   der  ganzen  endlichen  Öffnung  in 

1)  Zur  Berechnung  der  paraxialen  Schnifctweiten  und  der  Brennweite  kann 
man   auch  die  Formeln  §  76  und  §  90  benutzen. 

Gleichen,  optische  Abbilduugslehre.  20 
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Yollkommeuer  Weise  zu  gewälirleisten,  die  sog.  Sinusbedingong  er- 
füllt seiiiy  die  wir  in  §  149  entwickelt  haben. 

Den  dort  gefundenen  Ausdruck  müssen  wir  jedoch  hier  auf  den 
Fall  hin  umformen,  dafs  das  Objekt  unendlich  entfernt  ist. 

Wir  hatten  gefunden  die  zu  erfüllende  Bedingung: 

(1) 


Binu 
sinu 


n 

7 

n 


1 


wo  u  und  u  die  Neigung  eines  Strahles  zur  Achse  vor  und  nach  der 
Brechung  durch  das  System  war;  P  und  P'  ist  ein  BUd-  und  Ob- 
jektpunkt. Legt  man  «nun  durch  den  vorderen  Brennpunkt  F  eine 
achsensenkrechte  Ebene,  die  den  Yon  P  ausgehenden  Strahl  in  der 
Höhe  h  schneidet  und  setzt  PF  =  x,  so  ist  (Fig.  166) 

(2)  tg«  =  * 


X 


(3) 


Femer  ist  nach  den  allgemeinen  Abbüdungsbeziehungen 

1^ X 

J~r' 

Bei  dem  vorliegenden  Objektiysystem  ist  zunächst  immer  n  =  n', 

d.  h.  die  Brechungsexponenten  des  ersten  und  letzten  Mediums  sind  ein- 
ander gleich,  daher  ist  auch  die 
vordere  Brennweite  des  Sy- 
stems gleich  der  hinteren, 
'  d.  h.  /*=/^.  Wenn  wir  nun 
annehmen,  dafs  P  ins  unend- 
liche wandert,  so  ist  dies,  selbst 
eine  endliche  ObjektiTÖffiiung 
vorausgesetzt,   damit   identisch, 

dafs  u  sehr  klein  wird,  so  dafs  wir  tgti  mit  sinu  vertauschen  können. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Umstände  werden  die  Formehi  (1),  (2) 

und  (3) 


P^ 

A^ 

u 

F 

<- 

-^-* 

Fig.  166. 


und  also: 

sinu 
sinu 

1 

h 

Bin  M  :=  — , 
X  ' 

1            X 

ß        ?' 

(4) 

.      ,       h 
sin  u  —  Y  • 

In  Fig.  167  ist  ein  achsenparaUeler  Strahl  von  der  Einfallshohe 
h  gezeichnet,  der,  wenn  die  sphärische  Aberration  aufgehoben  ist,  nach 
der  Brechung  durch  den  hinteren  Brennpunkt  JF'  geht;  der  einfallende 
und  austretende  Strahl  schneiden  sich  verlängert  in  K.  Wäre  h  sehr 
klein,  so  dafs  der  einfallende  Strahl  als  Paraxialstrahl  aufgefafst  wer- 
den könnte,  so  würde  K  in  der  zweiten  Hauptebene  liegen  und  das 
von  K  auf  die  Achse  gefällte  Lot  von  der  Länge  h  hätte  den  zweiten 
Hauptpunkt  als  Fufspunkt.  Für  endliche  Einfallshöhen  h  kann  man 
jedoch  diese  Voraussetzung  nicht  machen  und  der  Fufspunkt  Q  fällt 
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nicht  mit  B!  zusammen.     Jetzt  ist  nach  Fig.  167 


smu  == 


woraus  durch  Vergleich  mit  (4)  folgt: 

(5)  Kr  =  f, 

Hieraus  folgt,  dafs  La  einem  Objektiv  der  Sinusbedingung  dann 
genügt  ist,  wenn  die  Schnittpunkte  aller  einfallenden  Strahlen  mit 
den  zugehörigen  gebrochenen  Strahlen  auf  einer  Kugel  liegen,  die  man 
mit  dem  Radius  f  um  F'  als  Mittelpunkt  schlägt.  Stillschweigend  vor- 
ausgesetzt ist  hierbei,  dafs  die  sphärische  Aberration  für  die  ganze  Öff- 
nung aufgehoben  ist.  Wir  haben  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dafs 
praktisch  dieser  Zustand  thatsächlich  erreicht  wird  insbesondere  für 
Fernrohrobjektive,  deren  relative  Öffnung  (wenigstens  bei  gröfseren  In- 
strumenten) unter  Y^o  oder  Y^  bleibt.  Das  Auftreten  von  Zwischenfehlem 
in  den  Aberrationen  (sogen.  Zonen)  macht  sich  besonders  bei  weit- 
geöffiieten  photogra- 
phischen Objektiven 
mit  kurzen  Brenn- 
weiten bemerkbar,  wes- 
halb' wir  die  genauere 

Betrachtung  dieser 
dioptrischen  Erschei- 
nung bis  zu  der  Be- 
sprechung photogra- 
phischer Linsen  ver- 
schieben. 

Die  erwähnte  Eugelfläche  mit  dem  Mittelpunkt  F'  und  dem 
Radius  /*  schneidet  ersichtlich  die  optische  Achse  im  zweiten  Haupt- 
punkt H'  des  Systems  und  spielt  für  die  endliche  Öffnung  2  h  des 
Systems  dieselbe  Rolle,  wie  die  Hauptebene  für  paraxiale  Strahlen. 
Bemerkt  sei  noch,  dafs  für  schwach  geneigte  Bündel  die  Gleichung  (16) 
in  §  137  die  Bedingung  für  die  Erfüllung  der  Sinusbedingung  ist. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  schief  einfallendes  Bündel,  das  also  von 
einem  aufseraxialen  Punkte  eines  sehr  entfernten  Objektes  herkommt. 
Wie  wir  Kap.  12  sahen,  müssen  wir  denjenigen  Strahl,  der  durch 
die  Mitte  der  Eintrittspupille  geht,  als  Hauptstrahl  auffassen.  Damit 
nun  das  Bild  unverzerrt  ist,  müssen  erstens  alle  gebrochenen  Haupt- 
strahlen  durch  die  Austrittspupille  gehen  und  aufserdem  mufs  zwischen 
den  Winkeln  co  und  cd',  die  ein  Hauptstrahl  vor  und  nach  der  Brechung 
mit  der  Achse  bildet,  die  Beziehung  bestehen 


Fig.  167. 
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1 
oder,  da  im  vorliegenden  Falle  n  =  n   ist: 


tgö) 


20' 
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(6)  *^-^  =  i 

wodurch,  wie  wir  sahen,  die  Pupillen  orthoskopische  Punkte  werden. 
Für  Paraxialstrahlen,  wo  wir  tg  w  und  sin  m  mit  cd  yertauschen  können, 
ist  diese  Bedingung  immer  erfüllt. .  Besondere  Bedentui^  gewinnen 
übrigens  die  orthoskopischen  Punkte  erst  für  photographische  Ob- 
jektive, wo  sehr  stark  gegen  die  Achse  geneigte  Bündel  auftreten  und 
meist  eine  Blende  vorhanden  ist,  die  den  Gang  der  Bündel  bestimmt. 
Bei  Fernrohrobjektiven,  die  fast  immer  ein  relativ  dünnes,  langbrenn- 
weitiges System  darstellen,  bei  dem  die  Linsenfassungen  die  Apertur- 
blende vertreten,  spielt  die  Orthoskopie  eine  untergeordnete  Rolle; 
hierzu  kommt  noch,  dafs  bei  Fernrohrobjektiven  nur  das  Bild  in  un- 
mittelbarer Nähe  der  Achse  durch  das  stark  vergröfsemde  Okular  zur 
Betrachtung  kommt.  Bei  astronomischen  Femrohren,  auTser  bei  Ko- 
metensuchem,  beträgt  die  stärkste  objektseitige  Neigung  der  Haupt- 
strahlen immer  nur  einen  Bruchteil  eines  Qrades. 

234.  Methode  von  Steinheil.  Beim  Femrohrobjektiv  können  wir 
die  beiden  Hauptpimkte,  die  ja  zu  einander  konjugiert  sind,  als  die 
Pupillen  auffassen.  Diese  Vorstellung  wird  auch  in  dem  Handbuch 
der  angewandten  Optik  von  Steinheil  und  Voit  vertreten.  Diese 
Autoren  formulieren  die  Ansprüche  an  die  Büder  aufseraxiaJer  Punkte 
in  folgender  Weise. 

Ein  Bild  wird  „unverzerrt''  genannt,  wenn  der  unter  der  Neigung 
o  im  Objektraum  auf  den  ersten  Hauptpunkt  H  hinzielende  Haupt- 
strahl nach  der  Brechung  durch  den  zweiten  Hauptpunkt  JET  (Fig.  167) 
geht.  Hiermit  ist  in  der  That  der  Bedingung  der  Orthoskopie  Ge- 
nüge geleistet,  denn  die  Yergröfserungszahl  ß  ist  für  die  Hauptpunkte 
(vom  Vorzeichen  abgesehen)  gleich  der  Einheit,  so  dafs  also  Qleichung 
(6)  erfüllt  ist,  indem  auch  co  =  o}'  ist. 

Femer  wird  gefordert,  dafs  die  Brennweite  des  schiefen  Bündels 
konstant  =  f  sein  soll.  Schlägt  man  also  um  J3"'  (Fig.  167)  eine 
Kugel  mit  dem  Radius  f,  so  ist  diese  die  Bildfläche.  Auf  eine  Bild- 
ebenung  ist  also  hier  verzichtet.  Durchdringt  ein  bildseitiger  Haupt- 
strahl mit  der  Neigung  o  die  Fläche  im  Punkte  R  und  fallt  man  das 
Lot  R  V  auf  die  optische  Achse,  so  ist  die  Schnitthöhe  R  V  =  /*sin  o. 

Die  Fokalebene  in  F'  wird  vom  Hauptstrahl  im  Punkte  S  ge- 
troffen, dort  entsteht  jedoch  kein  scharfer  Bildpunkt,  sondern  ein  Zer- 
streuungskreis,  dessen  Durchmesser  von  der  Öffnung  des  Systems  ab- 
hängt. 

Hätte  das  unter  der  Neigung  o  einfallende  Bündel  eine  Brenn- 
weite =  H'Sy  so  wäre  das  Bild  eben.  Dann  wäre  aber  die  Brenn- 
weite des  Bündels  abhängig  von  dem  Einfallswinkel  und  müfste  den 
Wert  (Fig.  107) 
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haben,  wo  f  die  Brennweite  für  Paraxialstrahlen  =  H'F'  wäre. 

Auf  trigonometrischem  Wege  yerschafft  man  sich  auch  Einsicht 
über  den  Zustand  der  sphärischen  Aberration  in  Btindebi  endlicher 
Öffnung  und  endlicher  Achsenneigung. 

Durch  den  unter  der  Neigung  o  zur  Achse  (Fig.  168)  durch  den 
Hauptpunkt  H  einfallenden  Strahl  mH  lege  man  einen  Hauptschnitt, 
der  also  die  optische  Achse  enthält;  in  diesem  Hauptschnitt  liegt  auch 
der  Bildpunkt  B,  Dann  sei  a^i^c^d^  die  Öffiiung  des  Systems.  Man 
denke  sich  zwei  Strahlen  aa^  und  bb^  im  Hauptschnitt  parallel  zm  mH 
und  aufserdem  zwei  andere  cc^  und  dd^  ebenfalls  parallel  zu  mH^  die 
ebenfalls,  wie   die  beiden  früheren,  auf  dem  Mantel  des  einfallenden 


Fig.  168. 

Strahlencylinders  liegen,  aber  in  einer  Ebene  sich  befinden,  die  senk- 
recht zur  Ebene  der  Zeichnung,  also  auch  senkrecht  zum  Hauptschnitt 
verläuft.  Die  Strahlen  aa^y  h\  gehören  dem  Meridionalschnitt  des 
Bündels  an,  nach  der  Brechung  yerlaufen  sie  im  allgemeinen  unsym- 
metrisch zu  Jff'iZ,  weil  sie  auf  ihrem  Wege  yerschiedene  Brechungen 
durchmachen.  Gelingt  es  der  Kunst  des  Rechners  nicht,  sie  beide  in 
jR  zum  Schnitt  zu  bringen,  so  ist  also  der  meridionale  Teil  des  schief 
einfallenden  Bündels  mit  Aberration  behaftet,  was  sich  in  Gestalt  der 
sogenannten  „Eoma^^  zeigt.  An  Stelle  des  Punktes  II  tritt  nämlich 
ein  Stück  einer  zu  JSTJB  unsymmetrischen  Brennlinie  auf.  Diese  im 
Verein  mit  der  durch  die  sagittalen  Strahlen  cc^  und  dd^  erzeugten 
Abweichung  bringt  eine  fehlerhafte  flächenhafte  Lichtverteilung  zustande. 
Die  beiden  sagittalen  Strahlen  cc^  imd  dd^  ändern  von  Brechung  zu 
Brechung  ihre  Einfallsebene;  sie  verlaufen  jedoch  symmetrisch  zum 
Hauptstrahl,  weshalb  der  Konstrukteur  nur  einen  derselben  zu  ver- 
folgen nötig  hat.  Gehen  diese  Strahlen  nach  der  Brechung  nicht 
durch  Ry  so  geben  sie  aufser  zur  Erscheinung  der  „Koma''  noch  zu 
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der  des  Astigmatismus  Yeranlassung.  Die  letztgenannte  Erscheinung 
spielt  jedoch  för  Femrohrobjektive  eine  geringe  Rolle;  weshalb  wir 
ihre  genauere  Darstellung  bei  der  Besprechung  der  photographischen 
Objektive  bringen  werden. 

Schneiden  sich  nach  der  Brechung  nicht  nur  die  fünf  genamiten 
Strahlen  des  schiefen  Bündels  im  Punkte  R  für  eine  bestimmte  Farbe, 
z.  B.  Hd,  sondern  auch  noch  für  eine  zweite,  so  wäre  auch  Achro- 
masie erzielt.  Alle  genannten  Forderungen  kann  ein  System  end- 
licher Öfihung  nie  erfüllen  und  der  Konstrukteur  mufs  sich  darauf 
beschränken,  die  wichtigsten  wenigstens  annähernd  zu  erreichen. 

In  dem  Handbuch  der  angewandten  Optik  von  Steinheil  und 
Voit,  Bd.  1,  Leipzig  1891,  sind  die  spezialisierten  Formeln  für  die 
trigonometrische  Durchrechnung  von  Objektiven  aus  zwei  Linsen  mit 
vielen  Zahlenbeispielen  gegeben.  An  den  verschiedenen  Formen  (so- 
wohl Flint  als  Crown  voraus)  ist  die  Gröfse  und  Verteilung  der 
Fehlerreste  rechnerisch  dargestellt;  insbesondere  sind  25  solcher  zwei- 
linsiger  Objektive  dargestellt,  bei  denen  die  chromatische  Abweichung 
und  der  Kugelgestaltfehler  im  allgemeinen  gehoben  ist,  die  sich  je- 
doch hinsichtlich  der  Fehlerreste  imd  der  Erfüllung  der  „Gaufsbe- 
dingung^'  von  einander  unterscheiden.  Besonders  instruktiv  sind  in 
diesem  Werke  femer  diejenigen  zweilinsigen  Objektivformen,  bei  denen 
absichtlich  gewisse  Forderungen  streng  erfüllt  sind,  wodurch  dann  die 
Verteilung  der  Fehlerreste  ein  charakteristisches  Gepräge  gewinnt 
Hierzu  gehören  die  Objektive  mit  einer  Planfläche  oder  einem  vor- 
geschriebenen Radius.  Durch  recht  befriedigende  Korrektion  zeichnet 
sich  das  Objektiv  mit  vorderer  gleichseitiger  Crownlinse  aus.  Als 
Typus  für  die  grofsen  englischen  und  amerikanischen  Objektive  ist 
folgendes  System  gegeben: 

»x,=  1,51806        nvioi,  =  1,53356  (Crown), 

fiD  =  1,61358        n'vioi,  =  1,64252  (Flint). 

ri  =  + 270,64  j 

Linsendicke  =ä  d^  ==  8 1   Crown 

r,  =  —  231,64 1 

Luftabstand  =  ^g  =  10 

r8  =  — 218,19 

d^  =  5     Flint 

r^  =  8075,9 

Brennweite:  F=  720. 

Ofihungshalbmesser:  h  =  30. 
Bei  diesem  Objektiv  ist  unter  besonderer  Mitwirkung  des  Luft- 
abstandes  die  Gaufsbedingung  zwar  fast  genau  erfüllt  und  der  Kugel- 
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gestaltfehler  gehoben,  jedoch  der  Farbenfehler  nicht  ganz  kompensiert, 
so  dafs  es  als  nachahmenswerte  Form  nicht  empfohlen  wird. 

Einen  besonders  günstigen  Eorrektionszustand  weist  das  folgende 
Objektiv  auf,  indem  nur  ein  ganz  geringer  Fehler  gegen  die  Gaufs- 
bediBgung  bleibt  „ 

Glassorte,  Brennweite,  Offiiungsbalbmesser  wie  oben: 

ri  =  441,45 


r» 

196,12 

Luftabstand 

-J, 

—  0,01 

r^ 

201,12 

d. 

—  5 

r^  =  —  977,97. 

Femer  sei  noch  ein  Objektiv  mit  Kittradius  angegeben  (Glas- 
sorten u.  8.  w.  wie  oben): 

r,  =  575,24 

d^  =  5,0 
r,  =  175,95 

^,  =  0 
rj  =  175,95 

r^  =  —  596,44 

und  eines  von  der  typischen  Gaufsischen  Form   mit  vier  gegen  das 
einfallende  Licht  konvexen  Flächen: 

rj  =  83,159 

dl  =  8 
r,  =  234,218 
•       z/g  =  0,01 
rj  =  100,096 

^  =  0,5 
r^  =  68,540 

bei  dem  die  Gaufsbedingung  auTserordentlich  genau  erfüllt  ist 

Bei  der  algebraischen  Berechnung  von  Objektiven  unter  Vernach- 
lässigung der  Dicken  schliefst  sich  „Steinheil  und  Voit^^  an  die 
£lügersche  Methode  an.  Die  mittlere  Dispersion,  nach  welcher  die 
Aufhebung  des  Farbenfehlers  erfolgt,  wird  nach  einer  von  C.  A.  Stein- 
heil und  Seidel  (Abh.  d.  königl.  Bayr.  Ak.  der  Wissenschaften.  Bd.  5 
Abt.  2)  angegebenen  Formel  bestimmt. 
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• 

Schon  Fraunhofer  hat  zur  Feststellung  der  Brechungsexponenten- 
differenz ^  für  welche  die  Achromasie  herbeigeführt  werden  soU^  eine 
besondere  Methode  aufgestellt. 

Ausgehend  von  den  Linien  ^  bis  «7  im  Spektrum  hatte  Fraun- 
hofer durch  photometrische  Messungen  die  relativen  Helligkeiten  in 
den  einzelnen  Spektralbczirken  festgestellt.  Bezeichnet  z.  B.  Kcd  die 
Helligkeit  zwischen  der  C-  und  D-Linie  und  setzt  man  z.  B. 


"ä  —  ^c 


^h  -  ^c 


T=J 


BCj 


SO  ist  nach  Fraunhofer  fQr  zwei  Glassorten  n  und  n 

dn'~                           ZK  ' 

wo  nach  Fraunhofers  Messungen  die  Zahlen  gelten: 

Kab  =  0,             Kbc  =  0,021,      Kcd  =  0,299,  Kde  =  1 

Kef  =  0,328,      KfQ  =  0,185,      Kgh  =  0,035,  Km  =  0. 

Doch  äufserte  schon  Fraunhofer  selbst,  dafs  der  so  bestimmte  Wert 

Ton  y-7  in  der  Praxis  sich  nicht  als  der  günstigste  erweise. 

Nach  C.  A.  Steinheil  und  Seidel  ist  nun  aus  den  Gröfsen  ^  und 
K  ein  noch  komplizierter  Ausdruck  zu  bilden,  um  den  günstigsten 

Wert  von  j-j  zu  erhalten.     (Siehe:  Steinheil  und  Voit  S.  27.)     Das 

Mittel  aus  dem  Steinheirschen  und  Fraunhofer'schen  Wert  isjb  übrigens 

n^j  —  ftp  ! 

sehr  nahe  die  Gröfse     , r  •  ' 

^C  —  '^F 

235.   Das   Gaufsobjektiv.     Das   sogenannte   Gaufsobjektiv   erfüllt  I 

folgende  Bedingungen: 

1.  Es  besitzt  eine  gegebene  Brennweite.  I 

2.  Es  vereinigt  einen  Strahl  nahe  der  Achse  (Achsenstrahl)  und 
einen  Randstrahl  in  demselben  Punkte  der  Achse,  wobei  beide  Strahlen 
derselben  Farbe  (z.  B.  der  D-Linie)  angehören  sollen.  Diese  Bedingung 
enthält  die  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  für  eine  Farbe. 

3.  Es  vereinigt  einen  Achsenstrahl  einer  anderen  Farbe  (z.  B. 
i'-Linie)  in  demselben  Punkt  der  Achse,  wodurch  das  Objektiv  achro- 
matisch wird. 

4.  Es  vereinigt  einen  Randstrahl  der  zweiten  Farbe  (z.  B.  2^-Linie) 
in  eben  demselben  Punkt.  Hierin  liegt  die  sogenannte  Gaufs'sche 
Bedingung  ausgesprochen. 

Das  von  Gaufs  selbst  berechnete  Originalobjektiv  hatte  folgende 
Eonstruktioiisdaten : 


Das  Ganfsobjektiv. 

^1 

=    3415,287 

Crown 

d^  =  200 

njtot 

1,50435 

»•« 

— 10133,007 
^/,  —  50 

• 

»Ffol. 

1,52598 

r» 

—  4207,421      Mint 

rfj  — 80l  nsot   — 

1,58181 

r* 

—  2807,320 

«Fiofc  = 

1,62173 
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Durchmesser  der  Öffnung  =  2167,374. 

Die  Vereinigungsweiten  von  der  letzten  brechenden  Fläche  aus 
gerechnet  sind: 

für  den  roten        Achsenstrahl  28294,60 
violetten  „  28294,42 

roten         Randstrahl      28293,39 
violetten  „  28293,18. 

H.  Krüls  hat  mit  anderen  Glassorten  ein  Gaufsobjektiv  gerechnet. 
(VergL:  Die  Farbenkorrektion  der  Femrohrobjektive  von  Gaufs  und 
Fraunhofer.  Abhandl.  des  Hamburger  Naturwissenschaftlichen  Ver- 
eins Bd.  10.)  Das  Objektiv  des  Äquatorials  der  Sternwarte  zu  Prin- 
ceion  ist  ebenfalls  nach  Gbufsschem  Prinzip  von  Clark  hergestellt, 
durch  nachträgliches  Anschleifen  von  sphärischen  Zonen  sind  dabei 
empirisch  noch  die  Fehlerreste  verringert. 

Das  bei  Gelegenheit  der  Naturforscherversammlung  1886  in 
Berlin  ausgestellte  Gaufsobjektiv  hat  nach  Czapski  (vergl.  H.  Krüfs 
1.  c.  S.  18)  folgende  Daten: 

ri  =  —    226,0 1  w'^  =  1,60682 

^  =  7,5  >!'.  =  1,61153 

r,  =  —    400,0)  *      m'2,  =  1,61558 

j^  _  2,0  «i-  =  1,62540 

M^  =  1,57036 

^8= 1256,0)  /.„o.« 

»                    M  nc  =  1,57342 

rf.  =  12,0)  Crown: 

»           '  Wz)  =  1,57605 

^  '  nF=  1,58226 

»• 
Durchmesser  der  Öffnung:  134. 

Brennweite:  2029,90. 

Vereinigsweite  des  Randstrahls  für  D  ==  2085,46 

„    F=  2085,72. 

Das  Objektiv  soll  gute  Bilder  liefern.     Weil  die  Flintlinse  vom 
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steht;  erscheinen  alle  Flächen  entgegengesetzt  gekrümmt  dem  Original- 
Gaufsobjektiv. 

Vergl.  auch  das  Gaufsobjektiv  von  Steinheil  §  234. 

236.  Objektive  von  Fraunhofer.  Über  die  Konstruktionsprinzipien, 
nach  denen  der  grofse  Fraunhofer  seine  vollendeten  Objektive  kon- 
struierte, schwebt  noch  ein  gewisses  Dunkel,  das  trotz  vieler  Be- 
mühungen wohl  kaum  gelichtet  werden  wird.  Nach  einer  modernen 
Benennung  bezeichnet  man  zwar  diejenigen  Objektive,  bei  denen  an 
Stelle  der  GauTsschen  Bedingung  die  Sinusbedingung  erfüllt  ist,  als 
dem  Fraimhoferschen  Typus  angehörig,  ohne  jedoch  damit  die  volle 
Übereinstimmung  dieser  Typen  na<5hgewiesen  zu  haben- 

Als  Prototyp  der  Fraunhoferschen  Objektive  gilt  das  Objekti? 
des  Heliometers  zu  Königsberg.  Nach  Bessels  Angaben  hat  die  vordere 
Crownlinse  den  Brechungsexponenten  n  =  1,629130,  die  hintere  Flint- 

linse  n'  =  1,639131.    Femer  ist  ^  =  2,025. 

'  an  ' 

Diese  Daten  geben  kein  klares  Bild,  da  man  nicht  weils,  welchem 

Spektralintervall  die  Gröfsen  dn  und  dn   entsprechen. 

Die  durch  direkte  Abmessungen  gefundenen  Konstruktionsdaten  sind: 

ri  =  +    838,164 

di  =  6 
r8  =  —    333,768 

z/j  =  0 
r5  =  —   340,536 

d3  =  4 
r^  =  —  1172,508 
ÖflEhung  =  70,2. 
Brennweite  ca.  1131,5. 

Zufolge  der  Durchrechnung  von  H.  Krüfs  sind  alle  Fehlerreste  klein, 
nur  zeigt  sich  das  Objektiv  chromatisch  ein  wenig  überkorrigiert. 

Weitere  Angaben  über  Fraunhofer's  Objektive  finden  wir  in  der 
Arbeit  von  Arnold:  Über  die  Theorie  der  achromatischen  Objektive, 
besonders  der  Fraunhoferschen.     Quedlinburg  u.  Leipzig  1833. 

Arnold  fand,  dafs  sechs  ihm  zur  Verfügung  stehende  Objektive 
aus  dem  Fraunhoferschen  Crown  Nr.  9  und  Flint  Nr.  13  bestanden 
und  im  Verhältnis  der  Radien  genau  übereinstimmten. 

Die  von  ihm  gemessenen  Daten  sind: 

rj=       41,768) 
dl  =  0,316 

r,  =  —  16,643 
z/j,==0 


Crown 


Aufstellung  von  acht  Bedingungen  unter  VorauBsetzung  rel.  kl.  Öffnungen.   31Ö 

rj 16,970  j 

rfj  =  0,243     Plint. 
r^  =  —  75,653 1 

Crown  Nr.  9:  nc=  1,526849,    Wz>  =  1,529587,    Uf  =  1,536052, 
Plint  Nr.  3:  fic  =  1,603800,    nn  =  1,608494,    tif  =  1,620024. 

Für  die  axialen  Schnittweiten  fand  Arnold  mittels  Durchrechnung 
die  Werte  60,7387,  60,7189  und  60,7243  entsprechend  den  Linien 
C,  D,  R 

Die  ersten  drei  Radien  zeigen  sich  proportional  den  drei  ersten 
Radien  des  Königsberger  Heliometerobjektivs.  Vergleiche  aufser  der 
schon  erwähnten  Arbeit  von  Krüfs:  Lorenzoni:  Astron.  Nachr.  78,  p.  389 
u.f.  (1871)  und  H.  C.Vogel;  Berl.  Monatsberichte  p.  433  u.f.  (1880). 
S.  V.  Merz:  Das  Fraunhofer-Objektiv.  Münch.  Ber.  28  (1898)  p.  75—89. 

237.  Aufstellung  von  acht  Bedingungen  unter  Voraussetzung 
relativ  kleiner  Oflbungen.  (Neuere  Objektivkonstruktionen.)  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  die  Strahlen  Winkel  mit  der  optischen  Achse 
bilden,  deren  höhere  Potenzen  als  die  dritten  man  vernachlässigt, 
wollen  wir  jetzt  für  ein  beliebiges  zentriertes  System  acht  Be- 
dingungen aufstellen: 

I.  Das  System  soll  eine  vorgeschriebene  Brennweite  haben. 
IL   Die   sphärische  Aberration   für   ein   axiales  Bündel   soll   ge- 
hoben sein  (Gleichung  15  §  118). 

III.  Die  Farbenabweichimg  für  die  Achse  soll  für  zwei  Farben 
gehoben  sein  (Gleichung  V  §  169). 

IV.  Die  Gaufsbedingung  soll  erfüllt  sein  (§  235). 

V.  Die  Sinusbedingung  soll  erfüUt  sein  (Gleichung  VI  §  149). 
VI  und  Vn.     Unter  Voraussetzung    eines    ebenen  Objektes   soll 

sowohl  der  Krümmungsradius  der  meridionalen  wie  auch  der  sagittalen 
Bildfläche  im  gemeinsamen  Scheitelpunkt  unendlich  grofs  sein. 

Vni.  Die  Farbenabweichung  soll  noch  für  eine  dritte  Farbe  ge- 
hoben sein  (Aufhebung  des  sekundären  Spektrums). 

Die  Bedingung  V  fällt  zusammen  mit  der  Aufhebung  der  Koma 
in  Bündeln  mit  schwacher  Achsenneigung.  Die  Bedingung  IV  kann 
unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  auch  als  Aufhebung  der 
sphärischen  Aberration  für  eine  zweite  Farbe  charakterisiert  werden 
(Vorschlag  von  d*Alembert). 

238.  Formeln  von  Moser.  Für  die  Herstellung  von  Femrohrob- 
jektiven wird  in  neuerer  Zeit  besonders  die  Erfüllung  der  Bedingungen 
I^  II,  in,  V  angestrebt,  indem  man  von  der  Gaufsbedingung  als  weniger 
wichtig  absieht.  Vernachlässigt  man  zunächst  Dicken  und  Entfernungen 
der  Linsen,  so  lassen  sich  mit  zwei  Linsen,  also  mit  vier  Radien,  diese 
vier  Bedingungen  erfüllen.    Sehr  übersichtlich,  wenn  auch  sehr  knapp 
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in  der  Darstellang^  giebt  Moser  den  Gang  der  Beclinung  für  diesen 
Fall  an  (Zeitschr.  für  Instnun.  Bd.  7,  S.  225  und  308  (1887)).  Mit 
einigen  kleinen  Abänderungen  in  den  Bezeichnungen  ist  der  Gang  der 
Beclinung  nach  Moser  folgender. 

Es  seien  n^  und  n^  die  Brechungsexponenten  der  ersten  and 
zweiten  Linse,  für  welche  die  Bedingungen  II  und  V  erfüUt  sein 
sollen  (hier  kommt  gewöhnlich  nur  die  D-Linie  in  Frage). 

Es  seien  n^'  und  n^'  resp.  n/'  und  n^"  die  Brechungsexponenten 
der  ersten  und  zweiten  Linse,  für  die  Achromasie  stattfinden  soll. 
(Es  beziehen  sich  hier  die  eingestrichenen  Buchstaben  in  der  Regel 
auf  die  G-Linie,  die  zweigestrichenen  auf  die  i^-Linie.)  Man  berechne 
dann  folgende  Werte: 

fif^   =  — »_  fi±   =  — i 

n,  —  1  tij  —  1  V, 

a  =  3  — —  a  =  2  — — 


m^  m 


1 


y  =  3«»i  — 1  c  =  mi— (3  — -i-)ft  +  »>s(*» 

s  =  wi«  —  (5  —  ^)  ft  +  (4»»,  —  1)  fi>  —  »»,V' 

?C  =  a»/S  —  6«a 

SB  =  20C/S  —  bV  +  a6^ 
6  =  c»/J  —  b*f  +  Bcd 

^1  ~  2«   " 


ft  = 

a            c 
=  6^1        b' 

'  Radien, 

bezogen 

auf  c 

lie 

1 

=   ^1 

i-f^ 

?i 

i. 

l>x 

1 

—  *'2 

1- 

-f* 

Ps 

l>i      w,  + 1 

1 

=*^3 

1-/* 
P» 

1 

?4 

—  n 

1 

-^ 
l'"« 

1) 
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Um  eine  vorgeschriebene  Brennweite  F  des  Systems  zu  erhalten^ 
müssen  sämtliche  Radien  mit  F  multipliziert  werden.  Um  eine  Kon- 
trolle für  die  gewonnenen  Resultate  zu  haben,  kann  man  noch  folgende 
Werte  berechnen: 

I  ft 

Ö2  =  P2  —  9^1  >  /i  =  9^1  —  /i 

Die  aus  den  Moserschen  Formeln  ermittelten  RaoTen  müssen 
alsdann  folgenden  yier  Bedingungen  genügen: 

K  —  1)  {Qi  —  Q%)  +  (^a—  1)  (Ps  —  94)  =  1 
«'  —  O  (Pi  -  P2)  +  {<  —  «2')  (P3  —  P4)  =  0 

Qi'fi  +  ft  Ys  +  Qz%  +  e4Y4  =  0. 

Als  Zahlenbeispiel  wählen  wir  hier  nach  Harting  (Zeitschr.  für 
Instrum.  1899,  Heffc  4)  eine  vordere  Flint-  und  eine  hintere  Crown- 
linse  mit  den  Brechungsexponenten: 

Wi  =  1,60000  n^  =  1,50000 

n/  =  1,59570  ;?/  =  1,49752 

w/'  =  1,61070  w,"  =  1,50585 

Vj  =  40  ?'2  =  60 

II  =  1,5. 

Dann  ergeben  sich  die  Werte: 

r,  =  0,40160 
r,  =  0,17172 
rj  =  0,16802 
r^  =  —  20,799. 

Harting  zeigt  (1.  c),  wie  man  nach  einer  derartigen  Vorrechnung 
zu  Linsen  mit  endlichen  Dicken  übergehen  kann.  Jedenfalls  wird 
man  auch  durch  trigonometrische  Durchrechnungen  die  notwendigen 
ziemlich  geringen  Korrekturen  an  den  Radien  finden  können. 

Objektive  dieser  Art,  welche  also  die  Bedingungen 

0  =2  Q^^  Qi)  §  11^  Gleichung  (15)  (Seite  129) 
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0  =2'  Q^  ©  Gleich.  (V)  S.  207 

0  =^Q^[^  Gleich.  (16)  S.  157  und  Gleich.  (VI)  S.  178 

erfüllen,   indem   wegen  der  Yemachlassigung   der  Dicken  und  Ent- 

femungen  die  Gröiken  I  r- )  immer  der  Eins  gleich  sind  und  wo  dn  = 

n  —  n  (also  gewöhnlich  n^  —  wc)  ist,  hat  man  ab  Objektive  „vom. 
Fraunhofer -Typus^^  bezeichnet,  insbesondere  im  Gegensatz  zu  dem 
Gaufsobjektiv,  welches  an  Stelle  der  Bedingung  V  die  Bedingung  IV 
erfüllt. 

239.  Objektive  mit  vermindertem  sekundärem  Spektrum.  (Tay- 
lorsches  Objektiv.)  Wir  wollen  jetzt  die  Erfüllung  der  Bedingungen 
I,  II,  III,  Vf  VIII  fordern,  d.  h.  das  System  soU  eine  gegebene  Brenn- 
weite (in  unserem  Falle  =  Eins)  haben,  soll  auf  der  Achse  sphärisch 
korrigiert  und  für  zwei  Farben  achromatisch  sein,  soll  femer  die 
Sinusbedingung  erfüllen  und  schlieMich  frei  vom  sekundären  Spektrum 
sein.  Diese  fünf  Bedingungen  lassen  sich  durch  zwei  Linsen  nicht 
mehr  erfüllen,  wenn  man  die  Dicken  als  Konstruktionselemente  auüser 
Betracht  läfst. 

Mit  drei  Linsen,  also  sechs  Radien,  dagegen  könnte  man  sechs 
Bedingungen  erfüllen.  Machen  wir  jedoch  die  Annahme,  dalk  r^  «=  r, 
sein  soll,  die  beiden  ersten  Linsen  also  verkittbar  sind,  so  ist  damit 
eine  sechste  Bedingung  aufgestellt  und  das  System  vollständig  be- 
stimmt. Führt  man  diese  Bedingungen  nach  Art  der  Moserschen  Gleich- 
ungen ein,  so  kommt  man  schliefslich  auf  die  Lösung  einer  quadra- 
tischen Gleichung.  Man  hat  also  für  jede  Glasfolge  zwei  mögliche 
Formen,  im  ganzen  zwölf. 

Praktisch  verwertbar  sind  jedoch  nur  diejenigen,  welche  lange 
Radien  ergeben. 

Beifolgend  (Fig.  169)  sind  diese  zwölf  Objektivformen  dargestellt 
(von  Herrn  Steinheil  mir  brieflich  übermittelt). 

Zur  Verwendung  gelangten  folgende  drei  Glassorten  des  Jenaer 
Kataloges: 

I  nc  =  1,56045  j 

n^  =  1,56370 1  a 
n/.=  1,57160) 
nc  =  1,54702 
Jena,  Borosilicatfliiit  0.  164   {n/>  =  1,55030 


Jena,  Barytleichtflint  0.  543 


Jena,  Silicatcrown  0.  374 


n,  =  1,55816 

[nc  =  1,50839 

niy  =  1,51090 

1«/.  =  1,51683 


Objektive  mit  vermmdertem  Bekuadärem  SpeVtra 


Die  Reihenfolge  der  GUteer  ist: 


vni 


eba 


■xl 


VI 

vi) 

XI  1 


II 


xn 


Fl»  IM. 

Form  II  Btimmt  mit  dem  Objektiv  des  englischen  Optikers  Taylor 
überein,  der  diesen  Typus  zuerst  in  die  Praxis  einführte. 
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Radien  und  Glassorten  der  in  Figur  169  dargestellten  Objektir- 
formen  mit  yermindertem  sekundärem  Spektrum: 


^i 

Kittfläche 

»5 

»•4 

»'6 

i 

I 

—  0,0636 

—  0,0448 

—  0,1208 

—  0,2279 

0,070J 

II 

+  0,3862 

—  0,2600 

+  0,0997 

+  0,0985 

+  2,7422 

in 

0,0062 

0,0050 

0,0047 

—  0,0054 

—  0,0069 

IV 

—  7,1282 

—  0,1484 

—  0,0610 

0,0614 

0,4442 

V 

+  0,7671 

—  0,1181 

0,1664 

—  0,0662 

—  0,9235 

VI 

—  0,0822 

—  0,0245 

—  0,0211 

—  0,0193 

—  0,0264 

vn 

—  0,1778 

0,0649 

0,7229 

+  2,5101 

—  0,1613 

vm 

—  0,7043 

—  0,0892 

+  0,3548 

+  0,2922 

—  0,3151 

IX 

—  0,0638 

0,6100 

-  0,1214 

—  0,2200 

0,0697 

X 

+  0,3662 

+  0,0596 

+  0,0983 

+  0,0993 

+  3,4980 

XI 

—  0,1676 

4-  0,1241 

0,5778 

+  0,7647 

—  0,1891 

xn 

0,3278 

+  0,0911 

+  0,8420 

'+  0,2934 

0,3137 

Glassorten« 


«i 


n 


ChiaFy=~~  ..  U'bisD 


n, 


n 


C! 


Linse  a  Flint  0.  543  Jena 
Linse  h  Flint  0. 165  Jena 


DbisF 


Fhi&G' 


0,00699  0,00790  0,00650 
0,00710  0,00786  0,00644 
0,00547  0,00593 1  0,00479 


,1,5637,0,01115  60,6 

1,5503  j  0,01114  49,4 

Linse  c  Crown  0. 374  Jena  ;'l,5109;  0,008441         60,6 

240.  Hartings  dreifacli  verkittete  Objektive.  Die  Bedingangen 
I,  n,  III,  V,  welche  sich  gemäfs  den  Moserschen  Gleichungen  durch 
zwei  Linsen  erfüllen  lassen,  müssen  auch  durch  ein  dreifach  ver- 
kittetes Objektiv,  das  ebenfalls  vier  Radien  zur  Verfügung  stellt, 
realisiert  werden  können.  Derartige  verkittete  Objektive  sind,  besonders 
wegen  ihrer  Lichtstärke,  da  der  Lichtverlust  durch  Reflexion  sehr 
gering  ist,  für  kleinere  Femrohre  sehr  empfehlenswert. 

Von  der  Berechnung  derartiger  Objektive  handelt  H.  Hartings 
Arbeit  (Zeitschr.  f.  Instrum.  1900,  Heft  8). 

Harting  behandelt  den  allgemeinen  Fall,  dafs  sich  das  Objekt  in 
der  Entfernung  —  5^   (nach  Abbe*scher  Zählweise)  vor  dem  Objektiv 

befinde  und  setzt  —  =  6^.  Für  Femrohrobjektive  ist  0^^  =  0.    Dadurch 

werden  die  Formeln  auch  verwendbar  für  Mikroskopobjektive.  Es 
wird  femer  die  erste  und  dritte  Linse  als  aus  derselben  Glassorte  be- 
stehend angenommen.  Bezeichnet  man  also  den  Brechungsexponenten 
der  ersten  und  dritten  Linse  für  die  Farbe,  für  welche  die  sphärische 
Aberration  aufgehoben  und  die  Sinusbedingung  erfüllt  sein  soll,  mit 
n^  und  die  zugehörige  Dispersion  mit  dn^  und  nennt  die  anidogen 
Gröfsen  für  die  zweite   Linse  n^  und   rfn^,    setzt   femer  die  Brenn- 
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weite  gleich  Eins  voraus,  so  dienen  folgende  Formeln  zur  rechnerischer 
Bestimmung  der  yier  Radien.     Zunächst  bestimme  man: 


dn^  —  dn^ 


(nj  —  1)  (rfnj  —  dttj^)  —  (n,  —  nj  dn^ ' 

dn^ 


«  =  _| 

Als  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der  Berechnung  von  X  und  fi 
dienen  die  beiden  Gleichungen: 

^  K  —  1)  +  f*  K  —  Wi)  =  —  1 

X  dn^  +  IL  (dn^  —  dw^)  =  0. 
Alsdann  ergiebt  sich  weiter: 

«  =  +  ft  ^lif  [«i«»+(«i-l)K+«i)l-(A-l) -'^/-  +  1 

e  =  -«sf»*V."'+(A-i)(i+/X;''-) 

^  =  +l-2(A-l)?'^.^  +  "rf^[«,-K-l)»(2«i  +  3«,)] 
2?  =  -l-  1  „  ("i  ~  ^) K  ~ "»)(*'t  +  *>i) 

D  =  +  ^«  (». -JH«.J-  ^K!»i±l!^  +  2  (A  - 1)  (l  +  ft'^y,"') 
-  (A  -  D» «. -A  2., [1  +  .ü---^.  (1  +  2 ^j±^'-) 
_(,_l)(Ari)^^+J)] 

^  ^  _     2  (Wf nj(n^  +  2na)    ,    ^  .  4     (w«  —  »^i)(^»  + ^i) 

^  n^  I      1      r  ^^^^^ 

i^  =  +  (A  -  1)«  (1  + ,.  ^."i)  -  «,  V  ^."* 

H-^i^^^'Z-^K  +  3«,)  +  (A-  1)^^ 

-2(A-'i)(i+^--^)]+v[i-2/^^'-y:;;+^-^ 

-2(A-l)!^'^i]. 

Mittelst  der  so  gewonnenen  Werte  von  ?(,93,S  und  A,ByC,DyE,F 
berechne  man: 

Gleichen,  optische  Abbild ungslehre.  21 


n,    -  1 

2 
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ß  =  'ä'i:  —  SISBD  —  «65  +  2mA, 
y  =  WF—'ä(S,D-{-Q.*A. 

Dann  sind  die  reziproken  Radien: 

..=-/;(l±l/l-ij^), 

Qs  =  9i  +  (^, 

Sollen  diese  Radien  für  ein  Objektiv  von  der  Brennweite  F  gelten, 
so  müssen  die  errechneten  Werte  mit  F  multipliziert  werden. 

Nach  diesen  Formeln  ist  von  Harting  (nach  brieflicher  Mit- 
teilung) das  folgende  Objektiv  berechnet  worden: 

Brennweite  Fj)  =  360  mm, 

Öffiiunirsverhältnis  ( ^ -r)  =  t"^  ; 

ö  \Brennweite/         4,o ' 

n,.  =  Wj  Baryumsilicatcrown:  Vj^  =  v^  =  57,4 

w/,  =  1,57430  ny  =  1,58138  no'  =  1,58711 

Wjj  Silicatflint:  i/g  =  36,1 

nn  =  1,62060  nf  =  1,63287  tio'  =  1,64334. 

Die  aus  den  obigen  Formeln  (mit  Vernachlässigung  der  Dicke) 
sich  ergebenden  Eladien  sind: 

r,  =         230,5 

rs  =  -    127,1 

r3  =  —  1098,0 

r,  =—    947,0. 

Durch  Tatonnement  mittels  trigonometrischer  Durchrechnung  er- 
gab sich  schliefslich  als  definitive  Form: 

f\  =       210,46 

4 

Dreifach    verkittetes  Ob- 
jektiv.    Fl  int  in  der  Mitte. 
Crown  vorn  und  hinten. 
Relative  OiFnung  1 : 4,5. 


rf,  —  14 

>•*  — 

12S,3() 

d,-7 

'•s 

1057,6 

d,-7 

»•i  — 

922,85 

Verkittete  Doppelobjektive. 
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Über  den  Korrekt ionszustand  für  verschiedene  Einfallshöhen  giebt 
die  folgende  Zusammenstellung  eine  Übersicht. 


1 

Einffl.1lRbAhp 

Letzte  Schnittweiten 

1 

Brennweiten  (Sinusbedingung) 

1                 or 

D 

Pi                Y 

1             0 

D 

F^H^\G'-^H,^ 

0 

345,44 

345,12    344,70      344,83 

360,24 

359,92    369,49 

369,60 

"VI 

345,19 

344,99'  344,65 

344,90 

360,00 

369,72 

369,42 

359,64 

"Vi 

246,01 

344,821   344,71 

345,10 

369,94 

359,63 

359,45 

369,80 

40 

344,96 

344,83 

1 

•  344,89 

345,44 

369,77 

369,62 

369,58 

360,05 

241.  Verkittete  Doppelobjektive,  welche  die  Sinusbedingong  erfüllen 
(Abbe,  Harting,  v.  Hoegh).  Die  einfachste  Form  eines  Femrohrob- 
jektivs, das  sphärisch  und  chromatisch  korrigiert  ist,  wird  durch  ein 
verkittetes  Doppelobjektiv  repräsentiert.  Mittels  der  drei  verfügbaren 
Radien  lassen  sich  jedoch  nur  die  Bedingungen  I  bis  III  erfüllen,  wie 
dies  ja  auch  schon  z.  B.  Euler  und  Elügel  gethan.  Es  hat  nun  einen 
besonderen  Beiz,  zu  versuchen,  ob  man  nicht  durch  Variation  der 
Glassorten  unter  den  vielen  möglichen  Objektiven  diejenigen  heraus- 
finden könnte,  die  gleichzeitig  noch  die  Bedingung  V,  d.  h.  die  Sinus- 
bedingung erfüllen. 

Auf  Anregung  Abbe's  hat  H.  Harting  eine  dahingehende  genaue 
Untersuchung  angestellt.  Da  die  Brechungsexponenten  nicht  in  dem 
Sinne  wie  die  Radien  als  Eonstruktionselemente  aufgefafst  werden 
können,  da  sie  sich  nicht  kontinuierlich  variieren  lassen,  so  wurde  die 
Rechnung  nach  einem  eigenartigen  —  von  Abbe  angegebenen  —  Plan 
durchgeführt. 

.  Es  wurde  eine  gröfsere  Anzahl  von  zweifach  verkitteten  *  Objek- 
tiven berechnet,  welche  die  Bedingungen  1, 11  und  V  erfüllten,  indem 
man  zunächst  willkürliche  (aber  natürlich  mögliche)  Brechungsexpo- 
nenten für  n^  und  n^  annahm.  Die  Berechnung  geschah  auf  Grund 
der  Bedingungen,  wie  sie  Gleichung  (15)  S.  129  und  Gleichung  (VI) 
S.  178  formuliert  sind.  Nachträglich  wurde  dann  für  jedes  Doppel- 
objektiv das  Verhältnis 


dn 


Crown 


festgestellt,  für  welche  das  Objektiv  achromatisch  ist.  Schliefslich 
wurde  unter  den  vorhandenen  Gläsern  (nach  dem  Jenaer  Produktions- 
verzeichnis) Musterung  gehalten,  um  herauszufinden,  welche  Glassorten 
dieser  letztem  Bedingung  entsprachen. 

Die  Resultate  dieser  sehr  dankenswerten  Arbeit  hat  H.  Harting 
in  fünf  Tabellen  gebracht  (Zeitschr.  für  Instrum.  1898,  Heft  12),  welche 
wir  anbei  folgen  lassen. 

21* 
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Der  Gebrauch  dieser  Tabelle  ist  aufserordentlich  einfacli.  Durch 
eine  freigelassene  Diagonale  ist  jede .  in  eine  rechte  und  linke  Hälfte 
geteilt.  Die  rechte  Hälfte  gilt  für  die  Kombination  „Crown 
voraus",  die  linke  Hälfte  gilt  für  die  Kombination  „Flint 
voraus".  Für  zwei  gegebene  Brechungsexponenten  suche  man  dann 
den  Schnittpunkt  der  ihnen  entsprechenden  Vertikal-  und  Horizontal- 
reihen. Dann  giebt  Tafel  1  den  ersten  Radius,  der  stets  positiv  ist, 
Tafel  2  den  zweiten  Radius,  Tafel  3  den  reciproken  Wert  des  dritten 

Radius  und  Tafel  5  den  Wert  von  3 —.  für  welchen   das   gefun- 

dene   Objektiv  achromatisch   ist.     Tafel  4  giebt  die  Crownglasdicke, 
deren  Hälfte  die  zugehörige  Flinl^lasdicke  ist. 
Beispiel  1.     (Crown  voraus.) 

Es   sei  Wcrown  =  1;59, 
WFlint     =  1,62. 

Aus  Tabelle  I     ergiebt  sich  r^  =       0,646. 

II         „         „    r,  =  - 0,294. 


79  }j 


HI        „         „    i  = -0,310. 


U 


IV  „         „     Crownglasdicke  0,026. 

V  -  ^''^*   1  fi9 

Die  Flintglasdicke  ist  0,013. 
Brennweite  jP=  1. 

Das  ermittelte   System  ist  also  achromatisch,  wenn  t — ^"  den 

Wert  1,61  hat.     Zugleich  ist  dann  das  Objektiv  sphärisch  korrigiert 
und  erfüllt  die  Sinusbedingung. 
Beispiel  2.     (Flint  voraus.) 

Es   sei  WFlint  =  1,61    und   Wcrown  =  1,51. 

Die  Tabellen  liefern: 


»•1 

0,438, 

^i 

0,232, 

1 

»•» 

«'»Flint 
«'«Crown 

0,066, 
2,18. 

Die  Dicken  der  Flint-  und  Crownlinse  sind  0,009  und  0,017. 

Nach  einer  Durchmusterung  des  Schottschen  Glaskatalogs  kommt 
Harting  zu  den  folgenden  Schlüssen: 

Die  alten  Silikat-Crowngläser  lassen  sich  in  dem  hier  geforderten 
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Sinne  mit  den  gewöhnlichen  Blei -Silikat-Flintgläsern  nicht  kombi- 
nieren. Dagegen  findet  man  für  die  folgenden  vier  neuen  Gläser 
passende  Silikat-Flintgläser,  wenn  dn  ==  riy  —  nc  ist. 

1.  0.  225  leichtes  Phosphat-Crown;  n  =  1,5159;  dn  =  0,00737, 
läl'st  sich  kombinieren  mit  einem  Blei-Silikat-Flint  von  n  =  1,595  bis 
1,H0().     (Vorsicht  wegen  der  Empfindlichkeit  des  Phosphatglases.) 

2.  0.  802  Borosilikat-Crown;  w  =  1,4967;  dn  =  0,00765  mit  Blei- 
Silikat-Flint  von  n  =  1,655. 

3.  0.  144  Borosilikat-Crown;  n  =  1,5100;  dn  =  0,00797  mit 
einem  etwas  stärker  als  0.  102  brechenden  Blei-Silikat-Flint  von 
n  =  1,55. 

4.0.211  schweres  Baryum-Silikat-Crown;w=  1,5716;  rfw=0,00995 
mit  allen  Blei-Silikat-Flintgläsem  von  1,60  bis  1,66. 

5.  Ein  schweres  Baryum-Silikat-Crown  von  n  =  1,5899  und 
dn  =  0,0097  mit  dem  Baryt- Flint  0.  748  von  n  =  1,6235  und 
dn  =  0,01599. 

Hierzu  aus  den  Tafeln  die  Radien 

Crown  voraus:  Flint  voraus: 
r,  =  64,()  t\  =  52,2 

d^  =  2,4  r?i  =  1,1 

r2==  — 30,2  r,  =  19,9 

d,  =  1,2  d,  =  2,1 

r^  =  —  310  rj  =  2000. 

6.  Quarz  mit  no  =  1,5444  für  den  ordinären  Strahl  und  dn  = 
0,0078  läfst  sich  kombinieren  mit  0.  848,  0.  230,  0.  164. 

Achromatische  verkittete  Doppelobjektive,  die  frei  von  sphärischer 
Aberration  sind  und  der  Sinusbedingung  genügen,  sind  auch  von 
Emil  V.  Hoegh,  Leiter  des  llecheninstituts  der  Firma  C.  P.  Goerz  in 
Friedenau,  mit  Erfolg  konstruiert  worden.  In  der  deutschen  Patent- 
schrift Nr.  104343  (vom  März  1897)  sind  durch  von  Hoegh  nach  den 
Moser'schen  Formeln  (§  238)  eine  Reihe  von  Femrohrobjektiven  be 
rechnet,  bestehend  aus  einer  vorderen  bikonvexen  Crownlinse  und  einem 
negativen  Flintmeniskus.  Diese  Objektive  sind  sphärisch  und  achro- 
matisch korrigiert  und  genügen  der  Sinusbedingung,  die  beiden  Einzel- 
linsen lassen  sich  jedoch  nicht  verkitten,  weil  der  zweite  Radius  der 
Crownlinse  im  allgemeinen  kleiner  ist  als  der  angrenzende  der  Flintlinse. 
Unter  Konstanterhaltung  der  i/ -Werte  für  beide  Glassorten  ist  dort  eine 
Tabelle  berechnet,  indem  der  mittlere  Brechungsexponent  des  Crown 
von  n^  =  1,52  an  successive  um  0,01  gesteigert  wird,  während  für  das 
Flint  der  Brechungsexponent  n^=^lfi2  beständig  beibehalten  wird. 
Die  Tabelle  läfst  nun  deutlich  erkennen,  dafs  die  in  Frage  kommen- 
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den  Radien  mit  steigendem  «^  sich  einander  nähern  und  für  w^  =  1,58 
nahezu  zusammenfallen.  Bei  weiterer  Steigerung  von  n^  erhält  dann 
sogar  die  Flintlinse  den  kleineren  Radius.  Für  v^  =  57,  Vj  =  ^^? 
#ni  =  1,58,  n^  =  1,62  ergeben  sich  die  Radien:  r^  =  153,29,  r^  =  —  77,07, 
r^  =  —  77,09,  r4  =  —  689,81  bei  einer  Brennweite  des  resultierenden 
Objektivs  von  240.  Glassorten  von  der  hier  geforderten  optischen 
Eigenschaften  werden  aber  seit  Jahren  fabrikmäfsig  hergestellt. 

Später  hat  v.  Hoegh  die  hier  in  Frage  kommenden  Verhältnisse 
einer  mathematischen  Diskussion  unterzogen  („Zeitschr.  für  Instru- 
mentenkunde'' 1899  Februar).  Er  stellt  sich  zunächst  die  Aufgabe, 
für  ein  verkittetes  Doppelobjektiv,  das  von  sphärischer  Abweichung 
frei  ist  und  der  Sinusbedingung  genügt,  für  eine  einzige  Linie  des 
Spektrums,  d.  h.  unter  Aufserachtlassung  der  Dispersion,  eine  allge- 
meine algebraische  Formel  zu  finden.  Bei  dem  hierbei  notwendig 
werdenden  Eliminationsverfahren  treten  im  allgemeinen  aufserordent^ 
lieh  komplizierte  algebraische  Ausdrücke  auf;  diese  Schwierigkeiten 
überwindet  v.  Hoegh  dadurch,  dafs  er  als  Unbekannte  die  reziproke 
Brennweite  der  ersten  Linse  einführt,  wodurch  er,  wie  auch  Harting 
früher  schon  zu  einer  Gleichung  5**"  Grades  gelangt.  Seine  Formeln 
gestatten  nicht  nur  die  Anwendung  auf  ein  Femrohrobjektiv,  sondern 
auf  ein  beliebiges  Paar  konjugierter  Punkte  und  für  positive  und  ne- 
gative Brennweite  des  Gesammtsystems. 

Sind 

Qy  Qu  Q2  die  reziproken  Werte  der  Krümmungshalb- 
messer, 

h  =  (^1  —  1)  ((>  —  Qi)    ]   die   reziproken  Werte   der   Brennweiten   der 

Einzellinsen, 

n^,  n^  die  Brechungsindices, 

tTq,  %"  die  reziproken  Werte  für  die  Abstände  der 
konjugierten  Punkte  vom  Objektiv, 

9  die  Brennweite  des  Objektivs, 
so  ergiebt  sich  für  l^  folgende  Gleichung  5*®**  Grades: 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dafs  ;r'",  die  Entfernung  des  Bildpunktes  vom 
Objektiv,  entsprechend  der  Zähl  weise  des  §  118  negativ  in  Rechnung 
gezogen  ist,  so  dafs  also  die  Grundgleichung  zwischen  jIq  und  %*'  die 
Form  hat: 


h  =  i^i  —  1)  (Qi  —  Qi)  . 


6 
4 
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Die  Koefficienten  M,  Nq  u.  s.  w.    enthalten   nur   die   Brechungs- 
indices  n^  und  w,.     Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

t== 


s  — 

a  — 

nj  —  1 

ß  = 

2n,  +  1 

y  — 

n,+  1 

so  ist: 

d  — 

M  — 

8t^ 

t  = 


Vi 


(n,  - 

1 

1) 

2  m, 

1 

n,  - 

-  1 

1 

n,  - 

i 

4 

n,*  + 

3  m, 

+ 

2 

1 

(w, - 

-1) 

3nj8 

+  2  h, 

+_ 

1 

«,(«,    —    1) 


N,  =  d«»s^  +  st{\  +  ^l  j)  -  <«  ^  iV,  =  -  sH 

Oo  =  — a/Js»  +  sfay  +  y*^  +  2aV*s  — y*f<  Oi  =  — 2as»  — tfs< 

P,  =  a*s^  -\-ris-\-»t  P, = «s«— 2  /5s  4-  <^^, 

Qo  =  ßas  Qi  =  ßs 

Bo  =  at  Rt  =  R^ 1. 

Hat  man  aus  der  obigen  Gleichung  füufken  Grades  einen  Wert 
von  l^  bestimmt,  so  ergiebt  sich  sofort  li  =  (p  —  li  und  die  reziproken 
Radien  sind  aus  der  Formel  zu  bestimmen: 


Ci  =  «0  +  ^1  — 


7  !?LiLi  +  /  üd-i 


W  l 


P2=P1 


h 


«2    -    1 


Wir  wollen  nun  nach  der  v.  Hoegh'schen  Formel  einige  Rechnungs- 
beispiele durchführen  und  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  unter 
Zugrundelegung  der  Brechungsindices  n^  =  1,51  und  «j  =  1,62  ein 
Femrohrobjektiv  zu  berechnen.  Da  in  diesem  Falle  das  Objekt  gegen- 
über der  Brennweite  als  unendlich  grofs  angenommen  werden  kann, 
so  können  wir  ^^=0  setzen,  und  erhalten  so,  wenn  wir  noch  die 
Brennweite  als  Mafseinheit  wählen,  also  9,  ihren  reziproken  Wert 
=  1  setzen,  als  Bedingung  für  die  Annullierung  der  sphärischen  Ab- 
weichung und  der  Sinusfehler  folgende  Gleichung: 

—  0,002  2247 1,^  —  0,171 0400  ?/  —  1,334  9172 1,^  +  2,295  7616 1,^ 

+  0,803  5228  Z^  +  4,214  3577  =  0. 
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Eine  brauchbare  Wurzel  dieser  Gleichung  ist: 

?!  =  +  2,117  632,  mithin,  da  Z^  +  i^  =  9  =  1 : 

?3  =  — 1,117  632. 

Wie  wir  S.  203  sahen,  ist  die  Bedingung  der  Achromasie  für  ein 
System  zweier  in  Eontakt  befindlichen  Linsen  mit  den  Brennweiten 
/i  und  f^  durch  die  Gleichung  Vi/i  +  Vg/i  =  0  gegeben;  führt  man 
die  reziproken  Brennweiten  l^  und  I2  ein,  so  wird  diese  Gleichung: 

Nehmen  wir  die  Dispersion  des  einen  Glases  als  bekannt  an,  so 
ergiebt  sich  auch  ohne  weiteres  diejenige  Dispersion,  welche  dem 
andern  Glase  eigentümlich  sein  muTs,  damit  das  Objektiv  für  die 
Farben  C  und  F  gleiche  Brennweite  erhält.  Setzen  wir  für  das 
Flintglas  von  der  Brechung  1,62  den  Wert  v^  =  36,2,  wofür  uns  die 
Glasarten  der  Jenenser  Produktionsstätte  einen  Anhalt  bieten  (vgl. 
Nr.  36  des  Katalogs),  so  finden  wir  für  t/^  den  Wert  68,6.  Ein 
Crownglas  von  der  Brechung  1,51  und  dem  v-Werte  68,6  ist  in  der 
Schottschen  Liste  nicht  enthalten;  das  unter  Zugrundelegung  der 
Brechungsexponentendifferenz  1,62  — 1,51=0,11  aplanatisch  korrigierte 
Objektiv  führt  daher  auf  ungünstige  Bedingungen  für  die  Herbei- 
führung der  Achromasie,  wir  verzichten  daher  darauf,  die  Berechnung 
zu  Ende  zu  führen,  d.  h.  die  Krümmungen  der  Flächen  rechnerisch 
festzulegen,  und  wenden  uns  zu  der  Aufgabe,  unter  Zugrundelegung 
einer  erheblich  geringeren  Brechungsexponentendifferenz  die  beiden 
sphärischen  Fehler  zu  kompensieren  und  werden  dann  sehen,  ob  die 
Bedingungen  zur  Achromatisierung  des  Objektives  günstiger  geworden 
sind  oder  nicht. 

Wir  wählen  zu  diesem  Zwecke  für  das  Crownglas  die  Brechung 
1,58,  für  das  Flint  wieder  die  Brechung  1,62  und  erhalten  mit  diesen 
Werten  für  die  v.  Hoegh'sche  Gleichung  die  folgende  veränderte  Form: 

0,000  07754 1^^  —  0,017  2257  Z/  —  0,457  6810  Z^»  +  0,678  1701 1^^ 

-f  0,249  2450  /^  +  4,214  3577  =  0 

nebst  der  Wurzel  l^  =       2,696  954 

und  k=—  1,696  954 

mithin  ergiebt  sich,  wenn  wir  für  v^  wieder  den  für  das  Flintglas 
Nr.  36  gegebenen  Werth  36,2  einsetzen,  nach  leicht  auszuführender 
Rechnung  für  die  relative  Dispersion  des  Crownglases  Vy^  =  57,5,  ein 
Wert,  welcher  erheblich  niedriger  liegt  als  derjenige,  welcher  sich 
oben  ergeben  hatte.  Wir  sehen  somit,  dafs,  während  bei  einer 
Differenz  der  Brechungsexponenten  von  1,62  —  1,51  =  0,11  zur  Achro- 
matisierung des  Objektivs  eine  v- Differenz  beider  Glasarten  von 
68,6  —  36,2  =  32,4  erforderlich  wird,  bei  der  Differenz  der  Brechungs- 
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exponenten  von  1,62  — 1,58  =  0,04  dagegen  die  erheblicli  geringere 
i/-DiflFerenz  von  57,5  —  36,2  ==21,3  zur  Achromatisierung  ausreicht. 
Unter  den  Gläsern  der  Schottsciien  Produktionsliste  kommt  das  Glas 
Nr.  16,  das  schwere  Baryumsilikatcrown,  den  nach  unserer  Rechnung 
erforderlichen  optischen  Eigenschaften  sehr  nahe  und  in  der  That 
werden  die  Fernrohrobjektive  der  Goerz'schen  Prismenfemrohre  aus 
diesem  Glasmaterial  hergestellt. 

Die  Krümmungsradien  des  Objektivs  ergeben  sich,  da  l^  und  ?, 
bekannt,  nunmehr  ohne  Schwierigkeit  (ihrem  reziproken  Werte  nach) 
aus  den  Formeln  (A)  dieses  §,  wir  finden: 

^  =  -f  1,565  904 
p^  =  _  3,084016 
Q2  =  —  0,346  993. 

Das  Objektiv  hat  danach  äufserlich  die  Form  einer  Bikonvex- 
linse, deren  stärkere  Krümmung  dem  einfallenden  Lichte  (dem  Objekt) 
zugewendet  ist,  während  die  verkitteten  Innenflächen  ungefähr  doppelt 
so  starke  Krümmung  aufweisen  als  die  Frontfläche. 

242.  Die  astigmatischen  Bildflächen  bei  Fernrohrobjektiven.  Die 
in  §  237  aufgestellten  Bedingungen  VI  und  VU  lassen  sich  für  Fem- 
rohrobjektive nicht  vollständig  erfüllen,  wenigstens  nicht,  wenn  man 
die  Dicken  des  Systems  vernachlässigt,  und  annimmt,  dafs  sich  alle 
Hauptstrahlen  im  gemeinsamen  Scheitel  kreuzen;  denn  nach  §  182 
bleibt  in  diesem  Fcdle  für  ein  ebenes  Objekt  immer  eine  nicht  weg- 
zuschaffende Krümmung  sowohl  der  meridionalen  wie  der  sagittalen 
Bildfläche  bestehen.  Durch  Variation  der  Glassorten  lassen  sich  zwar 
ein  wenig  günstigere  Verhältnisse  herbeiführen,  als  man  sie  bei  den 
gewöhnlichen  Objektiven  findet,  doch  sind  die  Änderungen  zu  minimal, 
als  dafs  sie  für  die  Praxis  von  Bedeutung  sein  könnten.  (Vergl. 
H.  Harting:  Ueber  Astigmatismus  und  Bildfeldwölbung  bei  astrono- 
mischen Fernrohrobjektiven.  Zeitschr.  für  Instr.  1889,  Heft  5.)  Da 
das  objektseitige  Gesichtsfeld  bei  Femrohren  fast  immer  nur  wenige 
Grade  und  meist  darunter  beträgt,  so  machen  sich  die  astigmatischen 
Fehler  bei  sonst  genügender  Korrektion  übrigens  kaum  bemerkbar. 

243.  Verwendung  nicht-sphärischer  Flächen.  Zur  Aufhebung  der 
Fehlerreste  wandte  schon  Alvan  Clark  bei  grofsen  astronomischen  Ob- 
jektiven nicht-sphärische  Flächen  an,  indem  er  auf  empirischem  Wege 
die  vierte  Fläche  zonenweise  solange  in  ihrer  Krümmung  änderte,  bis 
günstige  Resultate  sich  herausstellten.  Dasselbe  Prinzip  —  aber  auf 
strenge  Rechnung  gegründet  —  brachte  auch  H.  Schröder  bei  der 
Ausführung  seiner  Objektive  in  Anwendung  (Zeitschr.  f.  Instr.  1892, 
Maiheft).  In  neuester  Zeit  hat  Zeifs  in  Jena  ein  Patent  genommen 
(D.  R.  P.  119915)  auf  ein  Linsensystem  mit  Korrektion  der  Ab- 
weichungen schiefer  Bündel,  dessen  Anspruch  ist: 
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,^in  Linsensystem  zur  Erzeugung  optischer  Bilder,  bei  dem  eine 
oder  mehrere  Flächen  durch  die  von  den  seitlichen  Objektpunkten 
herrührenden  Strahlenbüschel  (die  schiefen  Büschel)  an  anderen 
Stellen  durchdrungen  werden  als  durch  das  axis^le  Büschel,  dadurch 
gekennzeichnet,  dafs  zur  Korrektion  der  Abweichungen  der  schiefen 
Büschel  mindestens  eine  dieser  Linsenfiächen  eine  Krümmung  besitzt^ 
die  sich  vom  Scheitel  nach  dem  Rande  hin  stetig  ändert,  also  min- 
destens eine  dieser  Flächen  eine  Abweichung  von  der  Kugelgestalt 
zeigt,  wie  sie  in  ähnlicher  Form,  aber  unter  andersartigen  Verhält- 
nissen, zu  Korrekturzwecken  bekannt  ist." 

Nach  der  Beschreibung  soll  jedoch  die  neue  Methode  weniger 
Femrohrobjektiven,  sondern  vielmehr  Okularen  und  weitwinkligen 
photographischen  Objektiven  zugute  kommen. 


C.  Okulare. 


244.  Das  astronomisclLe  Okular  im  allgemeinen.     In  Fig.  170  ist 
ein  positives  Okular  dargestellt,   d.  h.  ein  Okular,   dessen  Austritts- 


Fig.  170. 

pupille  Ä'P''B"  reell  vorhanden  ist  mit  dem  Radius  p.  In  fast 
allen  Fällen  der  Praxis  ist  die  {E,P)  des  Fernrohrs  der  Rand  des  Ob- 
jektivs selbst  und  fällt  also  hier  mit  der  wirksamen  Blende  zusammen. 
Bei  der  Abbildung  der  {E,F)  durch  das  ganze  System  (nach  der 
Bildseite  hin)  kommt  das  Objektiv  als  optisch  wirksamer  Bestandteil 
meist  gamicht  in  Betracht,  weil  die  {E.F)  dem  ersten  Hauptpunkt 
des  Objektivs  meist  sehr  nahe  liegt.  Vom  Okular  liegt  dagegen  die 
(E.P)  d.  h.  der  Rand  des  Objektivs  so  weit  entfernt,  dafs  man  praktisch 
die  {A.F)  als  in  der  hinteren  Okularbrennweifce  liegend  ansehen  kann. 
Diese  Annahme  wollen  wir  jetzt  machen.  Hieraus  folgt  dann  sofort, 
dafs  man  den  Hauptstrahl  Sy  des  Bündels  aSß  in  erster  Annäherung 
als  zur  optischen  Achse  parallel  laufend  ansehen  kann. 

Es  wird  nun  unsere  Aufgabe  sein,  diejenigen  Bedingungen  näher 
zu  präzisieren,  die  bei  der  Konstruktion  des  Okulars  in  erster  Linie  er- 
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füllt  werden  müssen.  In  Fig.  170  sei  F  der  objektivseitige  und  nach 
der  eben  gemachten  Annahme  P"  der  bildseitige  Brennpunkt.  In  F 
wollen  wir  uns  eine  kreisförmige  Blende  denken^  deren  Halbmesser 
FS  =  z  sei,  und  wollen  z  den  Badius  der  „Blendenöfihung''  nennen. 
Diese  Ofi&iung  hat  nichts  mit  der  wahren  Ofinung  zu  thun,  von 
welcher  die  Dicke  der  die  Abbildung  vermittelnden  Bündel  abhängt. 
Diese  letztere  ist  vielmehr  die  {A.F)  mit  dem  Durchmesser  Ä'JS'  =  2j/, 
die  zugleich  als  Augenort  aufgefafst  werden  mufs. 

245.  Orthoskople.  Damit  nun  das  Okular  die  Objekte  un verzerrt 
wiedergiebt,  mufs  der  Augenort  P"  ein  orthoskopischer  Punkt  sein, 
dem  als  zugeordneter  Punkt  der  Mittelpunkt  der  {F.F)  entspricht. 
Nennen  wir  die  Winkel,  die  ein  Hauptstrahl  im  Objektraum  und 
Bildraum  mit  der  Achse  bildet,  o  und  ca',  so  mufs  also  für  alle 
Neigungen  innerhalb  der  Blendenöffiiung  die  bekannte  Beziehung: 

(1)  Y  =  -'  4 

^  ^  tgw  n      p 

bestehen.     Unter  der  Voraussetzung,  dafs  der  Hauptstrahl  das  dümie 
Objektiv  im  Scheitel  durchschneidet,  ist  nun: 

wo  F  die  Objektivbrennweite  ist.  Beachtet  man  noch  die  hier  gültigen 
Beziehungen:  n  =  n    und 

wenn  f  die  Okularbrenn weite  bedeutet,  so  hat  man  aus   (1) 
(la)  tga)'=y. 

Diese  Gleichung  ist  aber  nichts  weiter,  wie  die  Definitionsgleichung 
für  die  Okularbrennweite  im  Sinne  der  allgemeinen  Abbildungstheorie. 
Man  erkennt  hieraus,  dafs  die  Orthoskopie  eines  Femrohrs  gamicht 
vom  Objektiv,  sondern  nur  vom  Okular  abhängt.  Denkt  man  sich 
nun  einen  ins  Okular  dringenden  Hauptstrahl  Sy,  den  wir  als  achsen- 
paraUel  annehmen,  verlängert,  bis  er  den  zugehörigen  austretenden 
Strahl  /P"  in  einem  Punkte  H  schneidet  und  fallen  von  H  das  Lot 
HIT2  auf  die  Achse,  so  ist  HH^  =  z  und  aus  Fig.  170  folgt: 

.        /  z 

woraus  in  Verbindung  mit  der  letzten  Gleichung  folgt: 

d.  h.  H^  ist  der  zweite  Hauptpunkt  des  Okulars  und  H^  H  stellt  die 
zweite  Hauptebene  dar. 

Wir  haben  also  das  Resultat: 

Damit  ein  Okular  orthoskopisch  ist,  müssen 
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1.  alle  in  die  Blendenöfihung  achsenparallel  einfallenden  Strahlen 
aberrationslos  durch  den  zweiten  Brennpunkt  gehen; 

2.  die  Schnittpunkte  aller  achsenparallel  in  die  Blendenöffiiung 
einfallenden  Strahlen  mit  den  austretenden  Strahlen  müssen  in  einer 
achsensenkrechten  Ebene  (zweite  Hauptebene  des  Okulars)  liegen. 

Man  yergleiche  den  charakteristischen  Unterschied  zwischen  den 
Bedingungen^  die  ein  Okular  und  die  ein  Objektiv  erfüllen  mufs 
(§  233). 

246.  Sphärische  Aberration  und  Astigmatismus.  Die  Forderungen 
der  Orthoskopie  bezogen  sich  nur  auf  die  Lagenverhältnisse  der 
Hauptstrahlen;  hiervon  ist  unabhängig  der  sphärische  Eorrektions- 
zustand  der  ehizelnen  die  Abbildung  herbeiführenden  Bündel.  Der 
verhältnismäfsig  dünne  Strahlencylinder  aA''ß'S\  der  dem  Punkte 
S  des  Objektivbildes  in  der  Fokalebene  entspricht,  durchdringt  unter 
endlicher  Neigung  zur  optischen  Achse  die  AustrittspupiUe.  Er  wird 
mit  Aberration  behaftet  sein,  die  sich  hier  in  der  Form  von  Astig- 
matismus zeigt.  Die  Strahlen  aA"  und  /3'jB"  (Fig.  170)  im  Meridionrf- 
schnitt  werden  einander  nicht  streng  parallel  sein,  sondern  einen 
primären  Bildpunkt  mit  zugehöriger  Brennlinie  bilden.  Ebenso  werden 
die  Sagittalstrahlen,  die  von  S  aus  über  und  unter  der  Papierebene 
laufen,  einen  sekundären  Bildpunkt  und  damit  auch  eine  homocentrische 
Di£ferenz  erzeugen.  Der  Astigmatismus  wäre  gehoben,  wenn  die 
Strahlen  des  austretenden  Bündels,  wie  im  Falle  von  Parazialstrahlen, 
unter  sich  streng  parallel  wären.  Die  Feststellung  der  besonderen 
Art  der  astigmatischen  Deformation,  die  von  den  Radien,  Entfernungen 
und  Brechungsexponenten  abhängt,  hat  nach  den  Vorschriften  des 
§  129  zu  erfolgen.  Eine  allgemeine  analytische  Entwicklung  für  ein 
beliebiges  centriertes  System  würde  jedoch  aufserordentlich  kompli- 
zierte und  schwer  zu  übersehende  Formeln  liefern,  so  dafs  man  auch 
hier  die  Orientierung  mittels  trigonometrischer  Durchrechnung  in  jedem 
speziellen  Falle  vorziehen  wird.  Bemerken  wollen  wir  hier  noch,  dafs 
in  dem  §  129  die  astigmatischen  Bündel  als  unendlich  dünn  voraus- 
gesetzt sind,  eine  Voraussetzung,  die  natürlich  in  der  Praxis  nicht 
zutrifft.  Die  hier  in  Frage  kommenden  Bündel  haben  allerdings  fast 
immer  sehr  kleine  Querschnitte,  die  höchstens  die  Gröfse  der  Aus- 
trittspupiUe erreichen,  so  dafs  die  früher  gemachten  Annahmen  über 
die  „Dünne"  der  Bündel  eine  praktisch  genügende  Annäherung  an 
die  Wahrheit  bedeuten.  Streng  zu  beachten  ist,  dafs  für  die  Orthos- 
kopie von  der  Objektseite  her  parallel  einfallende  Strahlen  in  Frage 
kommen,  während  für  die  Aufhebung  der  sphärischen  Korrektion  und 
des  Astigmatismus  die  Lichtbündel  von  der  anderen  Seite  her  parallel- 
strahlig  einfallend  anzunehmen  sind. 

247.  Farbenkorrektion.  Viel  mehr  in  die  Augen  springend  wie 
die  astigmatischen  Fehler  sind  bei  einem  Okular  die  durch  Dispersion 

Gleichen,  optische  Abbildungtlehre.  22 


338  Siebzehntee  Kapitel:  Fernrohre. 

hervorgebrachten  Schäden,  weshalb  man  die  letzteren  vor  allen  be- 
seitigen mufs. 

In  Fig.  170  sei  das  vom  Objektiv  entworfene  Bild  8F=^z  voll- 
ständig achromatisch.  Infolge  der  Brechung  durch  das  Okular  wird 
der  Punkt  8  (der  Endpunkt  des  linearen  Bildes  SF)  für  die  ver- 
schiedenenen  Farben  des  Spektrums  dem  Auge  in  P"  unter  verschie- 
denen Winkeln  &  erscheinen.  Das  Bild  von  z  im  menschlichen  Auge 
wird  also  einen  farbigen  Rand  zeigen. 

Soll  dieser  verschwinden  ^  sollen  also  die  farbigen  Bilder  sich 
genau  überdecken,  so  müssen  die  sämtlichen  Winkel  &  für  die  ver- 
schiedenen Farben  einander  gleich  werden.  Nennt  man  diese  Winkel 
der  Reihe  nach  für  die  verschiedenen  Farben  co/,  Og', . !  o„',  so  ist  die 
Bedingung  für  die  Achromasie 

oder,  wenn  man  nach  Gl.  (la)  S.  336  die  den  verschiedenen  Farben 

zugehörigen  Brennweiten  /i,^;-«/),  einführt,   da  e  für   alle  Farben 

konstant  angenommen  ist, 

1  ^  1  _        1^ 

fi~ft  fn 

oder: 

Meist  begnügt  man  sich,  wie  wir  sahen,  damit,  die  Differenz  der 
Brennweiten  für  zwei  Farben  auf  Null  zu  bringen,  so  dafs  man  hat, 
wenn  man  diese  Differenz  durch  ein  vorgesetztes  d  bezeichnet,  als 
Bedingung  für  die  Acbromasie: 

(2)  df=0. 

248.  Bildwölbung.  Was  die  Bild  Wölbung  anbetrifft,  so  mob 
diese  nach  den  Formeln  des  §  185  beurteilt  werden,  weil  hier  sämt- 
liche Hauptstrahlen  durch  einen  vorgeschriebenen  Punkt  der  optischen 
Achse  gehen.  Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  der  Austrittspupille 
(Punkt  P"  in  Fig.  170).  Allgemeine  Untersuchungen  über  diesen 
Gegenstand  scheinen  bisher  nicht  veröffentlicht  zu  sein. 

249.  Gesichtsfeld.  1.  Die  (KP)  des  Auges  befindet  sich  in  der 
(-4.P)  des  Okulars.  Der  gewöhnliche  Fall  ist  der,  dafs  die  Begrenzung 
des  Gesichtsfeldes  in  der  Fokalebene  des  Okulars  stattfindet  imd  das 
Auge  sich  an  der  Stelle  der  Austrittspupille  befindet.  Sei  in  Fig.  170 
die  Strecke  SF  =  ^r  der  Halbmesser  einer  Blende  und  nennt  man  ß 
den  zugehörigen  halben  Gesichtswinkel,  so  ist  nach  Formel  (la)  S.  336 

(3)  tgÄ'=^. 

der  halbe  scheinbare  Gesichtsfeld winkel,  während  das  halbe  wahre 
Gesichtsfeld  durch  die  Formel 


# 
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dargestellt  wird,  wo  v  die  Vergröfserung  durch  das  Fernrolir  bedeutet. 
Findet  die  Begrenzung  des  Gesichtsfeldes  nicht  in  der  Fokalebene, 
sondern  an  einer  andern  Stelle  statt,  so  tritt,  wie  wir  schon  oben 
bemerkt  haben,  am  Rande  des  Gesichtsfeldes  eine  Zone  abnehmen- 
der Helligkeit  ein,  indem  von  den  Kandbündeln  nur  noch  ein  Bruch- 
teil in  die  Austrittspupille  gelangt. 

.  250.  Okulare  ans  zwei  Linsen.  Unter  dem  Namen  „astronomische 
Okulare^'  sind  Kombinationen  aus  zwei  Linsen  in  der  Praxis  gebmuch- 
lich,  die  den  oben  aufgestellten  Forderungen  innerhalb  ziemlich  weiter 
Grenzen  genügen.  Nimmt  man  die  Linsen  als  sehr  dünn  an  und  be- 
zeichnet ihre  Brennweiten  mit  f^  und  /i,  ihre  Entfernung  von  ein- 
ander mit  e,  so  ist  die 
Brennweite  f  der  Kombi- 
nation nach  §  104  be- 
stimmt durch  die  Glei- 
chung: 


(4a)    -=--  +  --- 


C  B     \    B 


V 


f. 


f        f\        /«        f\  f%  Kollektiv      Äugenglas 

Sind  die  beiden  Linsen  Pig.  171. 

von  gleichem  Brechungs- 
exponenten, so  wird  die  Bedingung  für  die  Achromasie:  df=0  oder 

(5)  e=t..+  /i. 

Diese  Okulare  werden  für  Mikroskope  und  Femrohre  gebraucht, 
sie  kehren  das  vom  Objektiv  entworfene  Bild  nicht  um,  zeigen  also 
bei  den  Objektiven  gewöhnlicher  Art  umgekehrte  Bilder,  eine  Er- 
scheinung, die  für  die  Beobachtung  mikroskopischer  oder  astrono- 
mischer Objekte  ohne  Belang  ist^  für  terrestrische  Beobachtungen  da- 
gegen aufserordentlich  störend  wäre.  Für  letztere  Zwecke  muTs  des- 
halb noch  ein  bildumkehrendes  System  eingeschaltet  werden. 

Von  astronomischen  Okularen  unterscheidet  man  besonders  zwei 
Formen: 

1.  Huygens'sches  Okular  (ohne  Grund  auch  Campaüisches  Okular 
genannt).  Es  ist  zuerst  angegeben  von  dem  berühmten  Physiker 
Huyghens  und  ist  bestimmt  durch  die  Bedingung  f^  ==  2f^.    Da  diese 

3  f 

Brennweiten  der  Gleichung  (5)  genügen  müssen,  so  wird  e  ==  — -  • 

Die  Linsen  sind  im  allgemeinen  plankonvex  und  wenden  ihre 
konvexe  Seite  dem  Objektiv  zu.  Die  schwächer  gekrümmte  Linse  A 
mit  der  Brennweite  /i  nennt  man  auch  Kollektiv,  die  andere  (in 
Fig.  171  bei  B)  wollen  wir  Augenlinse  nennen. 

Setzt  man  die  Werte  für  f[  und  e  in  die  Gleichung  für  die  Ge- 
samtbrenn weite  f  (Gl.  4a)  ein,  so  wird: 

22» 
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oder:  /» ^  /•  ^  /• 

Vergleicht  man  diese  Brennweite  f  mit  derjenigen  der  Bestand- 
teile^  so  sieht  man^  dafs  das  Huyghenssche  Okular  in  seiner  yer- 
gröfsemden  Wirkung  zwischen  der  Einzelwirkung  der  beiden  Linsen 
A  und  B  liegt. 

Befindet  sich  das  Okular  sehfertig  an  dem  Tubus  eines  Femrohrs, 
so  müssen  die  Strahlenbündel  aus  dem  Augenglase  als  Cylinder  aus- 
treten. Das  Objektivbild  mufs  sich  also  in  der  vorderen  (objekt- 
seitigen)  Brennebene  des  Okulars  befinden.  Die  Lage  dieser  Brenn- 
ebene, welche  die  Achse  in  F  schneiden  soll,  wollen  wir  jetzt  fest- 
stellen. Wir  denken  uns  zu  dem  Zweck  den  Strahlengang  umgekehrt 
und  betrachten  ein  Objekt,  das  auf  der  Bildseite  (in  Fig.  171  rechts) 
im  unendlichen    sich   befindet   und    also   parallele  Strahlen   auf  das 

Augenglas  sendet.    Diese  werden  zunächst  im  Punkte  C  vereinigt,  so 

f 
dafs  BC  =  /i,  CA  also  =  e  —  ^  =  ^  ist.    Um  nun  das  Bild  D  von 

C\  erzeugt  durch  das  Kollektiv,  zu  finden,  hat  man  nach  den  Regeb 
über  dünne  Linsen: 

fi        AG  ^  AD 

Ä  ~  Ä  "*"  AI) 

if,        U^  AD 
tT\  2    ,  4  f 

AD=-  .^f, 9  ^  =  -2- 

Der  Punkt  D,  der  objektseitige  Brennpunkt  des  Okulars,  und 
damit  auch  die  zugehörige  Brennebene ;  in  der  das  Objektivbild  ent- 
worfen werden  mufs,  liegt  hier  also  zwischen  den  beiden  Linsen. 
An  dieser  Stelle  ist  auch  die  Gesichtsfeldblende  anzubringen.  Der 
Augenpunkt  P  (Fig.  171),  d.  i.  der  Mittelpunkt  der  {A,F)y  kann, 
wie  schon  erwähnt,  wegen  der  relativ  grofsen  Entfernung  der  {B.V\ 
d.  h.  des  Objektivrandes,  als  zusammenfallend  mit  dem  hinteren  Brenn- 
punkt des  Okulars  gedacht  werden.  Unter  Voraussetzung  dünner 
Linsen  erhält  man  zu  seiner  Bestimmung  die  Gleichimg 

^''^  e-f\'^  BP        /, ' 

woraus  sich  unter  Berücksichtigung  der  obigen  Beziehungen  ergiebt 

4 


oder: 
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Zusammenfassend  erhalten  wir  also  für  ein  Huygbens'sches  Okular 
von  der  Brennweite  f  die  Angaben: 

Brennweite  des  Kollektivs  =  — /', 

„  der  Augenlinse  =  \-f\ 

Entfernung  der  beiden  Linsen  =     /', 

Augenabstand  von  der  letzten  Linse  =  — Z', 

Abstand  der  Blende  vom  Kollektiv     =  ~-  • 

z 

Die  Linsen  sind  plankonvex  und  wenden  ihre  Planseiten  beide 
dem  Objektiv  zu.     (Fig.  171.) 
2.   Bamsdensches  Okular. 
Beim  Ramsdenschen  Okular  ist  f^  =  f^. 
Demnach  folgt  aus  (5)  ^  =  /i 

und  aus  (4  a)  f=fv 

Für  den  Augenabstand  folgt  aus  der  allgemeingültigen  Formel  (ti) 
der  Wert  Null^  so  dafs  also  das  beobachtende  Auge  sich  im  Scheitel- 
punkt der  Augenlinse  befinden  müfsbe.  Femer  liegt  die  Fokalebene 
des  Okulars^  in  der  sich  das  vom  Objektiv  entworfene  Bil4  befindet; 
in  der  Kollektivlinse  selbst,  sodafs  wir  also  folgende  Daten  erhalten: 
Für  ein  Ramsdensches  Okular  von  der  Brennweite  f  ist: 
die  Brennweite  des  Kollektivs  =/) 

der  Augenlinse  =/; 

die  Entfernung  der  beiden  Linsen  ^=  /) 
Augenabstand  von  der  letzten  Linse  =  0, 
Abstand  der  Blende  vom  Kollektiv     =  0. 

Die  Linsen  sind  plankonvex  und  wenden  ihre  Konvexflächen 
einander  zu. 

In  der  Praxis  verkleinert  man  nun  den  Abstand  der  beiden  Linsen 
ein  wenig.  Dadurch  wird  erreicht,  dafs  die  Fokalebene  aus  dem 
Kollektiv  heraustritt  und  sich  nach  dem  Objektiv  zu  bewegt,  so  dafs 
das  beobachtende  Auge  mit  dem  Bilde  nicht  zugleich  auch  die  sich 
etwa  auf  dem  Kollektiv  ablagernden  Staubteilchen  sieht.  Aufserdem 
wird  hierdurch  der  Vorteil  erreicht,  dafs  der  Augenpunkt  etwas  von 
der  letzten  Linse  abrückt  und  so  dem  beobachtenden  Auge  wirklich 
zu^Lnglich  wird. 

Wie  man  erkennen  wird,  ist  die  Theorie  der  eben  besprochenen 
Okulare  sehr  dürftig.  Abgesehen  von  der  Erfüllung  der  Farben- 
gleichung, ist  gamicht  zu  erkennen,  wieso  die  übrigen  Anforderungen, 
die  man  gemäfs  den  Vorschriften  des  §  245  an  ein  Okular  stellen 
mufs,  hier  realisiert  sind.     Die  Erfahrung  lehrt  jedoch,  dafs  mit  den 
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angegebenen  einfachen  Mitteln  im  ganzen  recht  befiriedigende  Wir- 
kungen erzielt  werden.  Auffallend  ist^  dafs  die  älteren  Mathematiker 
wie  Euler,  Klügel,  Airy  und  Littrow,  so  geringen  Erfolg  mit  ihren 
Rechnungen  über  Okulare  hatten,  während  die  Aufgabe,  brauchbare 
Objektive  zu  konstruieren,  ihren  Bemühungen  gelang.  Allerdings 
mufs  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  die  für  Objektive  gültige  Vor- 
aussetzung, dafs  die  Neigung  der  Strahlen  gegen  die  Achse  gering 
sei,  für  Okulare  ganz  illusorisch  wird  und  dafs  hier  die  Forderung 
der  Orthoskopie  viel  dringender  ist  als  die  der  Hebung  des  Kugel- 
gestaltfehlers. 

251.  Besondere  Oknlartypen.  Ohne  dafs  im  allgemeinen  der  Typus 
des  Huygensschen  und  Bamsdenschen  Okulars  aufgegeben  wäre, 
sind  doch  dahin  mehrfache  Änderungen  gemacht,  da&  die  einfachen 
Plankonvexlinsen  durch  achromatische  Systeme  ersetzt  sind.  Wir  er- 
wähnen: das  sogenannte  orthoskopische  Okular  von  Kellner  (vergl.: 
„Das  orthoskopische  Okular  von  Karl  KeUnör",  Brannschweig  1849) 
mit  achromatischer  Augenlinse  und  einfachem  bikonvexen  Kollektiv. 
Die  Entfernung  beider  Linsen  ist  gleich  der  Brennweite  der  Augenlinse. 

Das  sog.  periskopische  Okular  von  Gundlach  ist  ein  Ramsden- 
sches  Okular  mit  dreifacher  Augenlinse  und  zweifachem  Kollektiv. 

Die  sog.  aplänatischen  Okulare  von  Plössl,  Schieck  u.  a.  bestehen 
aus  plankonvexen  achromatischen  Linsen  und  haben  reellen  Brenn- 
punkt. 

Als  „monocentrische  Okulare"  werden  von  der  Firma  Zeiss  Oku- 
lare empfohlen,  die  nur  aus  einer  dreifach  verkitteten  Linse  bestehen. 

Unter  der  Bezeichnung  „holosterische  Okulare"  wurden  (wohl 
ausschliefslich  für  mikroskopische  Zwecke)  früher  Okulare  verwandt, 
die  aus  einer  einzigen  sehr  dicken  Linse  bestanden,  in  derem  Innern 
sich  die  Fokalebene  befand. 

Wir  setzen  bei  unseren  Betrachtungen  über  die  Okulare  voraus, 
dafs  das  Objektivbild  frei  von  Fehlem  sei,  weil  der  Spielraum  zur 
Aufhebung  der  im  Objektivbild  verbliebenen  Aberrationsreste  durch 
das  Okular  äufserst  gering  ist.  Eine  Ausnahme  machen  die  Kom- 
pensationsokulare  von  Zeiss,  durch  welche  ein  Farbenrest  aufgehoben 
wird,  der  in  den  mikroskophischen  Apochromatsystemen  noch  ver- 
blieben ist.  Dieselben  bestehen,  wenigstens  in  ihren  stärkeren  Nummern, 
aus  einer  plankonvexen  Augenlinse  und  einem  dreifach  verkitteten 
symmetrischen  Kollektiv,  dessen  negative  Mittellinse  aus  Flintglas 
besteht. 

über  Verwendung  nicht  sphärischer  Flächen  vergl.  §  243. 

252.  Das  terrestrisclie  Okular  ans  vier  plankonvexen  Linsen  be- 
stehend. In  Fig.  172  ist  ein  Okular  aus  vier  plankonvexen  Linsen 
mit  den  Scheiteln  8^,8^,  S^  und  S^  (Typus  von  DoUond  und  Fraun- 
hofer).   Da  es  das  Objektivbild  wieder  aufrichtet,  wird  es  für  die  Be- 
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obachtung  irdischer  Objekte  benutzt  und  ^^terrestrisches  Okular^'  genannt. 
Die  Linsen  I  und  II  bilden  das  Umkehrsystem,  die  Linsen  III  und  lY 
bilden  eine  dem  astronomischen  Okular  entsprechende  Kombination. 
Der  Strahlengang  (Fig.  173)  ist  folgender:  Vom  Punkte  a  in  der  dem 
Objektiv  und  Okular  gemeinsamen  Fokalebene,  die  von  der  Achse  in* 
F  durchstofsen  wird,  geht  ein  dünlies  Bündel  aus  mit  der  Haupt- 
achse aß.  Wir  können  auch  hier  wegen  der  relativ  grofsen  Ent- 
fernung des  Objektivs  in  erster  Annäherung  (vergl.  §  244)  aß  parallel 
der  optischen  Achse  annehmen.  Der  durch  I  gebrochene  Hauptstrahl 
schneidet  in  A  (Brennpunkt  von  I)  die  Achse,  wird  bei  y  von  H  ge- 
brochen, verläuft  dann  nahezu  achsenparallel,  bis  er  bei  b  von  III 
gebrochen  wird  und  es  zur  Bildung  des  Bildpunktes  17  kommt,  der  in 
der  Brennebene  der  letzten  Linse  IV  liegt.  Das  von  a  kommende 
Bündel  verläfst  also  als  Strahlencylinder  die  Linse  IV  und  durch- 
schneidet die  Achse  im  Punkte  F\     Wegen  der  relativ  grofsen  Ent- 


Fig.  172. 


m 
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fernung  des  Objektivs  können  wir  dessen  Bild  d.  h.  die  (A.V)  als 
zusammenfallend  mit  der  durch  F'  gehenden  Fokalebene  annehmen. 
Bei  A  befindet  sich  ein  kreisförmiges  Diaphragma  von  solchem  Durch- 
messer, dafs  es  den  Durchmesser  der  abbildenden  Bündel  nicht  ver- 
kleinert. Bei  H  befindet  sich,  analog  wie  beim  astronomischen  Okular, 
die  Gesichtsfeldblende  (in  Fig.  172  vom  Halbmesser  Byi,  wenn  das 
dargestellte  Bündel  als  das  äufserste  noch  passierende  aufgefafst  wird). 

Die  eben  geschilderte  Kombination  von  vier  Linsen  ist  seit  über 
hundert  Jahren  im  Grebrauch  und  in  zahllosen  Exemplaren  ausgeführt. 
Die  Leistung  ist  im  Verhältnis  zu  den  geringen  Mitteln  eine  aufser- 
ordentliche  zu  nennen,  indem  die  Fehlerreste  aller  Arten  für  das  Auge 
fast  unmerklich  bleiben.  Besonders  wichtig  ist  das  Diaphragma  bei 
A^  welches,  ohne  Helligkeit  und  Gesichtsfeld  zu  beeinflussen,  die  ab- 
irrenden Strahlen  von  dem  weiteren  Gang  durch  das  Okular  abhält. 
Eine  Theorie  des  terrestrischen  Okulars  existiert  bisher  nicht;  in  diesem 
—  vielleicht  einzigen  —  Falle  ist  die  optische  Praxis  von  der  Theorie 
bisher  noch  nicht  überholt. 

Um  sich  über  die  Lage  der  Brennpunkte  und  des  Diaphragma, 
sowie  über  die  Gröfse  der  Brennweiten  und  der  Pupillen  u.  s.  w.  zu 
orientieren,  kann  man  die  Linsen  als  unendlich  dünn  annehmen. 
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Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  ein  System  von  vier  solcher  Linsen 
mit  den  Brennweiten  fi, .  • .  f^,  die  im  Abstände  Cy,  e^,  «?j  von  einander 


*^ 


P, 


m 

Fig.  173. 


^ 


-l\ 


n 


placiert  sind.  P^  sei  ein  leuchtender  Punkt  im  Objektraum,  Fig.  173; 
nach  unserer  Normalfigur  fallen  die  durch  die  einzelnen  Linsen  Sj, . . . S^ 
erzeugten  Bilder  zwischen  zwei  Linsen.     Wir  setzen 


u.  s.  w. 


e. 


^2  ^3  =  ^2 
U.    S.    W. 


Dann  gelten  allgemein  die  Formeln 


(  1 


(7) 


«1    '    *i 

1,1 

'  +- 


a 


1 

Ä 
1 

1 
1 


&1   +  «2  =  ^J 

b^  +  %  =  ßj! 


&ü  +  «1  = 


Cj. 


a 


^     /; 


1.  Denken  wir  uns  die  Brennweiten  f\^  ...f^  und  die  Gröfsen  e  ge- 
geben und  setzen  in  den  Formeln  (7)  a^  =  oo,  so  berechnen  sich  daraus 
successive   alle  anderen  Gröfsen  a  und  b.     Speziell  der  so  errechnete 
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Alle  Linsen  plankonrex 


1 

2 
3 
4 
o 
6 
7 
8 

9 
10 


Brennweite  der  Linse  I 

n  I 

III  I 

IV  

11  11  11     -^ ' • 

Entfernung  der  Linse  I  von  II 

11  i>        11    ■'•*•    11   '-^'^ 

11  11        11  ^*-    11   -^ '  ■  •  •  •  • 

Enttemung  des  ersten  Bildes  oder  des  Brennpunktes  des  Objektivs  tod| 

der  Linse  I 

Entfernung  des  Augenortes  von  IV 

öffiiung  der  Linse  I  und  II 
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Wert  64  ist  in  Fig.  172  die  Strecke  S^F',  durch  welche  der  hintere 
Brennpunkt  und  zugleich  die  Austrittspupille  festgelegt  ist.  Unter 
Verwendung  dieser  so  hestimmten  (jröfsen  erhält  man  dann  die  Brenn- 
weite f  des  ganzen  Systems  (nach  §  90): 

«1  «t  «4 

Ist  F  die  Brennweite  des  Objektivs  von  der  Öffnung  2py  so  ist, 
wenn  v  die  Vergröfserung  bedeutet: 

—  ^  —  Z 
""-  f  -  P'^ 

Hierbei  ist  p'  der  Radius  der  in  F'  befindlichen  Austrittspupille. 
Man  hat  also  auch 

p  ^^' 

Dem  Quadrat  von  ^/  ist  die  Helligkeit  des  Fernrohrs  proportional, 
solange  wenigstens^  als  p'  KPqj  d.  h.  kleiner  als  der  Radius  der  Iris  ist, 

2.  Setzt  man  in  (7)  fc^=  00,  so  ist  der  auf  djese  Weise  bestimmte 
Wert  von  a^  =  FS^  =  9  in  Fig.  172,  d.  h.  gleich  der  Entfernung  des 
objektivseitigen  Brennpunktes  von  der  Linse  I.  Das  Diaphragma  A 
steht,  wie  schon  bemerkt,  im  Brennpunkt  von  Linse  I.  Ist  seine 
Ofhung  2y,  so  findet  man  aus  ähnlichen  Dreiecken  leicht: 

p        F  :f  jr  f 

Ist  dann  noch  die  Öffnung  2Bri  der  Augenblende  (Fig.  172)  bekannt, 
so  kann  man  rechnerisch  auch  die  Öffnungen  der  Einzellinsen  leicht 
angeben. 


nach  Pr 

echtl:  Praktische 

Dioptrlk. 

Wien  1828. 

Stellung  gemäfs  Fig.  172. 

0, 

0.      0, 
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0. 
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0, 

0« 

1,58 

1,825           1,71 

1,45 

1,566 

1,217 

1,20 

1,30 

2,38 

2,235           2,09 

1,78 

1,91 

1,49 

1,52 

1,32 

2,65 

2,55             2,38 

2,02 

2,18 

1,70 

1,75 

1,37 

1,50 

1,40             1,31 

1,11 

1,2 

0,936 

1,20 

1,00 

2,67 

2,725           2,55 

2,16 

2,83 

1,81 

1,65 

1,73 

4,70 

4,188           3,92 

3,32 

3,58 

2,79 

2,80 

2,25 

2,45 

2,152           2,01 

1,71 

1,84 

1,43 

1,93 

1,47 

0,713          0,694           0,650 

0,551 

0,594 

0,463 

0,473 

0,432 

0,886          0,927           0,868 

0,786 

0,794 

0.62 

0,726 

0,58 

0,7 

0,71       ,      0,66 

0,565 

0,61 

0,475 

0,46 

0,48 
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11 
12 
13 
14 
16 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 


Entfernung  des  Diaphragma  von  I 

Öffnung  des  Diaphragma 

Öfihung  der  Linse  III 

IV 
GrOfste  Öffnung  der  Gesichtsfeldblende   im  Brennpunkte  der  Linse  IV 

(bei  B  in  Fig.  172) 

Gesichtsfeld  im  Objektraum 

Entfernung  des  Okulardeckels  von  IV 

Durchmesser  der  Öffnung  im  Deckel t 

Länge  der  ganzen  Okularröhre 

Äquivalente  Brennweite  des  ganzen  Okulars 

Vergröfserung ' 

bei  Benutzung  einer  Objektivbrennweite 

und  einer  Öffnung  (in  Linien) 


Bemerkungen 

1.  In  der  Tabelle  sind  die  Konstruktionsdaten  von  acht  Okularen 
0^  bis  Og  angiegeben;  die  Zahlen  bedeuten  Zolle  (1  pariser  Zoll  = 
2,707  cm). 

2.  Alle  Linsen  bestehen  aus  derselben  Glassorte  und  sind  plan- 
konvex. Ist  n  der  Brechungsexponent  etwa  für  D,  so  findet  man  den 
Krümmungsradius  der  ersten  Linse  r^  nach  der  Formel: 

'i  =  (« -  i)/i 

u.  s.  w. 

Die  Lage  der  Flächen  entspricht  der  Fig.  172. 

3.  Die  Brennweiten  der  Okulare  sind  von  einander  nicht  sehr 
verschieden  und  sind  in  Reihe  20  angegeben;  sie  halten  sich  inner- 
halb der  Grenzen  0,91  und  0,60.  Durch  proportionale  Vergröfserung 
oder  Verkleinerung  läfst  sich  dieser  Spielraum  erweitem.  Prechtl 
giebt  nicht  die  Brennweite  der  Okulare  an,  sondern  fügt  jedem  ein- 
zelnen Okular  die  Vergröfserung  bei,  welches  es  mit  einem  bestimmten 
Objektiv  von  gegebener  Brennweite  liefert.  Diese  Vergröfseiningen 
sind  in  Reihe  21  angegeben.  Die  zugehörigen  Objektivbrennweiten 
ebenfalls  in  ZoUen,  und  die  Öfl&iungen  in  Linien  sind  in  den  Reihen 
22  und  23  beigefügt. 

4.  Die  unter  Reihe  15  angegebene  gröfste  Gesichtsfeldblende  hat 
nur  bedingten  Wert.  Fast  alle  terrestrischen  Okulare  zeigen  eine  Ab- 
nahme der  Schärfe  nach  dem  Rande  zu  oder  wenigstens  eine  leichte 
Bildfeldkrümmung,    und    es    hängt   gewissermafsen    vom    Willen   des 
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0, 

0. 

0, 

Os 
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0, 
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1,29 

1,97 

1,85 

1,56 

1,69 

1,316 

1,29 

1,45 

0,20 

0,196 

0,184 

0,16 

0,168 

0,13 

0,10 

'   0,076 

1,15 

1,27 

1,19 

1,01 

1   1,09 

0,85 

0,87 

,   0,68 

0,7 

0,71 

0,66 

;   0,566 

0,61 

1 

0,476 

0,42 

0,34 

0,75 

1,07 

1,00 

0,85 

'   0,92 

0,72 

1   0,69 

0,46 

30  Min. 

45  Min. 

37,8  Min. 

63,5  Min. 

101,7  Min. 

38,5  Min. 

94  Min. 

63  Min. 

0,44 

'  0,46 

0  43 

0,36 

0,39 

0,31 

0,36 

1   0,29 

0,26 

0,36 

0,33 

0,28 

0,30 

0,24 

0,22 

0,17 

10 

9,36 

,   8,78 

i   7,40 

8,00 

6,34 

,   6,7 

5,75 

0,84 

1   0,90 

1   0,91 

0,71 

0,77 

0,60 

1   0,76 

0,80 

57 

60 

66 

42 

;    26 

70 

21 

15 

48 

54 

60 

!    30 

20 

)    42 

16 

12 

40,07 

1  43,78 

1 

47,37 

!  28,17 

1  20,78 

36,25 

17,68 

,  14,17 

ZU  der  Tabelle. 


Konstrukteurs  ab,  inwieweit  die  Scbärfenabnahnie  als  erträglich  an- 
zunehmen sei.  Durch  Verkleinerung  der  Gesichtsfeldblende  erscheint 
das  Bild  über  das  vorhandene  Gesichtsfeld  besser  korrigiert. 

5.  Die  von  Prechtl  empfohlenen  Zusammenstellungen  von  Objek- 
tiven und  Okularen  haben  nach  der  heutigen  Auffassung  keine  innere 
Begründung  mehr.  Man  kann  jedes  Objektiv  mit  jedem  Okular  kom- 
binieren, da  beide  Systeme  unabhängig  von  einander  korrigiert  sind, 
wenn  nur  ihre  relativen  Offnungen  einander  gleich  sind,  d.  h.  die  Be- 
ziehimg 

P__  P 

F  —  f 

besteht,  wo  p  und  F  die  Ofl&iung  und  Brennweite  des  Objektivs  und 
//  und  f  OfGoLung  {A.F)  und  Brennweite  des  Okulars  ist.   Die  relative 

Öffnung  -^  schwankt  bei  den  von  Prechtl  angegebenen  Objektiven  etwa 

zwischen  Vio  ^^^  Vi.5-  ^^  demselben  Mafse  werden  also  auch  die 
Okulare  beansprucht.  Hätte  man  ein  Objektiv  1:5,  so  müfste  man, 
um  die  Öffnung  desselben  voll  auszunutzen,  das  Diaphragma  (Reihe  12) 
entsprechend  gröfser  machen,  dadurch  würde  aber  die  Bildqualität  un- 
erträglich werden.  Für  gröfsere  Offnungen  wie  1  :  10  sind  die  vier- 
linsigen  terrestrischen  Okulare  nicht  mehr  verwendbar. 


348 


Siebzehntes  Kapitel:  Femrohre. 


254.  Neuere  terrestrisclie  Okulare.  Für  kleine  Handfemrohre 
mit  schwachen  Vergröfserungen  (4  bis  8)  und  relativ  grofsen  Öffaungen 
(1  :  4  bis  1  :  6)  versagen  die  Fraunhoferschen  Okulare  den  Dienst^ 
indem  sich  die  Aberrationsreste  unerträglich  stark  geltend  machen. 
Für  die  angedeuteten  Zwecke  hat  man  neuerdings  andere  Typen  kon- 
struiert, bei  denen  das  Umkehrsystem  (nach  Art  eines  Mikroskop- 
systems)  aus  mehreren  achromatischen  Linsen  besteht. 

Wir  fahren  die  Eonstruktionsdaten  eines  solchen  Okulars  in 
folgendem  an;  die  Figur  174  giebt  alle  Dimensionen  in  richtiger  Gröfse. 
Etwa  in  der  Mitte  zwischen  ümkehrsystem  und  astronomischem  Okular 
ist  ein  Diaphragma  einzuschalten.     Das  Okular  hat  eine  Brennweite 


32 


[«- 


ä5,J 


^'-Anf 


^ >-  • 


Fig.  174. 


von  21  mm  und  erlaubt  ein  Öffnungsverhältnis  von  1  :  4,  ist  also  z-  B- 
unmittelbar  mit  dem  in  §  240  angegebenen  dreifach  verkitteten  Ob- 
jektiv zu  kombinieren.  Die  beiden  verkitteten  Menisken  bestehen  aus 
Flint,  alle  übrigen  Linsen  aus  Crown. 


Glassorten  sind  Crown  0.  60 

Flint  0.  103 

Mafse  der  Fig.  174  in  mm. 


I 


Jena. 


D.    Die  Femrohre  in  ihrer  historischen  Entwicklung. 

255.  Spiegelteleskope  (Herschel,  Newton,  Gregory,  Cassegraiii)' 
Vor  der  Entdeckung  der  Achromasie  durch  DoUond  wandte  maß  **^ 
Objektive  Hohlspiegel  an,  deren  Bilder  frei  von  Farbenabweicbnngei^ 
sind.  Da  hier  das  Licht  nach  der  Reflexion  in  derselben  Richtung 
annähernd  zurückgeht,  in  der  es  gekommen,  so  hat  die  Anbring^^ 
des  Okulars  Schwierigkeit,  indem  dasselbe  immer  einen  Teil  des  ^' 
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kommenden  Lichtes  abblendet  und  dem  Zwecke  der  Bilderzeugung 
entzieht.  Heute  werden  derartige  Femrohre  —  Reflektoren  genannt  — 
nur  noch  ganz  vereinzelt  gebaut;  sie  sind  durch  die  dioptrischen  Fem- 
rohre fast  ganz  verdrängt. 

Der  von  Herschel  im  Jahre  1789  konstruierte  Reflektor  war 
12,2  m  lang  und  hatte  eine  Oflfhung  1,27  m.  Das  Objektivbild  wurde 
direkt  durch  ein  Okular  beobachtet.  Damit  nun  der  Kopf  des  Be- 
obachters, welcher  dem  Objekt  den  Rücken  zuwandte,  nicht  zuviel 
Licht  abblendete,  wurde  die  optische  Achse  des  Spiegels  zur  Fem- 
rohrachse leicht  geneigt,  so  dafs  das  Objektivbild  am  Rande  des 
Femrohrtubus  zustande  kam.  Hierdurch  war  das  Auftreten  eines  ge- 
wissen, wenn  auch  geringen  Grades  von  Astigmatismus  unvermeidlich. 


D\ 


\ 


Aune 


E' 


Flg.  175. 


Ersichtlich  ist  das  Herschelsche  Verfahren  nur  bei  sehr  grofsen 
Öfhungen  des  Spiegels  anwendbar. 

Bei  dem  Newtonschen  Reflektor  wurden  die  vom  Hohlspiegel 
reflektierten  Strahlen  von  einem  kleinen,  zwischen  Hohlspiegel  und 
seinem  Brennpunkt  angeordneten  Planspiegel  aufgefangen.  Die  Ebene 
des  letzteren  ist  gegen  die  Achse  des  Reflektors  um  45^  geneigt,  so 
dafs  die  Strahlen,  welche  in  der  Brennebene  sonst  ein  Bild  erzeugen 
würden,  jetzt  unter  rechtem  Winkel  seitlich  abgelenkt  werden  und 
sich  in  der  Nähe  des  Tubusrandes  zu  einem  Bilde  vereinigen.  Die 
Visionsrichtung  im  Okular  ist  also  jetzt  senkrecht  zur  Tubusachse. 
Um  den  Lichtverlust  möglichst  gering  zu  machen,  wandte  schon 
Newton  an  Stelle  des  Planspiegels  ein  total  reflektierendes  Prisma  an. 

Beim  Teleskop  von  Gregory,  Fig.  175,  hat  der  Objektivspiegel  Ali 
bei  C  eine  kreisförmige  O&ung,  in  die  das  Okular  eingesetzt  ist.  Das 
von  A3  reflektierte  Licht  fällt  auf  den  kleineren  Hohlspiegel  D, 
welcher  mittels  eines  Stabes  an  der  Tubuswandung  bei  J?  befestigt 
ist.  Lifolge  der  Reflexion  von  D  wird  das  Spiegelbild  noch  einmal 
umgekehrt  und  nach  der  Okularbrennebene  bei  C  verlegt.  Der- 
artige Femrohre  liefern  also  aufrechte  Bilder,  wodurch  sie  sich  för 
terrestrischen  Gebrauch  eignen.  Die  Feineinstellung  geschieht  gewöhn- 
lich durch  Verschiebung  des  Spiegels  Z).    Gregory  plante  ursprünglich 
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für  sein  Objektiv  einen  parabolisch  gekrümmten  Spiegel.   Wegen  tech- 
nischer Schwierigkeiten  unterblieb  jedoch  die  Ansfuhrung. 

Ähnlich  wie  das  Gregorysche  ist  das  Cassegrainsche  Teleskop 
eingerichtet,  nur  dafs  der  kleine  Hohlspiegel  durch  einen  Konvex- 
spiegel ersetzt  ist.  Die  Bilder  erscheinen  bei  Verwendung  eines 
astronomischen  Okulars  umgekehrt. 

Die  Theorie  der  Reflektoren  ist  im  wesentlichen  nicht  verschieden 
von  der  der  dioptrischen  Femrohre.  Denn  für  die  Bestimmung  der 
Lage  und  Gröfse  der  Pupillen,  der  Vergröfserung  und  des  Gesichts- 
feldes ist  es  gleichgültig,  ob  die  vom  Objektiv  kommenden  konvergenten 
Bündel  durch  Reflexion  oder  Brechung  entstanden  sind.  Wegen  der 
geringen  praktischen  Wichtigkeit  gehen  wir  auf  diesen  Gegenstand 
nicht  weiter  ein.  Die  Berechnung  und  eventuellen  Korrektionen  der 
sphärischen  Abweichungen  sind  mehrfach  von  älteren  Autoren  dar- 
gestellt (vergl.  z.  B.  Eulers  und  Klügeis  Dioptrik). 

256.  Erlmstecher.  Während  durch  DoUond  und  namentlich  Fraun- 
hofer die  Konstruktion  der  gröfseren  dioptrischen  Femrohre,  sowohl 
zum  astronomischen  wie  zum  terrestrischen  Gebrauch,  einen  aufser- 
ordentlichen  Grad  von  Vollkommenheit  erreichten,  eroberten  sich  die 
kleinen  holländischen  Femrohre  in  der  Anordnung  als  Binocles  ffir 
den  Handgebrauch  (Krimstecher,  Theatergläser)  schnell  den  Markt. 
Kurz,  lichtstark  und  billig,  aber  meist  mangelhaft  optisch  korrigiert 
genügten  sie  mit  2-  bis  4facher  Vergröfserung  den  Ansprüchen  des 
Publikums  viele  Jahrzehnte  hindurch.  Die  moderne  Entwicklung  des 
Heerwesens  und  der  Marine,  insbesondere  des  Schufstechnik,  stellt  in 
neuerer  Zeit  erhöhte  Anforderungen  auch  an  die  Handfemrohre.  Diesem 
Bedürfnis  gerecht  zu  werden  wurden  von  mehreren  Werkstätten  neue 
Femrohrkonstruktionen  in  den  Handel  gebracht. 

5^7.  Perarolire  mit  Teleobjektiv  (Littrow,  Steinheü).  Zunächst 
seien  die  Bemühungen  erwähnt,  das  Femrohr  dadurch  zu  verkürzen, 
dafs  man  das  Objektiv  aus  zwei  von  einander  entfernten  Bestandteilen 
zusammensetzte.  Besonders  geeignet  dazu  ist  die  aus  einem  positiven 
und  einem  negativen  Bestandteil  im  endlichen  Abstände  bestehende 
Kombination,  die  jetzt  unter  dem  Namen  „Teleobjektiv"  sich  besonders 
in  die  photographische  Praxis  eingebürgert  hat  Stellt  man  nämlich 
eine  positive  Linse  (gewöhnliches  Objektiv)  mit  einer  negativen  Linse 
so  zusammen,  dafs  ihre  Entfernung  gleich  der  Differenz  ihrer  Brenn- 
weiten ist,  so  ist  das  System  teleskopisch,  d.  h.  es  bildet  ein  hol- 
ländisches Femrohr  (§  220).  Ein  unter  beliebiger  (nicht  zu  grofser) 
Neigung  zur  Achse  einfallendes  parallelstrahliges  Bündel  tritt  unter 
einem  anderen  Winkel  parallelstrahlig  wieder  aus.  Die  beiden  hier  in 
Frage  kommenden  Winkel  verhalten  sich  bekanntlich  wie  die  Brenn- 
weiten der  beiden  Bestandteile.  Vergröfsere  ich  jetzt  die  Entfernung 
der  beiden  Linsen  von  einander  ein  wenig,  so  verwandeln  sich  die 
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parallel  austretenden  Strahlen  in  konvergente  Bündel^  die  ein  reelles 
sehr  grofses  Bild  erzeugen.  Der  Grad  der  Vergröfserung  hängt^  wie 
man  sieht;  wesentlich  von  dem  Verhältnis  der  Winkel  des  austretenden 
zu  dem  zugehörigen  einfallenden  Bündel  ab,  d.  h.  von  dem  Verhältnis 
der  Brennweiten  der  beiden  Partialsysteme.  Über  die  Theorie  der  Tele- 
objektive siehe  den  photographischen  Teil.  Das  Wesentliche  dieser 
Verbindung  ist,  dafs  die  Bildgröfse  oder  die  ihr  proportionale  Brenn- 
weite sehr  grofs  gemacht  werden  kann,  während  die  Schnittweite,  d.  h. 
die  Entfernung  des  Objektivs  vom  reellen  Bild,  verhältnismäfsig  klein 
bleibt.  Ein  Teleobjektiv  ersetzt  also  ein  Objektiv  gewöhnlicher  Art 
von  sehr  langer  Brennweite.  Ersichtlich  ist  hier  auch  die  Möglichkeit 
gegeben,  durch  Veränderung  der  Entfernung  beider  Bestandteile  die 
Vergröfserung  zu  variieren.  Trotzdem  die  eben  besprochene  Wirkung 
der  Negativlinse  schon  den  älteren  englischen  Optikern  bekannt  war, 
so  ist  sie  doch  erst  in  neuerer  Zeit  wieder  firuktifiziert. 

Weniger  in  der  Absicht  die  Brennweite  zu  vergöfsem,  als  viel- 
mehr mit  einer  kleineren  Flintlinse  auszukommen,  hat  schon  Littrow 
(Dioptrik,  Wien  1830,  S.  159  u.  f.)  die  Negativlinse  aus  Flint,  welche 
die  Fehler  der  positiven  Objektivlinse  kompensieren  soll,  von  der 
letzteren  um  eine  erhebliche  Strecke  getrennt.  Bemerkt  sei,  dafs 
durch  zwei  solcher  einfacher  unachromatischer  Linsen  (vergL  §  171) 
in  endlicher  Entfernung  wohl  die  Schnittweiten,  nicht  aber  gleichzeitig 
die  Brennweiten  achromatisch  gemacht  werden  können. 

R.  Steinheil  in  München  hat  ein  Teleobjektiv  für  Fernrohre  be- 
rechnet und  ausgeführt  (Zeitschr.  f.  Instr.,  1892,  S.  376).  Er  giebt 
dafür  folgende  Konstruktionsdaten  an: 
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Positiver  Bestandteil  ist  eine  dreifach 
verkittete  Linse  mit  der  Brenn- 
weite =  162  mm. 


Die  ganze  Telekombination  hat  eine 
Brennweite  von  608  mm,  während 
die  Schnittweite  (Entfernung  der 
ersten  Objektivfläche  bis  zum 
reellen  Bilde)  nur  251  mm  beträgt. 
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258.  FernrolLre  mit  kontinnierliDh  variabler  VeTgrörseniiig:.  Im 
Verein  mit  A.  C.  Biese')  in  Berlin  hat  der  Verfasser  das  Teleobjektii 
benutzt,  um  ein  Fernrohr  mit  kontinnierlicher  Vergröraerung  zu  kon- 
struieren. Nähert  man  bei  einem  Femrokr  mit  Teleobjektiv  den 
negativen  Bestandteil  dem  eigentlichen  Objektiv,  so  entfernt  sich  das 
reelle  Bild,  indem  es  sich  vergrölsert,  nach  der  Oknlarseite  zu.  Um 
also  wieder  scharf  zu  sehen,  ist  eine  Keueinstellnng  notwendig,  indem 
man  das  Okular  vom  Objektiv  entfernt.  Der  Zusammenhang  zwischen 
diesen  beiden  Verschiebungen  ist  nicht  etwa  ein  linearer,  sondern  wird 
durch  die  Gleichung  einer  Hyperbel  dargestellt.  Kann  man  dnrcb 
einen  Mechanismus  beide  Bewegungen  gleichzeitig  herbeiführen,  ao 
hat  ein  Beobachter  beim  Gebrauch  des  Femrohre  den  eigenartigen 
Anblick,  daTs  sich  vor  seinem  Äuge  die  Objekte  vergröüieni,  ohne 
dafs  das  Bild  unscharf  wird.  In  Fig.  176  ist  dieser  Uechanismus 
genauer  dargestellt.   Het^estellt  sind  derartige  Femrohre  von  Carl  Bam- 


berg in  Friedenau  und  Voigtiänder  und  Sohn  in  Braunschweig.  Die 
Vergröfserung  variierte  bei  den  einfachen  Handfemrohren  von  7  bis  17- 
Das  äuläere  Rohr  A  tn^  das  Objektiv  a-^  mit  diesem  Bohr  fest 
verbunden  ist  ein  Gehsuse,  in  dem  sich  die  Kordelmutter  D  dreht. 
Mit  D  fest  verbunden,  also  auch  mit  ihr  drehbar,  ist  das  Eohr  C  an- 
gebracht, in  welchem  eine  eigentümlich  gekrümmte  Nut  n  eingeschnitten 
ist,  worin  eine  Zapfenschraube  s  eingreift.  Diese  Schraube  ist  einerseits 
fest  mit  dem  das  Negativsystem  h  tragenden  Bohrteil  B  verbunden, 
andererseits  hat  sie  in  einem  Schlitz  r  des  äuTseren  Rohres  A  Gerad- 
fflhrung.  Durch  die  Drehung  der  Kordel  I)  wird  nun  femer  das  mit 
einem  Sehneckengewinde  versehene  Okularrohr  herausgetrieben,  wobei 
der  an  dem  Rohr  A  angebrachte  Stahlkem  h  in  der  Langsnnt  g  die 
OeradfQhrung  herbeiführt.  Das  eigentliche  Okular  F  kann  endlich 
noch  mittele  einer  in  der  Nut  m  laufenden  Schraube  zum  Zwecke  der 
Scharfeinstellung  verschoben  werden.  Die  Gewindegänge  der  Nut  n 
sind  im  Verhältnis  zu  den  Schneckengängen  des  Okularrohres  so  an- 

')   Siehe:   A.  C.  Biese:   Theorie  der  Fernrohre   mit  kontiniiierlieh-variabkr 
Vergrörserung.     üeriin  189fi.     Im  SelbstTerlag  dea  Verfasaers. 
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geordnet,  dafs  durch  die  Drehung  der  Kordel  D  die  drei  optischen 
Systeme,  Objektiv,  Negativ  und  Okular  sich  derartig  gegeneinander  be- 
wegen, dafs  das  optische  Bild  beständig  in  derselben  Fokalebene  bleibt 
und  nur  seiner  Gröfse  nach  variiert. 

Der  beschriebene  Mechanismus  lieüse  sich  ohne  Mühe  auch  an 
grofse  astronomische  Femrohre  anbringen  und  würde  eine  Steige- 
i-ung  der  Vei^röfserung  bis  zum  dreifachen  der  ursprünglichen  ge- 
statten. 

259,  Andere  Arten  der  Variation  der  Vergröfsenmg.  Man  l^imn 
die  Vergröfserung  an  einem  Femrohr  ändern,  indem  man  bei  einem 
terrestrischen  Okular  das  astronomische  Okular  vom  ümkehrsystem 
entfernt  imd  dann  mittels  des  ganzen  Okulars  aufs  neue  scharf  ein- 
stellt (Pankratisches  Okular). 

Hugo  Schröder  beschreibt  ein  Ferairohr  mit  kontinuierlicher  Ver- 
gröfserung (Zeitschr.  f.  Instr.,  1900,  Aprilheft),  bei  dem  die  Variation 
der  Vergröfserung  durch  Verschiebung  der  zweiten  Linse  (dreifacher 
Achromat)  des  terrestrischen  Okulars  bewirkt  wird. 

260.  Die  Schieberfemrolire  von  Voigtlaender  und  Sohn.  Diese 
Instrumente  sind  kleine,  zum  binokularen  Sehen  eingerichtete  Fem- 
rohre mit  terrestrischem  Okular,  bei  denen  sich  als  Zwischensystem 
eine  Negativlinse  befindet.  Schiebt  man  das  Zwischensystem,  aus 
der  Anfangslage  bis  zu  einem  Anschlage,  so  verdoppelt  sich  circa 
die  Vergröfserung.  Zwischenvergröfserungen  sind  nicht  vorhanden. 
Die  Länge  des  Femrohrs  bleibt  beim  Übergang  von  der  einen  zur 
andern  Vei^röfserung  unverändert.  Die  Erklärung  des  optischen  Vor- 
ganges beruht  auf  folgendem:  Man  denke  sich  das  Negativ  dicht  an 
das  Okular  herangerückt  (also  in  die  Okularbrennweite  hinein),  wo- 
durch dasselbe  geschwächt,  also  seine  Brennweite  vergröfsert  wird,  und 
denke  sich  unter  diesen  Bedingungen  die  Scharfeinstellung  vorgenommen. 
Nähert  man  jetzt  das  Negativ  dem  reellen  Objektivbilde,  bis  es  mit 
diesem  zusammenfällt,  so  wird  das  Femrohr  kein  eingestelltes  Bild 
zeigen,  denn  der  Okularbrennpunkt  ist  jetzt  dem  Okular  näher  gerückt 
und  fäUt  nicht  mehr  mit  dem  Objektivbrennpunkt  zusammen.  Rückt 
man  jetzt  das  Negativ  dem  Objektiv  noch  näher,  so  übt  es  die  in 
einer  gewissen  Lage  bekannte  Telewirkung  aus  und  verschiebt  das 
vergröfserte  Objektivbild  nach  dem  Okular  zu  in  die  Brennweite  des 
letzteren,  wodurch  das  Instrument  wieder  scharf  eingestellt  ist.  Bei 
einem  Instrument  dieser  Art  hat  das  Objektiv  eine  Ofihung  von  25  mm 
und  eine  Brennweite  von  circa  100  mm.  Bei  fünffacher  Vergröfserung 
hat  die  {Ä,P)  einen  Durchmesser  von  5  mm.  Die  aus  dem  Okular 
tretenden  Bündel  füUen  also  die  Augenpupille  auch  noch  bei  schlechter 
Beleuchtung,  und  das  Fernrohr  mufs  als  lichtstark  bezeichnet  werden. 
Bei  der  doppelten  Vergröfserung  und  2%  mm  Austrittspupille  genügt 
wenigstens  die  Helligkeit  noch  für  normales  Tageslicht. 

Gleichen,  optische  Abbildungslehre.  23 
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261.  Das  Objektiv  von  A.  C.  Biese.  Das  Voigtlaendersche  Schieber- 
femrohr  setzt  ein  Okular  mit  positiver  Brennweite  voraus.  Um  die 
Variation  der  Vergröfserung  auch  fiir  holländische  Femrohre  (mit 
negativem  Okular)  bei  veränderter  Länge  des  ganzen  Instrumentes 
ausführen  zu  können,  hat  A.  C.  Biese  ein  eigenartiges  Objektiv  an- 
gegeben.    (Vergl.  „Der  Mechaniker^',  Berlin  1898,  Nr.  19.) 

In  der  Fig.  177  ist  auf  einer  optischen  Achse  in  B  eine  Positiv- 
linse, also  ein  Objektiv  gewöhnlicher  Art  dargestellt,  das  wir  der 
Einfachheit  halber  als  unendlich  dünn  annehmen.  AK  sei  ein  Objekt^ 
von  dem  mittels  der  Linse  B  ein  umgekehrtes  Bild  CK'  entworfen 
wird.  Es  ist  nun  bekannt,  dafs  man  die  Linse  B  nach  C  hin  ver- 
schieben   kann  bis  zu  dem  Punkte  B'  mit  dem  Erfolge,   dafs  vom 


Fig.  177. 


Objekt  AK  ein  Bild  entworfen  wird,  das  sich  wieder  an  derselben 
Stelle  bei  C  befindet.  Der  Punkt  JB'  ist  einfach  dadurch  bestimmt, 
dafs  man  CB'  =  AB  macht.  Zieht  man  dann  noch  KB'D,  so  giebt 
CD  die  Gröfse  des  neuen  Bildes  an.  Das  Bild  CD  ist  kleiner  als 
das  Bild  CK\     Nun  ist  bekanntlich: 


also 


AK 
CK' 


AB 


BC 

CK' 
CD 


und 


AK 


CD 
AB'  'BC 


AB' 

B'C 


AB  ■  B'C 

Wegen  AB' =  BC  und  AB  =  B'C  ist  dann 

CK'        BC* 


CD 


AB 


Für  die  Zwecke  eines  Handfemrohis  ist  am  gebräuchlichsten,  die 
Vergröfserung  auf  das  Doppelte  zu  steigern.  Dann  ist  CK'  =  2  •  CD 
und  man  erhält 

f5  =  y2  =  1,414. 
Nimmt  man  nun  die  Brennweite  des  Objektivs  beliebig  an,  z.  B. 
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gleich  8  cm,  so  kann  man  ohne  \*eiteres  die  Strecken  AB  und  BC 
berechnen.     Zunächst  ist  nach  einer  der  Gmndformeln  der  Dioptrik 

J_i_l i. 

AB  '^  BC  ~  s' 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 

BC=  19,312    und    AB  =  13,644 , 

80  dafs  man  für  die  ganze  Länge  AC  den  Wert  32,956  cm  erhält. 
Für  die  Gröfse  der  Verschiebung  ergiebt  sich  durch  Subtraktion 
BB'  =  5,668  cm. 

Wir  haben  angenommen,  dafs  das  Objekt  ^^  in  einer  endlichen 
Entfernung  AB  von  der  Linse  B  sich  befindet.  Für  den  Fall  eines 
Femrohrs  ist  aber  bekanntlich  die  Entfernung  des  Objektes  vom 
Objektiv  sehr  grofs  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  unendlich  grofs. 
Für  den  letzteren  Fall  gilt  aber  die  ganze  Betrachtung  nicht  und  es 
giebt  dann  gamicht  zwei  Stellungen,  in  denen  die  Linse  B  an  der- 
selben Stelle  C  zwei  verschieden  grofse  Bilder  liefert;  durch  einen 
Kunstgriff  ist  dem  jedoch  abzuhelfen.  Betrachten  wir  noch  einmal 
die  Figur  und  stellen  uns  die  vorher  errechneten  Zahlen  vor.  Zu  der 
Brennweite  von  8  cm  gehören  die  beiden  Entfernungen  von  Objekt 
und  Büd  AB  =  13,644  und  BC  =  19,312.  SteUe  ich  jetzt  eine 
Negativlinse  N  zwischen  A  und  B  so  auf,  dafs  ihr  Brennpunkt  mit  A 
zusammenfällt,  so  hat  diese  bekanntlich  die  Eigenschaft,  dafs  sie  ein 
unendlich  enifemtes  Objekt  nach  A  hin  verlegt.  Durch  die  Kom- 
bination der  Linsen  N  und  B  ist  also  ein  Femrohrobjektiv  geschaffen, 
das  bei  unveränderter  Ver^inigungsweite  zwei  verschiedene  Brenn- 
weiten hat,  je  nachdem  der  positive  Bestandteil  in  B  oder  B'  sich 
befindet.  Je  kürzer  man  die  Brennweite  f  der  Negativlinse  wählt, 
um  so  kleiner  wird  auch  die  Aquivalentbrennweite  des  Systems.  Es 
liegt  sehr  nahe,  f=^  AB,  also  in  unserem  Zahlenbeispiele  =  13,644, 
zu  wählen.  Dann  befinden  sich  die  beiden  Bestandteile  für  den  Fall 
der  stärksten  Yergröfserung  dicht  neben  einander  und  repräsentieren 
ein  Objektiv  von  der  Brennweite  JBC:^  19,312  cm.  Verbindet  man 
hiermit  etwa  ein  Negativ  als  Okular  von  4  cm  Brennweite,  so  erhält 
man  einen  Krimstecher  von  ca.  15  cm  Länge  und  5facher  Vei^öfserung. 
Ist  das  Bild  scharf  eingestellt  und  verschiebt  man  das  Positiv  um 
öYg  cm  nach  dem  Okular  zu,  so  ist  die  Vergröfserung  nur  2y2fach, 
während  die  Scharfeinstellung  gewahrt  bleibt. 

262.  Fernrohre  mit  Porroschen  Prismen.  Der  Optiker  Porro  hat 
im  Jahre  1850  eine  äufserst  sinnreiche  Kombination  zweier  recht- 
winklig gleichschenkliger  Prismen  erfunden,  mittels  derer  durch  eine 
viermalige  totale  Reflexion  ein  Bild  genau  so  umgekehrt  wird,  wie 
dies  durch  das  Umkehrsystem  eines  terrestrischen  Okulars  geschieht. 

23* 
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In  richtige  Stellung  zwischen  Objektiv  und  Okular  eines  astronomischen 
Fernrohrs  gebracht^  erzeugt  es  keinerlei  optische  Fehler. 

Ein  Strahl  von  P  ausgehend,  Fig.  178,  fällt  in  Richtung  des 
Pfeiles  senkrecht  auf  die  Hypotenuse  des  Prismas  /,  durchdringt  diese 
ohne  Ablenkung  und  wird  bei  ^  Ton  der  ersten  Kathetenflädie  und 
sodann  in  B  von  der  zweiten  Kathetenfläche  total  reflektiert  und  tritt 
als  Strahl  BC  parallel  PÄ  durch  die  Hypotenuse  wieder  aus.  Das 
ebenfalls  gleichschenklig  rechtwinklige  Prisma  //  steht  mit  seiner 
brechenden  Kante  senkrecht  auf  der  brechenden  Kante  des  Prismas  /. 
Der  von  P  kommende  Strahl  wird  an  den  beiden  Kathetenflächen  bei 
C  und  D  total  reflektiert  und  tritt  in  Richtung  DQ  parallel  der  Ein- 
fallsrichtung,   aber  seitlich  verschoben,  aus.     Bei  der  Reflexion  an  I 


Fig.  178. 


wird  rechts  und  links,  bei  II  oben  und  unten  vertauscht,  so  dafs  eine 
vollständige  Umkehrung  eintritt.  Die  rechten  Winkel  sind  in  Fig.  178 
durch  CO  und  g>'  bezeichnet. 

Porro  selbst  erntete  die  Früchte  seiner  genialen  Erfindung  nicht, 
denn  die  von  ihm  nach  diesem  Prinzip  konstruierten  Femrohre  er- 
wiesen sich  nicht  als  marktfähig,  wohl  hauptsächlich,  weil  die  damals 
zur  Verfügung  stehenden  optischen  Glassorten  nicht  durchsichtig  genug 
waren  und  die  Prismen  einen  zu   grofsen  Lichtverlust    verursachten. 

In  dem  letzten  Jahrzehnt  wurden  in  der  optischen  Werkstatte 
von  Carl  Zeiss  in  Jena,  und  etwas  spater  auch  von  VoigÜaender  und  Sohn 
in  Braunschweig,  und  P.  Goerz  in  Friedenau,  sowie  in  anderen  Werk- 
stätten Handfemrohre  mit  Porroschen  Prismen  gebaut,  die  meist  zum 
binokularen  Gebrauch  eingerichtet  wurden.  Da  heut  sehr  reine  und 
lichtdurchlässige  Gläser  zur  Verfügung  stehen  (z.  B.  0.  144  Jena),  so 
ist  in  diesen  Konstruktionen  die  Absorption  in  den  Prismen  auf  ein 
erträgliches  Mafs  herabgemindert.    Da  hier  aufserdem  meist  Objektive 


Ferarohre  mit  PorroBchen  Prismen.  357 

mit  ziemlich  geringen  relativen  OfFnmigeii  in  Verbindimg  mit  einem 
astronomischen  Okular  Verwendung  finden,  so  übertreffen  die  Prismen- 
femrohre  an  Präzision  der  Bilder  und  Gröfse  des  Gesichtsfeldes  die 
)t oll ändi sehen  Femrohre,  denen  sie  jedoch  hinsichtlich  der  Helligkeit 
nicht  ganz  gewachsen  sind. 

In  Fig.  179  ist  die  optische  Anordnung  eines  solchen  Zeisa-Peld- 
stechers  dargestellt.  In  Richtung  des  Pfeiles  durchdringt  das  Licht 
zunächst  das  Objektiv,  sodann  die  beiden  bildumkehrenden  Porroachen 
Prismen  und  tritt  dann  durch  das  zweilinsige  Okular  aus.  In  Fig.  180 
ist  der  Krimstecher  selbst  dargestellt.  Bei  der  Anordnung  Ton  Zeiss 
ist  der  Ohjektivabstand  etwas  gröfaer  als  der  Oknlarabstand,  wodurch 
sich  theoretisch  eine  erhöhte  Plastik  der  Bilder  folgern  läfat,  die 
jedoch  in  der  Praxis  wenig  merkbar  eein  wird. 

■«-  Okularabstan  d-* 


Optik  der  Feldstecher,     Feldstecher  von  6facher  VergröfBening. 

Um  die  plastische  Wirkung  zu  steigern,  hat  die  genannte  Firma 
die  sogenannten  Relief-Femrohre  konstruiert,  bei  denen  die  Objektive 
circa  32  cm  von  einander  entfernt  sind.  Fig.  181  stellt  die  optische 
Anordnung  dar.  In  Richtung  des  Pfeiles  kommend  wird  daa  Licht 
zntüchst  mittels  eines  totalreflektierenden  Prismas  im  rechten  Winkel 
abgelenkt,  dringt  dann  in  das  Objektiv  und  passiert  darauf  die  jetzt 
dicht  an  einander  gerückten  Porroschen  Prismen,  um  durch  das  zwei- 
linsige Okular  auszutreten.  Diese  Femrohre  stellen  eine  sinnreiche 
Kombination  dar  eines  Porroschen  Femrohrs  mit  dem  Teleetereoskop 
von  Helmholtz.  Femrohre  mit  noch  gröfserem  Objektiyabatand  werden 
als  Stand-  und  Aussichtsfemrohre  empfohlen. 

263.  Das  Hedialfernrolir.  Gewissermafsen  ein  Mittelding  zwischen 
Reflektoren  und  dioptrieeben  Femrohren  ist  das  von  L.  Schupmann 
konstmierte    Medialfemrohr    (L,    Schupmann:    Die    Medialfemrohre, 
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Vig.  ui. 
Optik  der  Balief- Fernrohre. 


Leipzig  1899) ').  Nach  den 
Rechnungen    Ton     Schup- 
— I^k         mann,  die  sich  auf  alle  nur 
n^P        mögliehen     Fehlerquellen 
Jm^  erstrecken,    ist    der  neue 

*  KonstruktionetypuB,        in 

gTofseu  Dimenfiionen  aus- 
geführt, den  besten  astro- 
nomischen Femrohren  hin- 
sichtlich aller  optischen  Eorrek 
tionen  überlegen,  sobald  die  Ob- 
jektivöönung  nicht  kleiner  als 
30  cm  ist.  Die  wesentlichen  Teile 
eines  Mediais  sind  (siehe  Fig.  184): 

I.  Eine  einfache  bikonvexe  (tb- 
jektiyliuse. 

II.  Ein  kubischer  Glasblock 
mit  objektirseitig  angeschliffener 
konvexer    Kugelääche    (Prisma). 

III.  Ein  Sjstem  zweier  ge- 
trennter Linsen,  von  denen  die 
zweite  mit  einer  Spiegelbelegung 
versehen  ist  (Kompensation). 

Das  aus  dem  Unendlichen 
kommende  Licht  durchdringt  zu- 
nächst das  einfache  Objektiv  1, 
passiert  das  Prisma  II,  durch- 
dringt die  erste  xmd  zweite  Linse 
der  Kompensation  III,  und  wird 
dann  von  der  Spiegelfläche  der 
letzten  Linse  reflektiert. 

Wären  alle  optischen  Teile 
streng  centrisch  angeordnet,  so 
würde  das  Licht  den  Weg  diuvb 
das  Prisma  wieder  zurückgehen 
und  das  entworfene  reelle  Bild 
könnte  keiner  Okularbeobachtung 
unterzogen  werden.  Aus  dem 
Gnmde  muTs  die  Kompensation  111 
f       schwach  geneigt  werden,  wodurdi 

1)  SchupmaiiD  empfiehlt  ios- 
besondere  die  Daretellnng  der  optischen 
Fehlergteichungen  nach  Kerber  (Kom- 
,  miasionsverlag  Gustav  Fock,  Leipsig) 


Das  Medialfernrohr. 


359 


Die  Laugen  sind  im  Metern  ausgedrückt. 


m 


jr 


t¥^Z 


T0^MW^ — 0,68Z98 


K 


CO 


ISS6 


0JS¥JO 


Spiegelfläche 

Flg.  183. 


Silicat-Crown  Nr.  17 
Jena. 

nc  =  1,51333 

nü  =  1,5160 

n^'  =  1,52237. 


Silicat-Crown  Nr.  13 
Jena. 

nc  =  1,51489 

nu=  1,5175 

ni.=  1,51366. 


'  Leicht  Flint  Nr.  29 
Jena. 

nc=  1,56416 

n^=  1,5710 

np  =  1,58043. 
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das  reelle  Bild  seitlich  von  dem  Haupttubus  entsteht  (also  äbnlich 
wie  bei  dem  Herschelschen  Reflektor)  und  der  Beobachtung  durch 
ein  Okular  zugänglich  wird.  Für  die  praktische  Ausführung  giebt 
Schupmann  noch  mehrere  Formen  an,  insbesondere  kann  das  Licht 
im  Prisma  II  auch  einer  totalen  Reflexion  unterworfen  werden,  wo- 
durch eine  Abkürzung  des  Fernrohrtubus  herbeigeführt  wird.  Ein 
solches  Instrument  ist  von  der  Firma  Reinfelder  und  Hertel  aus- 
geführt und  befindet  sich  jetzt  in  der  Urania  zu  Berlin.  Beigefügte 
Figur  zeigt  ein  Instrument  von  y^  Meter  Öffiiung. 


Achtzehntes  Kapitel. 
Die  Lupe  und  das  Mikroskop. 


264.  Die  Lupe,  bestellend  aus  einer  nnendlicli  dünnen  Linse.  Sei 
auf  einer  optischen  Achse  in  S  (Fig.  184)  eine  dünne  Linse  und  bei 
P  ein  Gegenstand  innerhalb  der  Brennweite,  und  zeichnen  wir  uns 
nach  der  bekannten  Konstruktion  sein  Bild  in  P\  so  wird  dieses  vir- 
tuell und  aufrecht  sein.  Ein  Auge 
bei  Ä,  das  in  die  Linse  schaut,  kann 
dieses  deutlich  sehen,  sobald  P' 
nicht  näher  am  Auge  liegt  als  der 
Nahpunkt.  Sei  zunächst  der  Ein- 
fachheit halber  Ä  sehr  nahe  bei  S, 
so  dafs  wir  diese  beiden  Punkte  als 
zusammenfallend  annehmen  können.  Sei  noch  PS  =  a,  P'S  =  h 
(die  Strecken  positiv  gerechnet,  wie  sie  in  der  Figur  dargestellt  sind), 
dann  ist 


Fig.  184. 


a 


f 


wenn  f  die  Brennweite  der  Linse  ist. 

Femer  verhalten  sich  Bildgröfse  y  zur  Objektgröfse  y,  wie  die 
zugehörigen  Schnittweiten,  also  ist: 

(2)  2/:_A. 

Die  Gröfse  des  Bildes  y   ist  verschieden  für  verschiedene  Werte  von 
a.     Für  das  Auge  wichtig  ist  jedoch  nur  der  Gesichtswinkel,  unter 

dem  es  das  Bild  sieht;  ist  dieser  «',  so  hat  man  tgoj'  =  ~  oder  für 

kleine  Winkel  oj'  =  ,  • 

b 

Diesen  Winkel  wollen  wir  vergleichen  mit  dem  Winkel  w,  unter 
dem  das  Objekt  mit  unbewaShetem  Auge  in  der  Entfernung  l  (kon- 
ventionelle Sehweite)  erscheint.  Dann  ist  oj  =  y  •  Den  Quotienten 
—  nennen  wir  die  Lupen vergröfserung  N^  so  dafs  man  hat: 


(3) 


üf         y  0         a  \f    *    0/ 
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Setzt  man  nun  für  h  einmal  die  Entfernung  des  Nahpunktes,  das 
anderemal  die  Entfernung  des  Fempunktes  des  beobachtenden  Auges^ 
so  erhält  man  die  beiden  extremen  Werte  von  N^  die  durch  die  Ak- 
kommodation des  menschlichen  Auges  bedingt  sind.  Beim  akkommo- 
dationslosen  Sehen  eines  normalen  Auges  ist  a  =  cx)  und  man  erhalt: 


(4) 


J^=-* 


Die  Vorzeichen  in  den  Formeln  (1)  bis  (4)  entsprechen  der  Figur  184, 
in  der  also  alle  Strecken  als  positiv  zu  betrachten  sind. 

Befindet  sich  das  Auge  nicht  in  S,  sondern  in  der  Entfernung 
k  davon  in  Ä  (Fig.  185)^  so  ist;  idealer  Strahlengang  vorausgesetzt, 
die  Vergröfserung  unverändert. 

Sei  LL^  (Fi?- 185)  der  Durchmesser  der  Lupenöffiiung  und  ist 
P  derjenige  Punkt  der  Fokalebene,  von  dem  aus  der  Randstrahl  FL^ 


Fig.  186. 


gerade  durch  Ä  geht,  so  ist  ^FSP  =  ^FAL^,  Das  Objekt  FF 
erscheint  also  unter  demselben  Gesichtswinkel,  gleichgültig  ob  das 
Auge  in  S  oder  A  sich  befindet.  Für  den  Beschauer  wird  allerdings 
der  Eindruck  hervorgebracht,  als  wachse  die  Vergröfserung  mit  der 
Entfernung  des  Punktes  A  von  S,  weil  die  Lupe  selbst  (resp.  ihre 
Fassung)  in  gröfserer  Entfernug  kleiner  erscheint,  und  aufserdem,  wie 
wir  gleich  sehen  werden,  gleichzeitig  eine  Verkleinerung  des  Gesichts- 
feldes eintritt.  Der  letztere  Umstand  bewirkt,  dafs  das  Objekt  FF, 
wenn  das  Auge  sich  in  S  befindet,  nur  einen  kleinen  Teil  des  Ge- 
sichtsfeldes einnimmt,  während  es  die  ganze  Lupenöffnung  zu  füllen 
scheint,  wenn  das  Auge  in  A  ist. 

2.  Gesichtsfeld.  Fällt  die  Augenpupille  mit  der  Lupe  in  S  zu- 
sammen, so  ist  theoretisch  das  Gesichtsfeld  unbeschränkt. 

Befindet  sich  dagegen  das  Auge  in  A  (Fig.  185),  so  ist  das  Ge- 
sichtsfeld  vom  Durchmesser  2p  =  LL^  der  Lupe  abhängig.     Setzt 


Allgemeiner  Fall. 
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man  den  Durchmesser  der  Augenpupille  =2pQ,  und  die  Entfernung 
ÄS  =  e,  so  haben  wir  hier  genau  den  im  §  222  diskutierten  Fall. 
Das  Gesichtsfeld  zeigt  einen  centralen  Teil  konstanter  Helligkeit;  um- 
geben von  einer  Zone  abnehmender  Helligkeit.  Ist  p'>  Po,  bo  können 
wir  hier  die  drei  Arten  von  halben  Gesichtsfeldwinkeln  unterscheiden: 

P'  +  Po 


(5) 


tgai  = 


tgßa  =  v 


e 


tgß3  = 


P 


e 


Für  den  seltenen  Fall,  dafs  p'<Po  ist,  gelten  analoge  Formeln 
nach  §  222. 

265.  Allgemeiner  Fall.  Wir  betrachten  noch  den  Fall,  dafs  ein 
System  mit  wohlcharakterisierter  (jE,F)  und  (Ä.P)  vorliegt,  und  dafs 
die  Augenpupille  mit  der  (Ä.P)  koincidiert.    Sei  in  Figur  186  bei  R 


y 


Ä' 


X' 


T 


Pig.  186. 


ein  Objekt  von  der  Gröfse  y  vorhanden,  dessen  Bild  von  der  Gröfse 
y'  bei  K  zustande  kommt.  P'  sei  Mittelpunkt  der  (A.P)  und  wir 
setzen,  wenn  noch  F'  den  hinteren  Brennpunkt  des  Systems  bedeutet 

KP'  =  r,      R'F' = x\      rp  =  X\ 

Das  Bild  y   erscheine  im  Bildraum  von  P  aus  unter  dem  Winkel  oj'. 
Man  hat  aus  der  Figur  186 

und  wenn  man  das  Objekt  y  ohne  Lupe  aus  der  Entfernung  l  be- 
trachtet unter  dem  Winkel  o 


_  y 


tg(D=|. 
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Daraus  folgt  die  Vergröfsemng,   wenn  man  ö'  und  (o  sehr  klein  an- 
nimmt: 


oder  weil  nach  §  89 


und  aus  der  Figur  186 


0/        y      / 
CD         y     I 


ist; 

(6)  ^=<r--)'=.(,_|), 

WO  l  gewöhnlich  gleich  250  mm  gesetzt  wird. 

Setzt  man  hierin  für  |'  einmal  die  Entfernung  des  Nahepunktes, 
das  anderemal  die  des  Fempunktes^  so  erhält  man  die  beiden  äufsersten 
Werte  von  iV,  die  infolge  der  Akkommodation  auftreten.  Für  ein 
normales  Auge  im  akkommodationslosen  Zustande  ist  |'  =  oo  und 
man  hat 
(7)  N=^l,. 

Da  bei  den  Lupen  wohl  immer  die  hintere  und  vordere  Brenn- 
weite gleich  sind,  so  hat  man  die  Regel:  Die  lineare  Vergröfserung 
einer  Lupe  erhält  man,  wenn  man  die  Zahl  250  durch  die  Brenn- 
weite in  mm  dividiert.  Bei  Lupen,  die  nach  dem  Typus  dänner 
Linsen  konstruiert  sind,  ist  Fokalabstand  (d.  h.  Schnittweite)  mit  der 
Brennweite  nahezu  identisch;  bei  dicken  oder  aus  mehreren  Systemen 
zusammengesetzten  Lupen  ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall. 

266.  Eonstruktionstypen.  1.  Die  einfache  unachromatische  Linse 
ist  nur  für  schwache  Vergröfserungen  brauchbar.  Die  beste  Form 
ist  plankonvex  mit  der  planen  Seite  nach  dem  Auge  zu.  Bis 
zu  achtfacher  Vergröfserung  hinauf  ist  noch  das  Gesichtsfeld  vom 
Durchmesser  des  fünften  Teiles  der  Brennweite  brauchbar. 

2.  Die  Fraunhof ersehe  Lupe  besteht  aus  zwei  gleichen,  einander 
sehr  genäherten  plankonvexen  Linsen,  die  ihre  konvexen  Seiten  ein- 
ander zuwenden. 

3.  Die  Wilsonsche  Lupe,  wie  2.,  nur  sind  die  beiden  Linsen  (ge- 
wöhnlich um  %  der  Einzelbrennweiten)  von  einander  getrennt. 

4.  Die  Lupe  von  Brewster  besteht  aus  einer  VoDkugel,  bei 
welcher  der  mittlere  Teil  rinnenformig  eingeschliffen  ist. 

5.  Stanhopes  Lupe  ist  ein  kleiner  Glascylinder,  dessen  Grund- 
flächen kugelförmig,  meist  mit  verschiedenen  Krümmungen,  ange- 
schliffen sind.  Häufig  wird  sie  in  der  Form  benutzt,  dafs  auf  der 
einen  Grundfläche  ein  kleines  durchscheinendes  Photogramm  geklebt 
wird.  Li  diesem  Falle  mufs  die  hintere  Brennweite  der  andern  Flache 
gleich  der  Cylinderlänge  sein. 


Konstruktionstjpen. 
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6.  Die  Steinheiische  achromatische  —  sogenannte  aplanatische 
—  Lupe  gehört  zu  den  bewähiiesten  Konstruktionen  und  übertrifft 
die  genannten  Typen  hinsichtlich  der  allgemeinen  Fehlerkorrektion 
bei  weitem.  Sie  besteht  aus  einer  gleichseitigen  bikonvexen  Crown- 
glaslinse^  an  die  beiderseits  Flintmenisken  angekittet  sind.  Die  Kon- 
struktionsdaten sind  (nach  einer  brieflichen  Mitteilung  von  A.  R.  Stein- 
heil) für  die  Brennweite  Eins: 


Flint  wz)=  1,61440 


Crown  1,51856 


Flint  1,61440. 


r,  =  0,762 

d^  =  0,056 

rjj  =  0,339 

d^  =  0,185 
rj  =  —  0,339 

^3  =  0,056 

r^  =  —  0,762 

7.  Die  von  Chevalier  angegebene  Lupe,  jetzt  in  der  Regel 
Brückesche  Lupe  genannt,  besteht  nach  Art  eines  holländischen  Fern- 
rohrs aus  einem  achromatischen  Objektiv  und  einer  Negativlinse  als 
Okular;  ihr  Objektivabstand  ist  relativ  grofs  und  kann  innerhalb  be- 
stimmter Grenzen  beliebig  grofs  gemacht  werden. 

Wir  geben  hier  noch  eine  Tabelle,  in  welcher  für  die  ver- 
schiedenen Konstruktionstypen  die  lineare  Vergröfserung,  der  Fokal- 
abstand in  mm  und  das  objektseitige  Gesichtsfeld  ebenfalls  in  mm 
angegeben  sind  nach  Czapski:  Theorie  der  optischen  Listrumente, 
Breslau  1893. 


Eonstraktionstypus 

1 

,       Lineare 
1  Vergröfserung 

Fokalabstand 
mm 

Objektseitiges 
Gesichtsfeld  in  mm 

Einfache  Linse,  plankonvex 

6 
10 

40 

12     14 

B4 

20 
10 

70 

13 
5 
2,5 

bis  ca.  8  mm 
brauchbar 

Wilsonsche  Lupe 

14 

1 

Steinheiische  Lupe                 l 

Briickesche  Lupe 

Düblet  von  Zeifs                     < 

6 

10 

20 

6 

17 
34 
70 

18 
10 
3,5        • 

10 

4 

2 
1.2 

Um  relativ  starke  Vergröfserungen  (bis  200  etwa)  zu  erreichen, 
wurden  bis  Mitte  dieses  Jahrhunderts  Verbindungen  mehrerer  meist 
plankonvexer  Linsen  benutzt,  die  unter  den  Namen  Doublets  und 
Triplets  empfohlen  wurden.     Auf  ein  solches   System   beziehen  sich 
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die  ZaMen  in  der  letzten  Reihe  der  obigen  Tabelle.  Jetzt  sind  der- 
artige Konstruktionen  fast  ganz  durch  das  zusammengesetzte  Mi- 
kroskop verdrängt. 

B.  Das  zusammengesetzte  Mikroskop. 

Für  die  allgemeine  Theorie  kommen  in  erster  Linie  in  Frage:  Dippel: 
Handbuch  der  allgemeinen  Mikroskopie,  Teil  I,  Braunschweig  1882; 
Czapski:  Theorie  der  optischen  Instrumente,  Breslau  1893,  S.  212  u.f. 
Beide  Darstellungen  sind  unter  der  Mitwirkung  resp.  dem  Ein- 
flufs  Abbe's  entstanden;  in  der  letzteren  finden  sich  auch  zahlreiche 
Litteraturhinweise. 

267.  Erste  Übersicht  über  den  Strahlengang  im  zusammengesetzten 
Mikroskop  unter  Zugrundelegung  sehr  dtinner  Linsen.  1.  Grörse  der 
Brennweite.     Wir   nehmen  an,  das  zusammengesetzte  Mikroskop  sei 

aus  zwei  unendlich  dünnen  Linsen,  einem  positiven 
j^  Objektiv  und   einem    ebenfalls   positiven  Okular 

gebildet  und  wollen  uns  unter  diesen  einfachen 
'  K  Voraussetzungen  den  Strahlengang  klar  machen. 

ß^ Q^i^  Das  Objektiv  habe  den  vorderen  (dem  Objekt 

zugewandten)  Brennpunkt  F^   und  den  hinteren 


A 


c\ 


f 
U^  F^,    Für  das  Okular  bezeichnen  wir  die  analogen 

Gröfsen  durch  F^  und  jPj'.     Wir  nehmen  ferner 

der  Einfachheit  halber  an,    dafs  beide  Systeme 

jpr'  (Okular  und  Objektiv)  von  Luft  umgeben  seien, 

schliefsen  also  die  später  zu  behandelnden  01- 
und  Wasserimmersionen  zunächst  von  der  Be- 
trachtung aus.  Dann  sind  vordere  und  hintere 
•^^  ^  Brennweiten  der  beiden  Systeme  einander  gleich 
und  wir  können  setzen,  wenn  A  und  B  die 
.  Schnittpunkte  der  optischen  Achse  mit  den  bei- 

'  +  den  unendlich  dünnen  Linsen  sind: 

^  AF,  =  AF;=f, 

Bf\  =  BF^  =  i 

Die  Länge  F^F^  =  z/  heifst  die  optische  Tubuslänge. 

Wir  wollen  jetzt  die  Aquivalentbrennweite  f  des  ganzen  Systems 
(Objektiv  und  Okular)  ausdrücken. 

Für  diese  ist  bekanntlich,  wenn  e  den  Abstand  der  beiden  Linsen 


bedeutet: 

1         1     1     1           e 

f      U  "^  ~U      h  u 

Setzen  wir  hierin 

e-^  +  U-^U, 

so  wird 

(1) 

1                              A 
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Das  negative  Yoi-zeichen  drückt  aus,  dafs  das  von  einem  sehr 
entfernten  Gegenstand  entworfene  Bild  die  umgekehrte  Lage  hat,  wie 
bei  einem  aus  einer  einfachen  sehr  dünnen  positiven  Linse  bestehen- 
den Objektiv.  Würde  z/  =  0,  fiele  also  F^  mit  F^  zusammen,  so 
wäre  /■=  oo,  das  System  wäre  also  „telecentrisch^^  Nähern  sich  A 
und  B  noch  mehr  einander,  rücken  also  die  Punkte  F^  und  F^  über 
einander  weg,  so  ist  die  Gröfse  z/  negativ  in  Rechnung  zu  ziehen. 
Die  Gesamtbrennweite  f  wird  positiv  und  das  von  einem  sehr  ent- 
fernten Punkte  entworfene  Bild  hat  die  Lage  wie  bei  einem  Objektiv 
gewöhnlicher  Art.  Aus  1.  folgt,  dafs  mit  zunehmendem  d  die  Gröfse 
f  abnimmt.  Sei  z.  B.  f^  =  4  mm,  f^  ==  20  mm,  d  =  200  mm,  so  ist 
e  ==  224  und  f  ==  0,4  mm,  vom  Vorzeichen  abgesehen. 

2.  Lage  der  Brennpunkte  des  ganzen  Systems.  Die  Lage 
des  vorderen,  objektseitigen  Brennpunktes  des  ganzen  Systems  findet 
man,  indem  man  sich  von  der  Okularseite  her  von  einem  unendlich 
fernen  Gegenstand  her  das  Licht  einfallen  denkt.  Dieses  bildet  zu- 
nächst mittels  der  Linse  B  den  Punkt  F^,  der  von  Ä  den  Abstand 
z:/  4"  /i  ^^^'  Von  dem  Bild  in  F^  wird  nun  durch  die  Linse  in  A 
(das  Mikroskopobjektiv)  ein  neues  Bild  im  vorderen  Brennpunkt  F 
des  ganzen  Systems  entworfen,  dessen  Entfernung  AF  =  s  nach  den 
einfachen  Regeln  über  die  Wirkung  unendlich  dünner  Linsen  sofort 
gefanden  werden  kann.     Man  hat 

1        ,1  1 

woraus: 

folgt.  Da,  wie  wir  sofort  sehen  werden,  das  Objekt  immer  sehr  nahe 
der  Fokalebene  in  F  sich  befindet,  so  erkennen  wir,  dafs  das  zusammen- 
gesetzte Mikroskop    gegenüber  dem   einfachen  von  der  Brennweite  f^ 

einen  um  <y  =  -V  vergröfserten    Objektabstand   besitzt.     In  unserem 

Zahlenbeispiel  ist  6  =  0,08  mm. 

Um  den  bildseitigen  Brennpunkt  F'  des  ganzen  Systems  seiner 
Lage  nach  zu  bestimmen,  müssen  wir  uns  das  Licht  von  der  Okular- 
seite aus  unendlicher  Entfernung  einfallen  denken  und  erhalten  ganz 
analog  wie  im  vorigen  Falle,  wenn  wir  BF'  =  s'  setzen: 

(2a)  «'  =  /■«  +  ->• 

Wir  bemerken,  dafs  dieser  Brennpunkt  von  dem  Okularbrenn- 
punkt  F^'  um  die  Strecke  <y'  =  -j  entfernt  liegt. 

Das  zusammengesetzte  Mikroskop  hat,  wie  jedes  optische  System, 
eine  Eintritts-   (E.P)   und   eine  Austrittspupille    (A.P).     Die    erstere 
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begrenzt  den  Strahlengang  im  Objektraum  ^  die  zweite  im  Bildramn. 
Die  letztere  mofs  im  allgemeinen  mit  der  Pupille  des  Auges  zu- 
sammenfallen ^  damit  ein  möglichst  grolses  Gesichtsfeld  übersehen 
wird.  Innerhalb  gewisser  Grenzen  kann  die  Lage  der  Eintrittspupille 
in  unserm  aus '  zwei  dünnen  Linsen  bestehenden  System  verschieden 
sein.  Ist  ihre  Lage  einmal  festgelegt;  so  ist  dies  auch  der  Fall  für 
die  (Ä.P),  die  ja  das  vom  ganzen  System  entworfene  Bild  der  {E.P) 
ist.  Wir  kommen  dem  Falle  der  Praxis  in  unserem  schematischen 
Mikroskop  ziemlich  nahe^  wenn  wir  (wie  es  bei  starken  Objektiven  in 
der  Regel  der  Fall  ist)  die  (E.P)  mit  dem  Objektiv  A  zusammen- 
fallen lassen  und  ihren  Durchmesser  gleich  dem  des  Objektivs  machen. 
Dadui'ch  wird  das  Objektiv  auch  zugleich  als  wirksame  Blende  be- 
nutzt. Bilde  ich  jetzt  die  (E.P)  durch  das  ganze  System  ab,  so  ist 
hierbei  das  Objektiv,  eben  weil  es  mit  der  (E.P)  zusammenfallt,  ganz 
unwirksam  imd  wir  haben  die  Abbildung  nur  durch  das  Okular  zu 
bewirken.  Ist  c  der  Abstand  der  (AP)  vom  Okular  B  (Fig.  187), 
so  haben  wir  sofort  nach  den  Regeln  über  die  unendlich  dünnen 
Linsen: 

wo  in  Fig.  187  c^  BC  ist,  so  dafs  also  C  Mittelpunkt  der  {A.P)  ist. 
Hieraus  folgt 


Für  den  bildseitigen  Abstand  des  Systembrennpunktes  vom  Okular 
hatten  wir  in  Gleichung  (2  a)  den  Wert  s  =  f%  -\-  ^  gefunden.  Für 
die 'Differenz  beider  Strecken  ergiebt  sich 

Für  unser  Zahlenbeispiel  finden  wir  s  —  c  =  0,04  mm  circa. 

Wir  erkennen  also,  dafs  bei  den  gewählten  Gröfsen Verhältnissen 
des  Tubus  und  der  Brennweiten  die  (Ä.P)  dem  bildseitigen  Brenn- 
punkt immer  aufserordentlich  nahe  liegt.  Hiervon  werden  wir 
später  wiederholt  Gebrauch  machen. 

268.  Strahlengang  im  zusammengesetzten  Mikroskop.    Nachdem 

wir  in  den  vorangehenden  Paragraphen  uns  eine  Anschauung  über  die 
Lage  und  Gröfse  der  wichtigsten  Abbildungselemente  verschafft  haben, 
wollen  wir  jetzt  von  der  Annahme  unendlich  dünner  Linsen  abstra- 
hieren und  den  allgemeinen  Fall  betrachten.  Wir  ersetzen,  wie  dies 
in  der  allgemeinen  Abbildungslehre  gezeigt,  das  Mikroskop  durch 
die  beiden  Brennebenen  bei  F  und  JP',  die  (E.P)  und  die  {A.P'U 
deren  Radien: 
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AB  =  ÄC  =  p 

und 

A'B  =  A'C  =  p 

genannt  werden.     (Siehe  Fig.  188  auf  der  folgenden  Seite.) 

Vom  Punkte  P  des  Objektes  PQ  dringe  das  Strahlenbündel 
PBC  in  die  (E,P).  Der  Hauptstrahl  PA  desselben  bilde  mit  der  op- 
tischen Achse  den  Winkel  -^  PAQ  =  (o  und  erscheine  nach  dem 
Durchtritt  durch  das  System  als  P'A',  wo  A'  Mittelpunkt  der  (A.P) 
ist.  Die  durch  den  Rand  der  {E,P)  gehenden  Strahlen  PB  und  PC 
müssen  nach  dem  Durchgange  durch  das  System  auch  durch  den 
Rand  der  (A.P)  gehen,  da  die  {A.P)  ja  das  Bild  der  (-E.P)  ist.  Diese 
Strahlen  verlassen  als  P'B  und  P'C  divergent  die  (A.P)  und  er- 
zeugen für  ein  in  A'  befindliches  Auge  ein  virtuelles  Bild  P'Q^  in 
der  Entfernung  l  von  der  Ebene  der  {A,P)  und  in  der  Entfernung 
x'  von  der  hinteren  Fokalebene.  Femer  setzen  wir  noch  entsprechend 
den  schon  bei  der  allgemeinen  Abbildungstheorie  eingeführten  Be- 
zeichnungen : 

AT  =  X' 

^:  PAQ'  =  ü' 

FQ  =  x 
FA  =  X 

Q[A  =  r. 

Gröfse  des  Objektes  QP  sei  y, 
Gröfse  des  Bildes  QP'  sei  y. 

Vordere  und  hintere  Brennweite  des  Systems  werde  mit  f  und  fy 
die  Brechungsexponenten  im  Objektraum  und  Bildraum  mit  n  und  n 
bezeichnet. 

Wir  machen  jetzt  für  das  System  die  beiden  Voraussetzungen: 
1.  Die  Pupillenmittelpunkte  A  und  A  sind  orthoskopische  Punkte, 
«  sie  haben  konstantes  Tangentenverhältnis.  2.  Die  Punkte  Q  und  Q\ 
d.  h.  die  Axialpunkte  von  Objekt  und  Büd^  sind  aplanatisch,  sie  sind 
also  erstens  für  die  Pupillenöffiiung  frei  von  sphärischer  Aberration 
und   es   gilt  für  sie  die  Sinusbedingung. 

In  Fig.  188  ist  ferner  noch  ein  von  Q  ausgehendes  Strahlen- 
bündel gezeichnet.  Die  Randstrahlen  QB  und  QG  treten  als  Q'B 
und  QC  im  Bildraum  divergent  durch  die  {A.P)  und  erzeugen  den 
axialen  Bildpunkt  Q'  in  der  Entfernung  der  deutlichen  Sehweite  l  von 
der  (-4.P).     Wir  setzen 

^AQB^U 

^  ÄQ'B'  =  U\ 

Die  Sinusbedingung  gilt  für  jeden  unter  beliebiger  Neigung  von   Q 
ausgehenden  Strahl  und  seinem  im  Bildraum  im  zugeordneten  durch 

Gleichen,  optische  Abhildnngalohre.  24 
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(^  gehenden.     Sie   heifst   für   die  Randstrahlen   mit  den  Neigungen 
IJ  und  V  sii^  ^  — ^  ^  /5 


sin  V* 


n 


Hintere  FocaUhetu 
Ebene  der  AI* 


Ebene  des  virtBildes 


^-    Ebene  derEJ^, 


JEn>ene  des  Ol^ecUs 
VcrdertFocalebene 


Fig.  188. 


WO  ß  die  Lateralvergröfserung 


ß 


y 


ist,  während  die  Orthoskopie  erfordert: 

tga  n  "' 
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269.  Vergrörserung  des  zusammengesetzten  Mikroskops.  Seien 
nun  femer  f^  und  f\'  die  erste  und  zweite  Brennweite  des  Objektivs 
und  die  analogen  Gröfsen  für  das  Okular  f^  und  f^,  so  werden  wir 
für  das  Mikroskop  f^  =  f^  setzen  können^  da  sich  das  Okular  immer 
in  Luft  befindet.     Die  Brennweiten  sind  dann  nach  §  91 

wo   z/  die   optische  Tubuslänge    bedeutet,    d.  h.  die  Entfernung    der 
beiden  zugewandten  Brennpunkte  des  Objektivs  und  Okulars. 

Ist  das  Objekt  (Präparat)  in  einem  Medium  vom  Brechungsexpo- 

nenten  n  eingebettet  (Immersionssystem),  so  ist  /*/  =  ^  und  man  hat: 

'  nJ  n' 

(2)  I   für  n  =  1  (Trockensystem)  ist 


n 


•'        fi  '  fi 


Unter  linearer  Vergröfserung  N  des  Mikroskops  verstehen  wir 

den  Quotienten       unter  der  Voraussetzung,  dafs  sich  das  Bild  y'  in 

der  sogenannten  konventionellen  Sehweite  l  =  250  mm  befindet.  Die 
Gröfse  l  wird  auch  als  „bequeme  Leseweite'^  bezeichnet  und  ist  eine 
ziemlich  willkürliche  Festsetzung. 

Nach  den  allgemeinen  Abbildungsbeziehimgen  ist  (§  89): 

(2a)  N=^'  =  §-  =  ^- 1-^'  nach  Fig.  188. 

Da  der  Brennpunkt  F'  der  {A.P)  und  damit  dem  Augenort 
immer  äufserst  nahe  liegt,  können  wir  in  der  letzten  Formel  X'  gegen 
I'  vernachlässigen.  Setzen  wir  dann  noch  für  |'  die  konventionelle 
Sehweite  l,  so  wird: 

(3)  t^N=^ 


Nun  folgt  aus  Fig.  188:  tgö'  =-  ^ 


y  r 

demnach  wird: 

Die  Gröfse  —^   nennt  Abbe  die  eigentliche  Vergröfserung  und 
bezeichnet  sie  mit  t;.     Denmach  ist  auch: 
(4)  ^^vl, 

270.  Die   numerisclie  Apertnr.     Das  Charakteristische   eines  zu- 

24* 
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sammengesetzten  Mikroskops  ist  sein  aufserordentlich  grofses  Offianngs- 
verhältnis.  Während  bei  astronomischen  Femrohren  sich  Objektiv- 
öffiaung  zur  Brennweite  wie  1  :  15  bis  1  :  30  verhält  und  für  kleine 
holländische  Femrohre  dies  Verhältnis  höchstens  auf  '^f^  steigt,  über- 
trifft bei  manchen  Mikroskopobjektiven  die  Ofi&iung  des  Objektivs 
den  Wert  der  Brennweite  nicht  unerheblich.  Infolge  dessen  ist  der 
Winkel  ?7(Fig.  188)  relativ  grofs  und  kann  nahezu  90^  werden.  Um- 
gekehrt dagegen  ist  das  Verhalten  des  Winkels  ü'  im  Bildraum.  Die 
Winkel  ÄT'C  und  A'Q'C  sind  immer  aufserordentlich  klein,  sowohl 
wegen  der  Kleinheit  des  Radius  der  {A,F)  als  auch  besonders  wegen 
der  relativ  grofsen  Entfernung  des  Bildes  y\  die  doch  mindestens  den 
Wert  l  ===  250  mm  hat  (für  ein  normales  Auge).  Infolge  dessen  kann 
man  für  tg  V  den  Wert  sin  U  setzen,  was  für  den  Winkel  ü  durch- 
aus nicht  zulässig  wäre.     Aus  Fig.  188  folgt  nun 

tgCr'  =  sinfr=^'. 

Für  den  unter  dem  Winkel  U  vom  Punkte  Q  ausfahrenden 
Randstrahl  der  {E,P),  der  nach  dem  Durchgang  durch  das  System 
als  Randstrahl  der  (-4.P)  durch  den  Punkt  ^  bei  einer  Neigung  V 
zur  optischen  Achse  geht,  heifst  die  Sinusbedingung,  wie  wir  sahen, 

sin  ?7  n  ^ 

sin  ir         w  "' 
also  wird: 

n  sin  U  =  w /3sin  U  =      i      öder  da  /3  =  ^-  ist: 

namu  =  -^  •  y 

Auch  hier  erkennt  man,  dafs  -y  der  Einheit  aufserordentlich  nahe 

ist.  Bedenkt  man  noch,  dafs  der  Brechungsexponent  n  im  Bildrauni 
(der  ja  die  Luft  ist)  gleich  der  Einheit  gesetzt  werden  mufs,  so 
hat  man 

(5)  n  sin  Z7  =  ^  ; 

die  Gröfse  nsmU=  a  heifst  die  „numerische  Apertur''  und  ist  für 
die  Beurteilung'  eines  Mikroskopsystems  äufserst  wichtig.  Man  hat 
also  auch 

(6)  p  =  af\ 

über  Methoden  und  Apparate  zur  Bestimmung  der  numerischen 
Apertur  vergl.  Dippel  S.  348  u.  f.  Dort  findet  sich  überhaupt  eine 
ausführliche  Beschreibung  der  Mittel  zur  Bestimmung  der  wichtigsten 
optischen  Abbildungsfaktoren  beim  Mikroskop. 

271.  Gegenseitiges  Verhalten  der  Aplanasie  und  Orthoskopie  voo 
Pnnktpaaren  im  Mikroskop.    Für  die  aplanatischen  Punkte  Q  und  (j! 
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(Fig.  188)  haben  wir  die  Forderung  aufgestellt^  dafs  in  ihnen  die 
sphärische  Abweichung  aufgehoben  sei  und  die  Sinusbedingung 

sinu  n  ^ 

sm  t*  n^ 

bestehe^  während  die  orthoskopischen  Punkte  A  und  Ä  (Mittelpunkte 
der  (ß.F)  und  (-4.P))  die  Eigenschaften  haben^  daHs  A  der  Durch- 
scknittspunkt  der  Hauptstrahlen  im  Objektraum,  A'  der  Durchschnitts- 
punkt derselben  im  Bildraum  sei   und  dafs  das  Tangentenverhältnis 

tgco  ,^}_  :^J!Lß 

tgcö'  y  n  '^ 

bestehe^  wo  y  das  Konvergenzverhältnis  in  diesen  Punkten  ist. 

Für  den  Strahlengang  in  solcher  Nähe  der  Achse,  in  der  man 
die  Tangenten  und  Sinusse  der  Winkel  u  und  cd  mit  den  Bögen  ver- 
tauschen kann,  Terschwindet  der  charakteristische  unterschied  zwischen 
aplanatischen  und  orthoskopischen  Punkten,  denn  das  Verhältnis  der 

kleinen  Bögen  ist  gleich  — ß  =  —    Durch  den  Übergang  zu  gröfseren 

Öffnungen  wird  erst  die  Bedeutung  der  von  Abbe  definierten  aplana- 
tischen und  orthoskopischen  Punkte  klar;  durch  jedes  dieser  Punkt- 
paare wird  eine  charakteristische  Erweiterung  der  Abbildungsmöglichkeit 
gegeben,  die  ganz  dem  Wesen  des  Mikroskopes  entsprechend  gewählt 
ist.  Im  Objektiv  haben  wir  es  mit  aufserordentlich  grofsen  Öffnungen 
zu  thuB,  die  Winkel  u  erreichen  eine  beträchtliche  Gröfse,  von  jedem 
Punkte  soUen  möglichst  viele  Strahlen  aufgefangen  werden,  um  zur 
Bilderzeugung  benutzt  zu  werden;  ist  jedoch  ein  solches  Bündel  bis 
zum  Okular  und  darüber  hinaus  vorgedrungen,  so  ist,  wie  wir  sehen, 
die  Konvergenz  der  Strahlen  in  diesem  Bündel  aufserordentlich  gering 
geworden,  ja  fast  auf  Null  herabgesunken.  Diesen  Umstand  haben 
wir  in  §  270  dieses  Abschnittes  zur  Einführung  der  Sinusbedingung 
benutzt  und  nur  mit  seiner  Hülfe  gelang  die  Ableitung  der  Fundamental- 
beziehung 

n  sin  w  =  a  =  ^  • 

f 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dafs  die  Erfüllung  der  Aplanasie  und  damit 
die  scharfe  und  unverzerrte  Abbildung  eines  zur  Achse  senkrechten 
Flächenstückes  wesentlich  im  Objektiv  zu  erfolgen  habe,  da  für  der- 
artige tiefgehende  Veränderungen  des  Strahlenganges  im  Okular  kein 
Spielraum  mehr  ist,  sowohl  wegen  der  geringen  Konvergenz  der 
Strahlen  eines  Bündels,  als  auch  wegen  der  geringen  Bündelquer- 
schnitte. 

Umgekehrt  verhalten  sich  die  orthoskopischen  Punkte,  d.  h. 
die  Pupillen.  Während  die  Winkel  u  im  Objektraum  beträchtlich 
grofs,  im  Bildraum  sehr  klein  sind,  sind  die  Winkel  oj  im  Objektraum 
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wegen  der  geringen  Ausdehnung  des  Objektes  sehr  klein ;  im  Okular 
dagegen  sehr  grofs.  Die  Forderung  der  Orthoskopie  wird  also  nur 
wenig  durch  das  Objektiv,  sehr  stark  dagegen  durch  das  Okular  be- 
einflufst.  So  zeigt  nach  der  Abbe'schen  Theorie  das  Mikroskop  die 
Erscheinung  einer  rationellen  Arbeitsverteilung  auf  Objektiv  und 
Okular,  um  nach  der  Natur  der  vorhandenen  optischen  Elemente 
(Linsen)  eine  möglichst  grofse  Leistung  zu  erreichen. 

272.  Helligkeit  der  mikroskopisclien  Bilder.  Normalvergröfsernng. 
Wir  haben  in  den  §§  193 — 195  nachgewiesen,  dafs  die  Helligkeit  der 
Bilder  auf  der  Netzhaut  nur  von  dem  Raumwinkel  abhängt,  unter 
dem  die  Austrittspupille  des  Auges  von  der  Netzhaut  aus  erscheint. 
Daraus  folgt  dann,  dafs  die  Helligkeit  proportional  ist  dem  Durch- 
messer dieser  AustrittspupiUe  oder,  was  praktisch  dasselbe  ist,  der 
AugenpupiUe,  deren  Radius  wir  mit  p^  bezeichnet  haben.  Dabei  war 
im  übrigen  die  Konstruktion  des  Auges  als  ganz  beliebig  voraus- 
gesetzt, so  dafs  die  ganze  Betrachtung  auch  gültig  ist  für  das  System: 
Mikroskop  plus  Auge.  Femer  setzen  wir  voraus,  dafs  die  (-4.P)  des 
Mikroskops  und  Augenpupille  coincidieren.  Ist  j)'  keiner  als  p^  (was 
in  der  Praxis  fast  immer  der  Fall  ist),  so  tritt  natürlich  die  Öffiiung 
der  (-4.P)  für  die  Augenpupille  ein. 

Nennen  wir  die  Helligkeit  beim  mikropischen  Sehen  ä,  die  Hellig- 
keit beim  natürlichen  Sehen  Hqj  so  ist 

h  =  c  ' p'^ 

wo  c  eine  Proportionalitätskonstante  ist. 
Hieraus  folgt: 

Wäre  in  einem  besonderen  Falle  |/  gröfser  als  Pq^  so  würde  die 
Augenpupille  als  bildseitige  Aperturblende  wirken.    Der  gröfste  Wert 

von  —  ist  also  die  Einheit  und  es  kann  demnach  h  niemals  gröfser 

werden  als  Äq.  Führt  man  in  die  letzte  Gleichung  die  numerische 
Apertur  a  ein  mittels  der  Formel 

p  =af  , 
so  erhält  man 

K~  \   Po   ) 
oder,  da  nach  (3)  y.  =  N  die  lineare  Vergi-öfserung  ist: 

(«)  X  - 1~*)" 

Die  Gröfse  l  =  250  mm  (die  konventionelle  Sehweite)  und  der  Radius 
der  Augenpupille  p^  (bei  normaler  Tagesbeleuchtung  ist  p^  =  2min) 


Sehtiefe. 
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können  als  Konstanten  aufgefafst  werden;  dann  ist  die  Helligkeit  Ji 
beim  mikroskopischen  Sehen,  wenn  eine  bestimmte  Vergröfserung  N 
vorausgesetzt  wird,  nur  abhängig  von  der  Apertur  a  und  von  keinem 
andern  optischen  Element  des  Apparates.  Verlangen  wir,  dafs  h  =  hQ 
sein  soll,  dafs  also  das  mikroskopische  Bild  dieselbe  Helligkeit  haben 
soll  wie  das  Objekt,  wenn  ich  es  mit  unbewafihetem  Auge  betrachte, 
so  mufs  nach  (7)  auch  pQ=p  sein,  d.  h.  die  aus  dem  Okular  aus- 
tretenden Bündel  müssen  die  ganze  Augenpupille  ausfüllen.  Nach  (8) 
kann  ich  nun  die  dieser  Helligkeit  zugehörige  sogenannte  Normal- 
vergröfserung  N^  bei  gegebener  Apertur  a  berechnen: 


(9) 


AT  «' 

^  Po 


Ist  z.  B.  die  numerische  Apertur  eines  Objektivsystems   1,3,  so  hat 

^j  1,3  .  260         .  ^^  - 

man  Nq  =  -^— - —  =  162,5. 

Man  ist  aber  meist  mit  einer  geringeren  Helligkeit  zufrieden,  um 
dadurch  die  Vergröfserung  zu  steigern  und  so  das  Objektiv  mehr  aus- 
nützen  zu   können.     Nach  Abbe  kann   man   noch   ä  =  -— Aq  als   die 

Helligkeit  mit  unverminderter  Deutlichkeit  annehmen.  Für  diesen  Fall 
giebt  Formel  (8):  iV=325.     Thatsächlich  geht  man  jedoch  in  der 

Praxis  bedeutend  weiter,  etwa  bis  h  =  -^g-  Aq,  woraus  N  =  650  folgen 

würde.  Stillschweigend  vorausgesetzt  wird  hierbei  allerdings,  dafs  die 
Apertur  1,3  auch  wirklich  ganz  zur  Geltung  kommt  und  nicht  etwa 
durch  einen  zu  engen  Beleuchtungskegel  vermindert  wird. 

273.  Sehtiefe.  1.  Fokustiefe.  Beim  Sehen  durch  das  Mikroskop 
befinde  sich  das  Auge  im  bildseitigen  Fokus  F'  des  Instrumentes  und 
erblicke  mit  vollständig  aufgehobener  Akkommoda- 
tion scharf  und  deutlich  die  Ebene  AQ'B  in  der  Ent- 
fernung x'  von  F\  CD  =  2p  sei  die  Öffnung  der 
{A,F),  die  wir  in  der  J?"- Ebene  liegend  annehmen 
können.  Ein  Strahlenbündel,  das  von  einem  Punkte  S 
herkommt,  in  der  Entfernung  Q'S  =  dx  von  ^',  er- 
zeugt in  der  J.^'jB- Ebene  einen  Zerstreuungskreis 
mit  dem  Durchmesser  J.jB=  2  p,  den  das  Auge  unter 
dem  Winkel  AF'B  =  o  sieht.   Nun  ist  aus  Fig.  189 


G} 


X 


=  ^^     mid    -^  =  -' 


P 


dx 
X  +  dx' 


Wegen  der  Kleinheit  von  dx'  kann  man  für  die  letzte 
Gleichimg  auch  schreiben: 


dx' 
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und  erhält  durch  Elimination  von  q 

G)x'^  =  2pdx\ 

Nun  ist  die  Axialvergröfserung  allgemein  nach  §  89,  abgesehen  Tom 

Vorzeichen: 

^dx   ^  ff 

dx  X*    ' 

wenn  f  und  /"  die  vordere  und  hintere  Brennweite  bedeutet. 

Also  folgt  aus  den  letzten  beiden  Gleichungen  unter  Berücksich- 
tigung der  Grundgleichung:  x  •  x'  =  f  -  f  (§  89) 

2dx  =  -^^ 
P 

oder,  wenn  man  die  numerische  Apertur  einführt,  gemäJs  der  Be- 
ziehung 

so  wird 

a 

Die  Gröfse  2dx  nennt  man  die  objektseitige  „Fokustiefe".  Der  Wert 
von  dx  ist  zu  verdoppeln,  weil  der  Punkt  S  ebenso  gut  oberhalb  der 
Pointierungsebene  AQ'B  liegen  könnte,  um  denselben  Zerstreuimgs- 
kreis  zu  erzeugen.  Setzt  man  für  o  den  kleinen  Winkel,  unter  welchem 
man  einen  Gegenstand  mit  unbewaffnetem  Auge  noch  als  punktförmig 
(also  noch  nicht  flächenhaft  ausgedehnt)  sieht,  so  giebt  2dx  die 
Objektiefe  im  mikroskopischen  Präparat,  also  den  Spielraum  an,  inner- 
halb dessen  das  Auge  noch  ohne  merkbare  Zerstreuungskreise  sieht. 
Da  beim  Mikroskop  im  Bildraum  immer  w'=  1  ist,  so  hat  man 

auch:  /*=  nf  und  da  nach  (2a)  in  §  269  /"  =  -^  ist,  wo  N  die  lineare 

Vergröfserung  bedeutet,  so  hat  man  auch 

(9)  2dx^^.  -^^  . 

Die  Gröfse  x  ist  hier  die  konventionelle  Sehweite  =  250  mm.  Nimmt 
man  den  Sehwinkel  der  zulässigen  Undeutlichkeit  zu  3  Winkelminuten, 
seinen  numerischen  Wert  also  zu  0,0008  etwa  an,  und  setzt  a  =  0,5, 
was  einem  Offnungswinkel  des  abbildenden  Strahlenkegels  von  60^  im 
Objektraum  entspricht,  unter  der  Voraussetzung  von  n  =  1  (Trocken- 
system),  so  giebt  die  letzte  Formel  für  eine  hundertfache  lineare  Ver- 

gröfterung  2rf.  =  '^^^'^  =  0,004  mm. 

Folgende  kleine  Tabelle  (nach  Dippel,  S.  205)  giebt  2dx'  für 
verschiedene  Vergröfserungen  unter  der  Voraussetzung  von  a  =  0,5 
und  x'  =  250  mm. 


Sehtiefe. 
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-ST -=  Vergröfserung  Fokustiefe  =  2  rfa;'  in  mm 

10  0,040 
50  0,008 
100  0,004 
500  0,0008 
1000  j  0,0004 
2000  •  0,0002 
2.  Akkommodationstiefe.    Wir  hatten  im  Yorigen  Paragraphen 
angenommen,  das  Auge  wäre  unfähig  zu  akkommodieren  und  demnach 
fest  auf  eine  bestimmte  Pointierungsebene  eingestellt.     Der  Bereich, 
welcher  ihm  unter  diesen  Umständen  durch  die  Fokustiefe  zugänglich 
ist,  wird  noch  um  einen  Tiefenbetrag  dx  yermehrt,  der  von  der  wieder 
in   Thätigkeit  gesetzten  Akkommodation  herrührt.     Seien  x'y  und  Xf 
die  Entfernung  des  Nah-  und  Fempunktes  für  ein  Auge  im  Bildraum, 
und   die  entsprechenden  Gbröfsen  im  Objektraum:  Xn  und  Xjr,  so  hat 
man  nach  den  allgemeinen  Abbildungsgleichungen 

Xf  '  x'f  =  f '  f , 
woraus  folgt 

rfa;  =  x^  -  x^  =-/••/■' (^  -  ^)  =  -/••  r^, 

wo  A  nach  §  211  die  Akkommodationsbreite  nach  Donders  ist. 

Vom  negativen  Vorzeichen  können  wir  hier  absehen  und  erhalten, 
wenn  wir  wieder  wie  im  vorigen  Paragraphen,  die  lineare  Vergröfserung 
N  und  die  konventionelle  Sehweite  x'  =1  =  250  mm  einführen,  unter 
Voraussetzung  von  n  =  l: 

(10)  dx^n(^y.A. 

Für  N  =  100,  x'  =  250  und  w  =  1  erhält  man,  wenn  man 

x'if  =150     und    x'f  =  300* 
setzt,  was  einem  myopischen  Auge  entspricht: 

Folgende  kleine  Tabelle  liefert  wieder  die  Übersicht  bei  ver- 
schiedenen Vergröfserungen  für  dasselbe  Auge. 


N  —  Vergröfsernng 

Akkommodationstiefe  —  dx 

10 

2,08       mm 

50 

0,08         „ 

100 

0,02         „ 

500 

0,0008    „ 

1000 

0,0002    „ 

2000 

0,00005  ,, 

Die  gesamte  Sehtiefe  ist  die  Summe  von  Fokustiefe  und  Akkommg- 
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dationstiefe.  Wie  man  aus  den  Tabellen  sieht,  ist  die  letztere  bei  den 
schwächeren,  die  erstere  bei  den  stärkeren  Vergröfserungen  tiberwiegend. 
Bei  fünfhundertmaliger  Vergröfserung  sind  unter  den  angenommenen 
Verhältnissen  beide  gleich.  Will  man  bei  stärkeren  Vergröfserungen 
möglichst  grofse  Tiefe  haben,  so  mufs  man  die  Apertur  des  Systems 
Yerringem,  da  die  Fokustiefe  dieser  Gröfse  umgekehrt  proportional  ist. 

274.  Scbematisclie  Zerlegung  des  Mlkroskopes.   Der  Ausdruck  (3) 

N  =  1^ 
läfst  sich  mittels  Gleichung  (1)  auch  schreiben 

(11)  ^     '<-id:){d- 

Der  erste  Faktor     .7  stellt  nach  §  265  die  Vergröfserung  einer  Lupe 

/i 

von  der  hinteren  Brennweite  /*/  dar,  während  der  zweite  Faktor  -j  die 

/t 

Vergröfserung  eines  Fernrohrs  ist  von  der  Objektivbrennweite  J  und 
der  Okularbrennweite  f^.  Das  Objektiv  würde  sich  also  in  der  hinteren 
Brennebene  des  Mikroskopobjektivs  befinden.  Eine  solche  schematische 
Zerlegung  eines  Mikroskops  in  eine  Lupe  und  in  ein  Femrohr  wird 
von  Abbe  verwandt,  um  die  rationelle  Verteilung  der  spezifischen 
Leistungen  von  Objektiv  und  Okular  beim  Mikroskop  der  Anschauung 
näher  zu  bringen.     (Vergl.  §  271.) 

Die  Ansprüche  an  das  Okular  sind  identisch  mit  denen,  die  an 
ein  astronomisches  Okular  gestellt  werden.  Wir  verweisen  demnach 
auf  die  Formulierung  der  Bedingungen  in  den  §§  244  bis  250. 

Das  Mikroskopobjektiv  unterscheidet  sich  ganz  wesentlich  von  dem 
Femrohrobjektiv.  Insbesondere  ist  hier  von  bestimmender  Wichtig- 
keit der  Begriff  der  numerischen  Apertur,  der  für  Femrohrobjektive 
kaum  in  die  Erscheinung  tritt. 

275.  Die  Apertur  und  die  nutzbare  Vergröfserung.  Die  geome- 
trische Optik  gründet  sich  im  wesentlichen  auf  die  Voraussetzung  der 
Existenz  des  Reflexionsgesetzes  und  des  Brechungsgesetzes.  Beides 
sind  keine  einfachen  Erscheinungen,  sondern  können  als  Folgerungen 
gewisser  Hypothesen  über  die  Natur  des  Lichtes  aufgefafst  werden 
(Emissionstheorie,  ündulationstheorie,  elektromagnetische  Lichttheorie). 
Insbesondere  nimmt  die  geometrische  Optik  keine  Notiz  von  dem 
Prinzip  der  Literferenz  und  von  den  damit  verwandten  Beugungs- 
erscheinungen.  Es  ist  demnach  den  Entwickelungen  des  §  5  nur  ein 
bedingter  Wert  beizulegen,  nämlich  nur  in  soweit,  als  die  Resultate 
durch  die  Untersuchungen  auf  Grund  der  allgemeinen  Theorie  be- 
stätigt werden.  Derartige  Untersuchungen  sind  in  neuerer  Zeit  mehr- 
fach auf  Grund  des  Interferenzprinzips  ganz  allgemein  durchgeführt, 
und  es  ist  in  mehreren  Fällen  der  Nachweis  geliefert,  dafs  die  Resultate 
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der  geometrischen  Optik  mit  denen  übereinstimmen^  die  auf  Grund 
der  Wellentheorie  des  Lichtes  gewonnen  wurden. 

Für  die  Abbildung  durch  das  Mikroskop  ist  es  besonders  not- 
wendig, diesen  Nachweis  zu  liefern,  da  wir  hier  die  Bedingungen  zur 
Erzeugung  sogenannter  Beugungsspektra  besonders  ausgeprägt  finden. 
Die  letzteren  entstehen,  wenn  man  die  normale  Ausbreitung  des  Lichtes 
dadurch  hemmt,  dafs  man  das  Licht  sehr  enge  Öffnungen  passieren 
läfst.  Diesen  Oflhungen  hat  man  zur  Erzielung  besonderer  Beugungs- 
figaren die  verschiedensten  Formen  gegeben  und  wendet  sie  nament- 
lich in  der  Anordnung  sehr  nahe  beieinanderstehender  Spalte  (sogen. 
Gitter)  an.  Beim  Mikroskop  handelt  es  sich  meistenteils  um  die  Be- 
trachtung  sehr  feiner  Strukturen,  die  noch  dazu  in  der  Regel  im 
durchfallenden  Lichte  beobachtet  werden,  so  dafs  die  Entstehung  von 
Bengungsbildem  geradezu  notwendig  erscheint. 

Von  diesen  allgemeinen  Gesichtspunkten  der  Wellentheorie  aus 
hat  auch  Abbe  die  Bilderzeugung  durch  das  Mikroskop  behandelt  und 


Pig.  190. 

ist  auch  hier  zu  denselben  Resultaten  gelangt,  wie  sie  die  Methode 
der  geometrischen  Optik  direkt  liefert.  Man  vergleiche  hierüber 
Dippel  1.  c.  S.  89. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  hierbei  eine  Gleichung,  welche 
die  Wellenlänge  A  des  verwandten  Lichtes  mit  der  Apertur  a  =  n  sin  w 
in  Beziehung  bringt,  eine  Gleichung,  die  wir  mit  Czapski  „die  Abbe- 
Helmholtz'sche  Grundgleichung''  nennen  wollen.  Ist  nämlich  d  die 
Entfernung  zweier  Strukturelemente  im  Objekt,  die  mittels  der  mikros- 
kopischen Abbildung  gerade  noch  von  einander  getrennt  werden  können, 
so  ist 

Nehmen  wir  diese  Beziehung  als  allgemein  gültig  an,  so  können 
wir  daraus  sehr  weitgehende  Folgerungen  über  die  Natur  der  mikros- 
kopischen Abbildung  ziehen. 

Sei  ^5=  d  in  Fig.  190  die  Entfernung  d  zweier  Strukturelemente, 
die  durch  die  Abbildung  gerade  noch  getrennt  werden,  so  soll  Ä'B' 
das  vom  Mikroskop  im  Bildraum  erzeugte  Bild  von  d  sein.  Damit 
dieses  von  einem  in  F'  (hinterer  Brennpunkt,  der  nahezu  mit  der 
{A.P)  koincidiert)  befindlichen  Auge  gesehen  werde,  mufs  seine  Ent- 
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exponenten  sein  kann,  der  zwischen  Objekt  nnd  Prontlinse  auftritt, 
denn  erst  mit  dem  Sinus  eines  Winkels  multipliziert  ergiebt  er  die 
Apertur.  Da  nun  der  Sinus  eines  Winkels  höchstens  gleich  Eins  ist, 
kann  die  Apertur  höchstens  diesem  Brechungsexponenten  gleich  sein. 
Sind  alle  hier  in  Frage  kommenden  Gröfsen  n  einander  gleich^  so 
nennt  man  das  System  eine  „homogene"  Immersion. 

277.  Grenzen  der  Leistungsfitliigkeit.  Wir  werden  durch  die  Be- 
trachtungen der  Torigen  Paragraphen  auf  eine  Grenze  hingewiesen, 
über  die  hinaus  mit  den  jetzt  gebräuchlichen  Mitteln  die  Leistungs- 
fähigkeit der  Mikroskope  nicht  gesteigert  werden  kann. 

Nehmen  wir  als  höchste,  praktisch  erreichbare,  Apertur  a  =  1,6 
an  und  wählen  X  =  0,00055,  so  folgt  aus  (12)  als  kleinste  Ent- 
fernung zweier  noch  trennbarer  Strukturelemente 

,  0,00055  ^  ^^^.  - 

d  =  -  -^.-z —  =  0,00017  mm. 

Nehmen  wir  als  physiologischen  Grenzwinkel  wieder  an  o  =  2',  so 
folgt  aus  (13) 

,,.         (ol  0,00058 -250  ^ti^     • 

^=    <r=      0,00017      =850  circa. 

Mit  850facher  Vergröfserung  kann  also  der  Mensch  alles  sehen, 
was  überhaupt  mit  einem  Mikroskop  sichtbar  gemacht  werden  kann. 
Wählten  wir  den  Grenzwinkel  gj  =  4',  um  ein  bequemeres  Sehen  zu 
ermöglichen,  so  gelangten  wir  zu  einer  ITOOfachen  Vergrößerung. 

Um  mehr  zu  erreichen,  bliebe  noch  übrig,  Licht  von  geringerer 
Wellenlänge  zu  verwenden.  Würde  man  das  Mikroskop  als  Projek- 
tionsapparat benutzen,  so  könnte  man  sogar  das  chemisch  sehr  wirk- 
same, für  das  Auge  fast  unsichtbare  ultraviolette  Licht  zur  Herstellung 
von  Mikrophotographieen  verwenden,  wodurch  bei  einer  Wellenlänge 
von  X  =  0,0003  die  auflösende  Kraft  fast  verdoppelt  würde.  Hier 
kommt  allerdings  wieder  die  neue  Schwierigkeit  hinzu,  dafs  die  jetzt 
vorhandenen  optischen  Gläser  Licht  von  so  kurzen  Wellenlängen  sehr 
stark  absorbieren. 

278.  Allgemeine  optisclie  Anforderungen.  Die  Ansprüche,  die 
man  an  ein  Mikroskopobjektiv  stellt,  wenn  es  den  höchsten  An- 
forderungen genügen  soll,  sind  folgende: 

1.  Die  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  für  einen  Achsen- 
punkt bei  einem  mittleren  Brechungsexponenten  (z.  B.  n/>); 

2.  wie  unter  1.,  nur  für  eine  zweite  Farbe; 

3.  die  Erfüllung  der  Sinusbedingung; 

4.  Achromasie  der  axialen  Schnittweiten; 

5.  Achromasie  der  Brennweiten; 

6.  Aufhebung  des  sekundären  Spektrums. 

Die  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  über  die  ganze  Öff- 
nung bedeutet  für  Objektive   grofser  Apertur   eine   aufserordentliche 
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wo,  wie  wir  sahen,  n  der  Brechimgsexponent  im  Objektraum  und  u 
der  halbe  Offnungswinkel  des  centralen,  die  Abbildung  vermittelnden 
Bündels  in  diesem  Raum  ist.  Das  Objekt  (Präparat)  kann  entweder 
in  Luft  oder  in  irgend  einem  Einbettungsmedium  wie  Kanadabalsam 
sich  befinden.  In  letzterem  Falle  wird  es  gewöhnlich  von  einer  plan- 
parallelen Glasplatte  (Deckglas)  bedeckt.  Man  unterscheidet  nun  zwei 
wesentliche  Typen: 

1.  Befindet  sich  zwischen  dem  Objekt  und  dem  Objektiv  Luft, 
so  nennt  man  das  Mikroskopobjektiv  „Trockensystem^^ 

2.  Befindet  sich  zwischen  dem  eingebetteten  Objekt  und  dem 
Objektiv  eine  Flüssigkeit,  so  nennt  man 

das     Mikroskopobjektiv    „Immersions- 
system". 

Um  die  hierbei  auftretenden  Ver- 
hältnisse besser  übersehen  zu  können, 
möge  die  Fig.  191  dienen. 

In  Fig.  191  sei  in  F  ein  Punkt 
des  Objektes  auf  der  optischen  Achse. 
Eine  Reihe  planparalleler  Schichten  mit 
den  Brechungsexponenten  n,  n^y  n^ 
trennen  das  Objekt  von  der  letzten 
Fläche  der  Frontlinse  des  Objektivs 
(hier    eine   Halbkugel).      Der    von   F 

ausfahrende  Strahl,  welcher  den  Rand  C  der  Objektivöffnung  trifft, 
nimmt  den  Weg  F^Ä^B,  C,  seine  Brechungswinkel,  die  er  mit  den 
Einfallsloten,  d.  h.  auch  mit  der  optischen  Achse  bildet,  sind  u^  und  u^. 
Man  hat  also  zufolge  des  Brechungsgesetzes  nach  Fig.  191: 

(15)  a  =  w  sin  w  =  Mj  sin  u^  =  n^  sin  u^ , 

d.  h.  beim  Durchgang  durch  beliebig  viele  planparallele  Platten  ändert 
das  die  Abbildung  vermittelnde  Bündel  zwar  seine  Öffnung,  jedoch  so, 
dafs  seine  Apertur  unveiündert  bleibt.  Ist  nun  in  irgend  einer  Schicht, 
z.  B.  der  zweiten,  n^  =  1,  d.  h.  handelt  es  sich  um  eine  Luftschicht 
und  ist  der  Offnungswinkel  in  dieser  Schicht  u^^  so  hat  man  nach 
Formel  (15)  sofort 

a  =  s'mu^. 

Da  nun  der  Sinus  eines  Winkels  kleiner  als  Eins  ist,  so  mufs  auch  a 
kleiner  als  die  Einheit  sein.  Das  System  ist  ein  Trockensystem  und 
seine  Apertur  kann  die  Einheit  nicht  überschreiten. 

Sind  alle  Brechungsexponenten  von  Eins  verschieden,  so  kann 
nach  (15)  allerdings  a  gröfser  als  die  Einheit  werden.  Es  handelt 
sich  in  diesem  Falle  um  ein  Immersionssystem. 

Man  erkennt  aus  (15)  ferner  sofort,  dafs  die  Apertur  a  bei  einem 
Immersionssystem  im  günstigsten  Falle  gleich  dem  kleinsten  Brechungs- 
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heifst  der  Arbeitsabstand  und  ist  in  unserem  Falle  TA  =  35,865; 
der  Arbeitsabstand  ist  immer  ein  wenig  gröfser  als  die  Entfernung 
des  objektseitigen  Brennpunktes  von  der  ersten  Fläche.  Diese  Differenz 
wird  allerdings  fast  verschwindend  für  Objektive  mit  sehr  kurzen  Brenn- 
weiten.    Im  vorliegenden  Falle  beträgt  die  Brennweite  fo  =  30,53. 

Die  Strecke  BP'  ist  die  bildseitige  Schnittweite  und  betragt 
ca.  160.  Der  Punkt  P'  mufs  in  der  Fokalebene  des  Okulars  liegen, 
falls  das  Instrument  für  ein  auf  Unendlich  eingestelltes  Auge  ein- 
gerichtet isi 

Der  von  P  nach  dem  Objektivrand  D  gezogene  Strahl  bildet  mit 
der  Achse  einen  Winkel  u  =  6^53,52'.  Demnach  ist  die  numerische 
Apertur,  da  es  sich  um  ein  Trockensystem  handelt: 

a  =  sin6053,52'  =  0,12. 

Zur  Feststellung  des  Korrektionszustandes  sind  drei  Strahlen  durch- 
gerechnet und  zwar  jeder  für  die  drei  Fraunhoferschen  Linien  C,  D 
und  Fy  so   dafs  also   im   ganzen  neun  Durchrechnungen  stattfanden. 

1.  Ein  Achsenstrahl.  Hier  kann  man  entweder  direkt  nach  den 
Formeln  für  Paraxialstrahlen  verfahren  oder  einen  sehr  kleinen  Winkel 
u  (etwa  1")  annehmen. 

Es  ergeben  sich  folgende  Schnitt  weiten  s: 

Sc  =  161,10,        s'n  =  160,47,        5>  =  160,00. 

2.  Ein  Randstrahl,  der  also  von  P  unter  dem  Winkel  u  =  6^53,52' 
ausfährt.  Für  ihn  ergeben  sich  folgende  auf  der  Achse  gemessenen 
Schnittweiten: 

Sc  =  160,08,        s'n  =  160,18,        Sf  =  161,45. 

3.  Ein  Strahl  zwischen  Achse  und  Rand,  dessen  halber  Offnungs- 
winkel  t*  durch  die  Gleichung: 


sinw  =  ]/i.  sin 6^53,52' 

bestimmt  ist.     Für  ihn  ergiebt  sich 

Sc  =  158,17,        So  =  158,84,        s>  =  159,03. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dafs  die  Zwischenfehler  doch  nicht  ganz  ge- 
ring sind,  weshalb  man  sich  in  der  Praxis  mit  einer  etwas  geringeren 
numerischen  Apertur  als  0,12,  also  etwa  mit  0,10  begnügen  wird. 

Bei  der  Durchrechnung  ergeben  sich  gleichzeitig  die  Winkel  t/, 
welche  die  Strahlen  nach  der  Brechung  durch  das  Objektiv  mit  der 
Achse  bilden.  Wenn  die  Sinusbedingung  streng  erfüUt  wäre,  müfste 
der  Ausdruck  für  die  Lateralvergröfserung  in  den  Punkten  P  und  P', 

nämlich  / 

^        sinu 

'^        81  n  M 
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/}^=  4,286; 

/Jj.=  4,330; 
/3jr=  4,262. 


für  alle  Strahlen  derselbe  sein.    Das  vorliegende  Objektiv  zeigt  diesen 
hohen  (}rad  der  Strahlenvereinigung  nicht,  denn  es  ergiebt  sich: 

1.  für  den  Achsenstrahl: 

ßc  =  4,314,        ßo  =  4,297, 

2.  für  den  Randstrahl: 

ßc  =  4,291,        /J/>  =  4,294, 

3.  für  den  mittleren  Strahl: 

ßc  =  4,264,        ßi,  =  4,256, 

Immerhin  zeigt  die  Prüfung  des  Objektivs  ein  wohlbefriedigen- 
des Resultat. 

Wie  schon  erwähnt,  läfst  sich  das  Verfahren,  auf  analytischem 
Wege  aus  Formeln  die  Radien  zu  bestimmen,  nur  für  ganz  kleine 
Aperturen  (bis  höchstens  0,12)  verwenden.  Für  gröfsere  Aperturen 
wird  ausschliefslich  das  Verfahren  trigonometrischer  Durchrechnung 
zum  Ziele  führen,  falls  nicht  überhaupt  die  Konstruktion,  wie  früher 
allgemein  üblich,  auf  Grund  eines  systematisch  fortgesetzten  Probierens 
erfolgt,  indem  solange  neue  Kurven  an  die  Linsen  angeschliffen  werden, 
bis  das^Resultat  als  genügend  anerkannt  wurde. 

280.  Systeme  von  mittleren  Aperturen  (von  0,4 — 0,95).  Für  ver- 
schiedene Aperturen  haben  sich  gewisse  historische  Typen  heraus- 
gebildet, die  allerdings  in  der  neueren  Zeit  durch  die  epochemachen- 
den Arbeiten  Abbe's  eine  grofse  Erweiterung  erfahren  haben. 

Für  Trockensysteme  bis  zu  einer  numerischen  Apertur  0,5  wurden 
mehrere  plankonvexe  verkittete  Achromate  hintereinander  geschaltet 
die  alle  ihre  Planfläche  dem  Objekt  zuwandten. 
Diese  auf  Chevalier  und  Lister  zurückzuführen- 
den Formen  werden  noch  heute  vielfach  für 
schwache  Vergröfserungen  angewendet,  da  sie 
bei  ihrem  relativ  einfachen  Bau  eine  genügende 
Helligkeit  und  ein  genügendes  Auflösungsver- 
mögen zeigen.  Wir  geben  hier  die  Konstruk- 
tionsdaten eines  unter  der  Bezeichnung  „System  4" 
weit  verbreiteten  Objektivs.  Die  Zahlen  der 
Radien  bedeuten  pariser  Linien  die  der  Ent- 
fernungen und  Öfl&iungen  Millimeter,  die  Dicken 
der  Linsen  sind  nicht  angegeben,  sondern  so 
dünn  wie  möglich  zu  machen.  Darch  Änderung 
der  Linsenabstände  sind  nachträglich  kleine  Korrekturen  möglich. 
Fig.  193  zeigt  die  Form  eines  solchen  Achromaten,  deren  drei  über- 
einander gesetzt  werden.  Die  Planlinse  ist  immer  aus  Flint.  Vom 
Objekt  zum  Okular  heraufgehend  findet  man  das  Flint  successive 
schwerer  werdend.  In  derselben  Richtung  zählen  wir  auch  die  Indices 
der  Radien. 

Gleichen,  optische  Abbildangslehre.  26 


Fig.  193. 
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Für  Systeme  von  stärkeren  numerischen  Aperturen  (von  0,5—0,95) 
genügt  der  eben  geschilderte  Typus  nicht  mehr.  Um  hier  die  ge- 
wünschte auflösende  Kraft  zu  erhalten,  darf  nicht  jedes  Partialsystem 
für  sich  selbständig  möglichst  vollkommen  sphärisch  und  chromatisch 
korrigiert  sein,  sondern  es  müssen  absichtlich  die  Fehler  in  dem  einen 
System  aufgehäuft  werden,  um  von  einem  oder  mehreren  andern  kom- 
pensiert zu  werden.  Als  objektseitige  Frontlinse  wird  seit  Amici 
eine  Halbkugel  verwandt,  deren  Verwendung  für  stärkere  Systeme 
jetzt  überhaupt  typisch  geworden  ist.  Zu  den  gebräuchlichsten  Sy- 
stemen dieser  Art  gehört  System  VII,  dessen 
allgemeine  Form  durch  Fig.  194  ange- 
deutet ist. 

Auf  die  Planfläche  der  Frontlinse  findet 
sich  häufig  noch  eine  dünne  planparallele 
Platte  aufgekittet,  so  dafs  dadurch  eine 
„überhalbkugelige"  Linse  erzeugt  wird. 

Die  gute  Wirkung  der  Halbkugel  wird 
dadurch  herbeigeführt,  dafs  man  die  Eigen- 
schaft der  aplanatischen  Punkte  einer 
brechenden  Eugelfläche  benutzt.  Wie  wir 
in  §  147  gesehen  haben,  werden  alle  Strahlen^ 
die  von  einem  bestimmten  Punkte  im 
dichteren  Medium  ausfahren,  das  von  einer 
Eugelfläche  begrenzt  wird,  so  gebrochen, 
als  kämen  sie  ohne  Aberration  von  einem  andern  Punkte.  Um  diese 
Erscheinung  beim  Mikroskop  vollkommen  zu  erzeugen,  müfste  das 
Objekt  sich  in  demselben  Medium  befinden,  aus  dem  die  Halbkugel 
besteht  und  es  dürfte  auch  zwischen  ihm  und  ihr  sich  kein  anderes 


Fig.  194. 
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Medium  befinden.  Wie  wir  sehen  werden,  ist  diese  Forderung  in  den 
sogenannten  ^^homogenen^'  Immersionen  realisiert.  Aber  auch  bei 
Trockensystemen  vom  Typus  des  Systems  VII  kommt  wenigstens  ein 
grofser  Teil  dieser  Wirkung  zur  Erscheinung,  indem  die  die  Halb- 
kugel verlassenden  Strahlen  im  Verhältnis  zu  der  enormen  Offiiung 
nur  schwache  Aberration  zeigen,  die  im  wesentlichen  von  der  Brechung 
an  der  ersten  Planfläche  herrührt. 

Bei  einem  sehr  verbreiteten  System  dieser  Art  von  der  nume- 
rischen Apertur  0,94  besteht  die  Halbkugel  I  aus  Crown  Nr.  8  (Jena) 
und  hat  einen  Radius  von  0,625  Linien  und  ihr  ist  eine  planparallele 
Platte  aus  demselben  Glase  von  0,2  bis  0,3  Linien  Dicke  aufgekittet. 

Die  plankonvexe  Linse  H  (Fig.  194)  ist  ein  verkitteter  Achromat 
aus  Flint  Nr.  38  und  Crown  Nr.  8.  Die  Crownlinse  ist  gleichseitig 
vom  Radius  1,625  Linien. 

Die  Linse  UI  ist  der  Linse  H  ganz  analog  gebaut,  nur  besteht 
der  negative  Bestandteil  aus  dem  stärkeren  Flint  Nr.  40,  während  die 
gleichseitige  Crownlinse  wieder  aus  Crown  Nr.  8  ist  und  den  Radius 
gleich  3  Linien  hat. 

Wir  fügen  hieran  noch  folgende  aus  der  optischen  Werkstätte 
von  E.  Leitz  in  Wetzlar  herrührende  Daten: 

Achromatisches  Objektiv  VII. 
Angaben  in  mm. 
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Olassorten. 
Das   System  I    besteht   aus   einer   ein   wenig   überhalbkngeligen 
Linse  yon  der  freien  Öffnung  2ä  =  2,7  aus  Silikat-Crown: 

nj)  =1,501 6,        w  jr  —  wc  =  0,00823. 

Das  System  II  hat  die  freie  Öffnung  2h  =  4,8.  L^  Borat-Flint: 

ud  =  1,6467,        wf  —  »c  =  0,01591, 

Lg  Boro-Silikat-Crown: 

fiD  =  1,5100,        riF  —  nc  =  0,00797. 

Das  System  III  hat  die  freie  Ofl&iung  2ä  =  6,1.  L^  •=  L^  Silikat- 

Flint: 

no  =  1,7371,        nF—nc  =  0,02600, 

L5  Silikat-Crown: 

nr>  =  1,5086,        w/.  —  n^  =  0,00823. 

281.  Einflufs  des  Deckglases.  Befindet  sich  ein  Objektpunkt  an 
der  Unterseite  des  Deckglases,  so  werden  die  Strahlen  nach  dem  Ver- 
lassen desselben  mit  sphärischer  Aberration  behaftet  sein,  indem  sie 
jetzt  nicht  mehr  von  einem  Punkte,  sondern  yon  einer  kaustischen 
Fläche  herzukommen  scheinen;  auTserdem  werden  sie  astigmatisch  de- 
formiert sein.  (Vergl.  §  28  und  29.)  Dieser  die  Bildqualität  schädigende 
Einflufs  mufs  durch  das  Objektiv  wieder  korrigiert  werden.  Da  hier- 
bei auch  die  Dicke  des  Deckglases  eine  Rolle  spielt,  müfsten  für  ver- 
schiedene Deckglasdicken  auch  verschiedene  Objektive  konstruiert 
werden,  was  Amici  thatsächlich  gethan.  In  neuerer  Zeit  (seit  Hart- 
nack)  korrigiert  man  den  Einflufs  des  Deckglases  dadurch,  dafs  man 
die  Teilsysteme  des  Mikroskopobjektivs  mittels  einer  besonderen  Kor- 
rektionsfassung nähert  oder  von  einander  entfernt. 

282.  Immersionssysteme.  Wie  schon  erwähnt,  erhält  man  ein 
Immersionssystem,  wenn  man  zwischen  Frontlinse  eines  Objektivs  und 
Deckglas  einen  Flüssigkeitstropfen  einfügt.  Diese  Systeme,  bei  denen 
zunächst  Wasser  als  Immersionsflüssigkeit  verwendet  wurde,  sind  um 
1840  von  Amici  eingeführt  und  wurden  später  noch  von  Hartnack 
verbessert.  In  neuerer  Zeit  sind  besonders  die  Systeme  von  Zeifs  in 
Jena  und  Leitz  in  Wetzlar  verbreitet.  Seit  1878  sind  durch  die 
Firma  Zeifs  die  sogenannten  homogenen  Immersionen  eingeführt,  bei 
denen  Deckglas,  Immersionsflüssigkeit  und  Frontlinse  des  Objektivs 
nahezu  gleichen  Brechungsexponenten  besitzen.  Als  Flüssigkeit  ist 
durch  Abbe  das  Cedemöl  vom  Brechungsexponenten  1,515  eingeführt. 

Die  Vorzüge  der  Immersionssysteme  gegenüber  den  Trocken- 
systemen hängen  hauptsächlich  mit  der  Verminderung  oder  Aufhebung 
der  Differenz  der  Brechungsexponenten  in  dem  Raum  zwischen  Deck- 
glas und  Frontliuse  zusammen. 
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Erstens  sind  diese  Systeme  in  ihrem  Korrektionszustand  von  der 
Dicke  des  Deckglases  fast  ganz  unabhängig^  da  dieses  letztere^  wenigstens 
bei  der  homogenen  Immersion^  optisch  ganz  ausgeschaltet  ist. 

Zweitens  wird  der  Lichtverlust  auf  dem  Wege  vom  Objekt  bis 
zur  Frontlinse  fast  ganz  vermieden^  da  Reflexion  an  Flächen  ^  die  an 
Luft  grenzen^  nicht  mehr  vorkommen  kann. 

Drittens  läfst  sich  die  numerische  Apertur,  wie  wir  schon  §  276 
sahen,  über  die  Einheit  hinaus  steigern,  womit  eine  entsprechende 
Erhöhung  der  auflösenden  Kraft  des  Sy- 
stems ermöglicht  wird.  Wasserimmer- 
sionen haben  gewöhnlich  eine  numerische 
Apertur  von  1,15  bis  1,20,  homogene 
Immersionen  von  1,25  bis  1,35.  Nach 
den  Rechnungen  von  Abbe  ist  in  der 
Werkstätte  von  Zeifs  eine  Monobrom- 
naphtalin-Immersion  von  1,60  numerischer 
Apertur  hergestellt. 

Was  den  Bau  der  Immersionssysteme 
betrifft,  so  haben  alle  eine  halbkugelige 
Frontlinse  und  mehrere  aus  Crown  und 
Flintglas  verkittete  zweifache  oder  drei- 
fache Systeme.    Bei  einigen  Formen  folgt 

auf  die  Halbkugel  noch  eine  einfache  nahezu  plankonvexe  Linse, 
deren  Planfläche  dem  Objekt  zugewandt  ist,  die  sogenannte  „Duplex 
fronf'  Linse,  bei  andern  ist  diese  einfache  Linse  meniskenförmig  oder 
ist  zwischen  den  verkitteten  Systemen  eingeschaltet.  Im  übrigen 
schwankt  die  ZusammeABetzung  ziemlich  stark  bei  den  Fabrikaten 
der  verschiedenen  Werkstätten.  In  Figur  195  ist  ein  derartiges  Sy- 
stem in  seiner  allgemeinen  Zusammensetzung  aus  Crown  (Cr.)  und 
Flint  (Fl.)  dargestellt.  I  ist  die  Halbkugel,  IE  der  Meniskus,  während 
II  und  IV  zweifache  und  dreifache  verkittete  Systeme  darstellen. 

Beifolgend  die  Daten  für  ein  Immersion  System  von  E.  Leitz 
(Wetzlar)  in  mm. 

Achromatische  Ölimmersion,  numerische  Apertur  1,30. 

Brennweite  2,1  mm. 
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d,  =  1,74 
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Glassorten. 
L  Die  überhalbkugelige  Linse  L^  hat  die  freie  OfiFoung  2/t  =  l,< 
und  besteht  aus  dem  schwersten  Baryt-Crown: 

nn  =  1,6112,        nF—nc=^  0,01068. 

n.  2h  =  4,30,  ij  Silikat-Flint: 

fiD  =  1,6202,        Wir  —  nc  =  0,01709, 

ij  Silikat-Crown: 

Hd  =  1,5134         np—nc^  0,00859. 

III.  Einfacher  Meniskus,  i^  Boro-Silikat-Crown: 

no  =  1,5100,        Wi.'  —  Wc7  =  0,00797. 

IV.  2Ä  =  6,1 
L^  =  L^ 
iß  =  L^ 

283.  Apochromate.  Unter  dem  Namen  Apochromate  werden 
in  der  Werkstätte  von  Zeifs  in  Jena  seit  1886  nach  Abbe's  B^^^' 
nungen  Mikroskopobjektive  hergestellt,  die  sich  durch  einen  d^' 
sonders  hohen  Grad  der  Strahlenvereinigung  auszeichnen.  Diese  oj- 
steme  erfüllen  alle  die  oben  formulierten  Anforderungen  in  bohem 
Grade,  und  es  dürfte  damit  ein  Abschlufs  der  Verwirklichung  ^®^' 
artiger  Objektive  erreicht  sein  (vergl.  Abbe:  Sitzungsbericht«  ^^^ 
medizin.-naturw.  Gesellschaft  zu  Jena  vom  9.  Juli  1886:  Übejr  »^^' 
besserungen  des  Mikroskops  mit  Hülfe  neuer  Arten  optischer  Grläs^^} 
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Nach  den  Angaben  Abbe's  ist  in  den  Apochromaten  zunächst 
auf  der  Achse  die  sekundäre  Farbenabweichung  gehoben^  so  dais  nur 
ein  unmerklicher  Rest  einer  tertiären  Farbenabweichung  übrig  bleibt. 
Die  sphärische  Abweichung  ist  gleichzeitig  f&r  zwei  verschiedene 
Farben  und  damit  praktisch  so  gut  wie  für  alle  Farben  gehoben 
(Gaufsbedingung).  Das  Prinzip  der  absichtlichen  Anhäufungen  von 
Aberrationen  in  dem  einen  Partialsystem  und  die  Ausgleichung  durch 
ein  anderes  wird  von  Abbe  dabei  als  ein  wesentliches  Eonstruktions- 
moment  erachtet.  Auf  diese  Weise  ist  es  möglich^  die  Aperturen 
der  Objektive  bis  nahe  an  die  Grenze  des  theoretisch  Erreichbaren 
auszunutzen.  Während  im  Jahre  1886  Abbe  noch  auf  die  hervor- 
ragende Wichtigkeit  der  neuen  Phosphat-  und  Boratgläser  hinweist, 
erstere  als  Ersatz  für  Crownglas,  letztere  für  Flini^las,  wird  in  neuerer 
Zeit  das  Mineral  Flufsspath  verwendet  als  Ersatz  fUr  niedrig  brechen- 
des Crown  (Zeitschrift  für  Instrum.  X.  Jahrg.  1890.  Abbe:  Über  die 
Verwendung  des  Fluorits  für  optische  Zwecke).  Die  Brauchbarkeit 
dieses  Minerals  ftlr  optische  Zwecke  ist  nach  Abbe  dadurch  bedingt, 
dafs  zur  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  an  Eittflächen  häufig 
eine  relativ  grofse  Differenz  der  Brechungsexponenten  notwendig  ist 
Soll  z.  B.  diese  Differenz  0,20  betragen,  so  müfste  neben  einem  Crown- 
glas  von  fhD  =  1,52  ein  sehr  starkes  Mint  von  nn  =  1,72  verwandt 
werden,  das  infolge  seiner  hohen  Dispersion  wieder  andere  Schwierig- 
keiten erzeugt,  während  man  einer  Fluoritlinse  von  nn  =  1,43  ein 
gewöhnliches  Flint  von  »^j  =  1,63  zugesellen  könnte.  Femer  zeigt 
der  Flufsspath  ein  aufserordentlich  grofses  i/,  also  eine  sehr  geringe 
Dispersion,  deren  Gang  aufserdem  in  Verbindung  mit  Borat-Flint  und 
besonders  dem  gewöhnlichen  Ealk-Silikat-Crown  die  Aufhebung  des 
sekundären  und  sogar  des  tertiären  Spektrums  gestattet.  Nachfolgend 
sind  die  Brechungsverhältnisse  des  Fluorits  angegeben  zugleich  mit 
denen  der  eben  genannten  Gläser.  Die  Zahlen  der  fünften  Eolumne  geben 

die  Werte  der  Gröfsen     ^  __  -,  von  denen  nach  §  177  die  Aufhebung 

des  sekundären  Spektrums  abhängt.  Insbesondere  ist  die  Dispersion 
des  Ealk-Silikat-Crown  der  des  Fluorits  fast  durch  das  ganze  sicht- 
bare Spektrum  streng  proportional. 


^ß) —  ^^ 

p  a 


Fluorit 

Gew.  Kalk-Süikat-Crown 

Borat-Flint 


0,00466 
0,00860 
0,01026 


^-^/^ 


0,00266 
0,00487 
0,00682 


1: 


dn 


^-^/^ 
^pr-% 


1,4888 
1,6179 
1,6621 


96,4 
60,2 
68,8 


0,661 
0,666 
0,667 


Unter  a,  ßy  y  sind  hier  die  drei  hellen  Linien  des  Wasserstoff- 
spektmms  verstanden,  die  zur  Bestimmung  der  Brechungsexponenten 
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benutzt  werden  und  sehr  nahe  mit  den  Fraunhoferschen  Linien  0, 
Fy  G  zusammenfallen  (vergl.  die  Einleitung  zum  Produktionsverzeich- 
nis von  Schott  und  Gen.  zu  Jena).  Das  beste  vorhandene  durchsichtige 
und  spannungsfreie  Fluoritmaterial  rührt  von  einem  Funde  her,  der 
um  das  Jahr  1830  im  Schwarzhornstock  im  Bemer  Oberland  ge- 
macht ist. 

In  dem  optischen  Aufbau  sind  die  Apochromate  übrigens  dem 
Typus  der  Immersionen  ähnlich,  der  in  Fig.  195  dargestellt  ist,  wenn 
man  als  System  V  sich  noch  eine  weitere  dreifach  verkittete  Linse 
hinzugefügt  denkt. 

Während,  wie  wir  hervorhoben,  die  Achromasie  der  Schnittweiten 
bei  den  Apochromaten  in  fast  idealer  Weise  erreicht  ist,  bleibt  doch 
noch  eine  Differenz  der  Brennweiten  für  verschiedene  Farben  bestehen, 
d.  h.  verschiedene  Gröfse  der  farbigen  Bilder.  Da  diese  aber  infolge 
der  genauen  Erfüllung  der  Sinusbedingung  über  das  ganze  Gesichts- 
feld von  derselben  Gröfse  ist,  läfst  sie  sich  durch  passend  einge- 
richtete sogenannte  Kompensationsokulare  beseitigen. 

Im  §  274  hatten  wir  für  die  Gesamtvergröfserung  eines  Mikro- 
skops den  Ausdruck 

gefunden.  Es  war  l  die  konventionelle  Sehweite,  f  die  hintere  Brenn- 
weite des  ganzen  Mikroskops,  //  die  hintere  Brennweite  des  Objektivs, 
^  die  optische  Tubuslänge,  d.  h.  die  Entfernung  der  beiden  einander 
zugewandten  Brennpunkte  von  Objektiv  und  Okular,  /,  ^i®  Brenn- 
weite des  Okulars. 
Setzen  wir: 

so  bedeutet  hier  N^^  die  Vergröfserung,  welche  das  Objektiv  allein 
(als  Lupe  gebraucht)  erzeugen  würde,  während  N^  nur  von  der  op- 
tischen Tubuslänge  und  von  der  Okularbrennweite  abhängt  und  als 
Übervergröfserung  durch  das  Okular  oder  schlechthin  als  Okularver- 
gröfserung  bezeichnet  werden  kann  und  es  ist 

Wie  wir  in  §  275  gesehen  haben,  läfst  sich  für  eine  gegebene 
Apertur  die  Gröfse  N  angeben,  d.  h.  diejenige  Vergröfserung,  für 
welche  die  betr.  Apertur  erschöpft  ist  unter  Voraussetzung  eines  be- 
stimmten physiologischen  Grenzwinkels  (von  etwa  2'). 

Aus  der  letzten  Formel  erkennen  wir  nun,  dafs  wir  diese  Gröfse 
N  auf  die   verschiedenste  Weise   erzeugen  können,   da   sie  sich  als 


Apochromate. 
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Produkt  von  Objektiv-  und  Okularvergröfserung  darstellt.  Da  nun 
durch  das  Okular  alle  Fehler  des  Objektivbildes  iV,-mal  vergröfsert 
werden,  so  wird  man  nicht  zu  starke  Okularvergröfserungen  an- 
wenden dürfen,  oder,  was  dasselbe  ist,  man  wird,  um  ein  vorge- 
schriebenes N  zu  erhalten,  die  Gröfse  N^==.  —  schon  möglichst  grofs 

machen  müssen. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann  aber  ein  sehr  kleines  f^'  und  damit 
ein  sehr  kleiner  Arbeitsabstand.  Je  vollkommener  ein  Objektiv  ist, 
einer  um  so  stärkeren  Okularvergröfserung  wird  man  es  unterwerfen 
können,  ohne  die  Bildqualität  zu  schädigen,  und  um  so  gröfser  wird 
die  Objektivbrennweite  und  damit  der  Arbeitsabstand  werden.  In 
letzterer  Beziehung  sind  die  Apochromatsjsteme  den  älteren  Systemen 
besonders  überlegen.  Sie  vertragen  selbst  bei  den  gröfsten  Aperturen 
eine  Übervergröfserung  von  ^2  =  12  bis  15  mal,  für  kleinere  Aper- 
turen sind  diese  Zahlen  noch  bedeutend  höher. 

Daraus  folgt  dann,  dafs  sich  die  höchsten  nutzbaren  Yergröfse- 
rungen  Ny  welche  die  homogene  Immersion  überhaupt  gestattet,  durch 
Eigenvergröfserungen  des  Objektivs  von  N^  =  80  bis  100  erreichen 
lassen.  Hieraus  ergiebt  sich  eine  Brennweite  des  Objektivs  von  circa 
3  mm  und  ein  entsprechend  grofser  Arbeitsabstand,  der  für  die  prak- 
tische Mikroskopie  eine  nicht  unwesentliche  Rolle  spielt.  Für  Aper- 
turen von  Trockensystemen  bedeutend  unter  0,9  werden  jedoch  die 
Apochromate  absichtlich  nicht  mit  den  erreichbaren  grofsen  Brennweiten 
angefertigt,  weil  hier  der  Arbeitsabstand  sogar  unbequem  grofs  würde 
und  die  Anwendung  zu  starker 
Okulare  auch  Unbequemlich- 
keiten mit  sich  bringt.  Nach 
Abbe  ist  durch  die  Apo- 
chromate eine  Ausnutzung 
des  theoretischen  Maximums 
bei  gegebener  Apertur  bis 
auf  7%  verwirklicht. 

284.  Kondensoren.  Die 
mikroskopischen  Präparate 
sind  fast  immer  äufserst  dünn 
und  durchscheinend  und  wer- 
den deshalb  im  durchgehenden 
Lichte  beobachtet.  Das  pa- 
rallele Lichtbündel  AB  fällt 
auf     den     Planspiegel     CD 

(Fig.  196)  und  wird  von  dort  in  den  hier  ays  drei  Linsen  (1, 11,  III) 
bestehenden  Kondensor  geworfen,  der  es  im  Punkte  Fj  wo  sich  das 
Präparat   befindet,   vereinigt.     Die   Apertur   u   (Fig.  196)   des   Kon- 
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densors  mufs  mindestens  gleich  der  des  Mikroskopobjektivs  sein,  da 
sonst  die  Apertur  des  letzteren  nicht  ausgenutzt  wird.  Für  Trocken- 
systeme genügt  als  Kondensor  eine  einfache  Halbkugel,  für  Systeme 
mit  Aperturen  bis  1,4  werden  Kombinationen  mehrerer  Linsen  an- 
gewandt, wie  Fig.  196  es  zeigt.  Seiner  optischen  Wirkung  nach  ist 
der  Kondensor  ein  umgekeihrtes  Mikroskopobjektiv,  nur  dafs  die  An- 
sprüche an  die  Bildqualität  unvergleichlich  geringere  sind.  Doch  werden 
in  neuerer  Zeit  auch  sphärisch  und  chromatisch  korrigierte  Be- 
leuchtungsapparate verwendet. 

Wie  wir  in  den  §§  200 — 203  gesehen  haben,  wird  die  spezifische 
Intensität  der  Strahlung,  wenn  sie  aus  Lufb  mittels  Brechung  an  cen- 
trierten  Systemen  in  ein  Medium  vom  Brechungsexponenten  n  ver- 
pflanzt wird,  im  Verhältnis  1  zu  n*  verstärkt.  Bei  Immersionssystemen, 
wo  n  der  Brechungsexponent  des  Einbettungsmediums  ist,  findet  also 
in  diesem  Sinne  eine  Lichtvermehrung  statt,  bei  Trockensystemen,  wo 
w  =  1  wird,  ist  dies  nicht  der  Fall.  Der  Kondensor  erzeugt  also  in 
diesem  Falle  keine  höhere  Leuchtkraft,  wie  man  sie  nicht  auch  durch 
direkte  Strahlung  der  primären  leuchtenden  Fläche  erreichen  könnte, 
wenn  man  diese  in  passender  Entfernung  und  Anordnung  auf  den 
Punkt  F  wirken  liefse. 


Neunzehntes  Kapitel. 
Die  photographisehen  Objektive. 

285.  Konstruktion  des  Bildes.  Das  photographische  Objektiv  ist 
abgesehen  von  einigen  besonderen  Konstruktion  (z.  B.  Teleobjektiv), 
typisch  dargestellt  durch  eine  positive  Linse,  die  von  einem  entfernten 
Objekt  ein  umgekehrtes  Bild  erzeugt.  Da  Bildraum  und  Objekt- 
raum hier  gleichen  Brechungsexponenten  haben,  so  sind  die  beidan 
Aquivalentbrenn weiten  einander  gleich;  die  Haupt-  und  Knotenpunkte 
fallen  zusammen. 


Fig.  197. 

Seien  H  und  IT  erster  und  zweiter  Hauptpunkt,  F  und  F'  erster 
und  zweiter  Hauptbrennpunkt,  so  ist: 

d.  h.  gleich  der  Brennweite  des  Systems. 

Das  Bild  ÄP'  eines  Gegenstandes  AF  wird  nach  §  81  auf 
folgende  Weise  konstruiert  unter  Voraussetzung  idealen  Strahlen- 
ganges (Fig.  197). 

Eine  AchsenparaUele  durch  A  trifiFt  die  zweite  Hauptebene  in  B' 
Dann  ziehe  man 

1.  eine  Gerade  durch  B'  und  F', 

2.  eine  Gerade  durch  H'y  parallel  zu  AH. 

Der  Schnittpunkt  A'  dieser  beiden  Geraden  ist  das  Bild  von  A, 
Die  Achsensenkrechte  Ä P'  =  y  ist  das  Bild  der  Achsensenkr echten 
AP  =  y, 
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Zur  Bestimmung  der  Abbildungsbeziehungen  und  der  Yergröfserung 
setzt  man: 

PH=a 

P'H'  =  h 

PF=x 

P'F'  =  x', 
so  ist  nach  §  89 

xx'  =  f' 


(1) 


1  +  1  =  1 
a  ^  b  f 

ö  =  -^'  =  A  =  /  =  1 
\     "         y  a  X  f 


Durch  die  letzte  Gleichung  ist  die  Bildgröfse  yf  bestimmt^  wenn 
die  Objektgröfse  y  gegeben  ist. 

Da  das  Objekt  y  meist  entfernt  vom  Objektiv  ist,  so  kann  man 
die  Vergröfserung  noch  folgendermafsen  definieren.  Das  Bild  F'Ä 
werde  auf  der  Mattscheibe  aufgefangen  und  von  dem  Auge  K  eines 
Beobachters  in  der  Entfernung  l  =  FK  betrachtet  (Fig.  197).  Dann 
erscheint  dem  Beobachter  das  Bild  y'  unter  dem  Winkel  PKA  =  ^, 
während  ihm  das  Objekt  y  unter  dem  Winkel  AHB  =  g}  erscheinen 
würde.  Hierbei  ist  nur  vorausgesetzt,  dafs  die  Dimensionen  des 
Objektivs  (insbesondere  die  Strecke  HK)  vernachlässigt  werden  können 
gegen  die  Objektentfernung  PHy  was  im  allgemeinen  zulässig  sein 
wird.  Wir  definieren  nun  als  Vergröfserung  v  des  photographischen  Ob- 
jektivs die  Zahl;  wie  oft  der  Winkel  o  in  dem  Winkel  ^  enthalten  ist: 


1/, 

09 


Nun  ist  nach  Fig.  197,  wenn  wir  kleine  Objekte  in  der  Mitte  des 
Sehfeldes  voraussetzen,  so  dafs  wir  die  in  Fri^e  kommenden  Winkel 
ip  und  (D  sehr  klein  setzen  können: 


also  wird 


l  a 


y       l  ^      l  ^ 


oder  nach  (1) 

(2)  v^\. 

Für  l  setzen  wir  die  konventionelle  deutliche  Sehweite 

i  =  250  mm 

an  und  finden  die  Vergröfserung  einfach  proportional  der  Entfernung 
des  zweiten  Hauptpunktes  von  der  Mattscheibe.  Die  Vei^röfserung 
ist  demnach  für  ein  unendlichfemes  Objekt 


Lage  der  Pupillen. 
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(3) 


t'  =  -;. 


250 


Ein  Objektiv  von  250  mm  Brennweite  hat  hiemach  die  Vergröfse- 
mng  =1,  d.  L  die  Bilder  auf  der  Mattscheibe  erscheinen  einem  Be- 
schauer aus  der  deutlichen  Sehweite  unter  demselben  Sehwinkel,  wie 
das  zugehörige  entfernte  Objekt. 

Um  gröfsere  Bilder  von  entfernten  Objekten  zu  erhalten ,  mufs 
man  also  Objektive  von  langen  Brennweiten  anwenden,  wodurch  im 
allgemeinen  auch  die  Mattscheibe  weit  vom  Objektiv  entfernt  werden 
mnfs  und  unbequeme  Dimensionen  des  ganzen  Apparates  erzeugt 
werden.  Diesem  Ubelstande  begegnet  man  durch  Verwendung  des 
weiter  unten  zu  beschreibenden  Teleobjektivs. 

286.  Lage  der  Pupillen.  Fast  jedes  photographische  Objektiv  hat 
eine  Blende,  die  wir  als  kreisförmig  und  achsensenkrecht  annehmen 
wollen,  sodafs  ihr  Mittelpunkt  auf  der  optischen  Achse  sich  befindet. 


Fig.  198. 


Die  Blende  kann  vor  oder  hinter  dem  System,  oder  auch  zwischen 
den  Linsen  des  Systems  sich  befinden.  Nach  den  Betrachtungen  der 
§§  140  und  141  ist  die  Blende  im  ersteren  Falle  zugleich  Eintritts- 
pupille (-B.P),  ihr  von  dem  System  entworfenes  Bild  ist  die  Austritts- 
pupille (-4..P);  im  zweiten  Falle  ist  die  Blende  die  (-4..P),  ihr  vom 
System  (im  entgegengesetzten  Sinne  der  Lichtbewegung)  entworfenes 
Bild  die  {E.P).  Im  dritten  Falle  endlich  hat  man  das  Bild  der  Blende 
zu  suchen,  entworfen  durch  die  objektseitig  vorgelagerten  Linsen,  um 
die  (E.P)  zu  erhalten;  während  die  (AP)  das  Bild  der  Blende  ist, 
das  durch  die  bildseitig  vorgelagerten  Systemteile  entsteht.  Die  (AP) 
kann  immer  aufgefafst  werden  als  Bild  der  (E.F)  und  umgekehrt. 

Um  einen  Überblick  dieser  Verhältnisse  zu  erlangen,  sei  in  Fig.  198 
DRE  die  Eintrittspupille  (£.P);  ihr  Bild  D'Ü'E'  ist  die  (Ä.P). 
Das  Objekt  ÄP  ist  in  A'P'  abgebildet;  der  von  dem  Objektpunkt  Ä 
ausgehende  Strahlenkegel  (gestrichelt)  mit  der  Basis  der  {E.P)  geht 
nach  der  Brechung  durch  Ä'  als  Strahlenkegel  mit  der  (Ä.P)  als 
Basis.  Ebenso  ist  noch  der  als  Achsenpunkt  P  ausgehende  Strahlen- 
kegel PDE  gezeichnet,  dem  auf  der  Objektseite  der  Strahlenkegel 
P'D'E'  entspricht.     Wir  setzen: 
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DE=2p  =  Ofhung  des  Systems 
B'E'  =  2  p' 

PJR  =  | 
P'R'  =  S' 

^  =  B. 

P 

Dann  besteht  noch  §  152  die  Beziehung: 
(4)  ßB=^^. 

287.  Abhängigkeit  der  Vergröfserung  von  der  Lage  der  Pupillen. 
Sind  die  Hauptpunkte  H  und  H'  niclit  bekannt,  sondern  dafür  die 
Lage  der  Pupillen  und  ihr  Vergröfserungsverliältms  B,  so  kann  man 
die  Objektivvergröfserung  v  auf  folgende  Weise  ausdrücken. 

Es  ist  (Fig.  198),  wenn  man  PH=  a  setzt: 

S  =  a  +  BS, 
also  ist  nach  (4) 

aßB^  BH'ß'B=i\ 
Nach  (1)  ist  a  -  ß  =  b,  also  wird: 


h'B  +  RH-  .£=!'. 
Für  grofse  Werte  von  a  verschwindet  das  zweite  Glied  und  man  erhält 

(4a)  &-5=r. 

Demnach  wird,  wenn  man  nach  (2)  h,=  v    l  setzt: 

(5)  v=^-j^. 

Die  Vergröfserung  v  ist  also  auch  proportional  dem  Abstände 
der  (-4..P)  von  der  Mattscheibe. 

288.  Helligkeit.  In  den  §§  193  und  194  haben  wir  nachgewieeen, 
dafs  die  Helligkeit  eines  Bildes,  das  von  einem  beliebigen  zentrierten 
System  entworfen  wird,  in  der  Achsennähe  gleich  ist  dem  Eaum- 
winkel,  unter  dem  die  {A.F)  vom  Scheitel  des  Bildes  aus  erscheint. 
In  Fig.  199  entwirft  ein  achsensenkrechtes  Flächenteilchen  bei  P  ein 
Bild  bei  B\  Von  P'  aus  möge  die  (-4.P),  deren  Durchmesser  B'E 
ist,  unter  dem  Raumwinkel  Sl  erscheinen,  dann  ist  also  die  Hellig- 
keit Ä  in  P' 

Ä  =  c  •  Ä, 

wo  c  eine  Proportionalitätskonstante  bedeutet.    Setzt  man  in  Fig.  199 
P'P'  =  |'    und   den   Radius    der   (AP)   gleich  2>',   so    ist  bekannt- 

lieh  unter  der  Annahme,  dafs  p   klein  ist  gegen  5',  Sl  = -y^-  nnd 

man  erhält  als  strengen  Ausdruck  für  die  Helligkeit: 


Helligkeit. 
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(6) 


h  =  c  '  jc  ' 


/« 


r^ 


Ist  das  Objekt  weit  entfernt,  wie  man  bei  photographischen  Objekten 
fast  immer  annimmt,  so  ist  nach  (4  a)  zu  setzen  i'  =b  -  By  wo  b  die 
Entfernung  des  Punktes  P'  vom  hinteren  Hauptpunkte  des  Systems 
bedeutet  und  B  das  Vergröfserungs Verhältnis   in   den  Pupillen,   also 


Fig.  199. 


die  Gröfse  —  darstellt,  wenn  p  der  Radius  der  (E.P)  ist.   Führt  man 
diese  Gröfsen  in  (6)  ein,  so  wird: 


h  =  c 


7Cp^ 


Ist  das  Objekt  unendlich  weit,  so  geht  b  in  die  Entfernung  des 
hinteren  Hauptpunktes  vom  Brennpunkt  über,  wird  also  gleich  der 
Brennweite  f  des  Systems.     Dann  hat  man 


(7) 


h  =  c 


r  ' 


d,  h.  die  Helligkeit  ist,  abgesehen  von  der  Konstanten  c,  gleich  der 
Of&iung  des  Systems,  dividiert  durch  das  Quadrat  der  Brennweite. 
Nach  dem  Rande  zu  nimmt  die  Helligkeit  ab  und  zwar  nach  einem 
ziemlich  komplizierten  Gesetz. 

Um  die  Helligkeit  in  der  Bildebene  eines  photographischen  Ob- 
jektivs für  geneigte  Bündel  festzustellen,  knüpfen  wir  an  Fig.  199 
an.    R  und  R'  seien  die  Mittelpunkte  von  (A.P)  und  (E.P),  P  und  P' 
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seien  konjugierte  Punkte.     Wir  machen  nun  die  Annahme^  dafs  die 

Durchmesser  der  Pupillen,  das  sind  die  Strecken  DE  und  UE',  kleine 

Gröfsen  sind,  und  dafs  das  Fläcbenelement  ALKN,  welches  in  der 

durch  P  gehenden  achsensenkrechten  Objektebene  liegt,  in  der  durch 

P'  gehenden  achsensenkrechten  Bildebene  von  der  Gröfse  ÄL'K'N' 

abgebildet  werde,  d.  h.  wir  nehmen  an,   dafs  für  die  hier  in  Frage 

kommenden  objekt-  und  bildseitigen  Hauptstrahlenneigungen  cd  und  g/ 

die  Bildfeldkrümmung  aufgehoben  ist.    Die  Flächenelemente  (Fig.  199) 

in  der  Objekt-  und  Bildebene  sind  nun  auf  folgende  Weise  konstruiert: 

Auf  der  achsenkrechten  Geraden  PL  befinde  sich  in  der  Papierebene 

das  Linienelement  -4L;  dessen  Bild   sei  ÄL\  wobei  AP'  ebenfalls 

achsensenkrecht    und    in    der  Papierebene    befindlich    ist.     Gebe    ich 

nun  der  Papierebene  eine  unendlich  kleine  Drehung  rf^  um  die  optische 

Achse  jB-R',  so  gelangen  A  und  L  nach  ^und  K  und  analog  -^.'undi' 

nach  N'  und  K']  ersichtlich  ist  dann  auch  N'K'  das  Bild  von  NK 

und  das  Flächenelement  ÄL'K'N'  =  dq  das  Bild  von  ÄLKN=  dq. 

Ehe  wir  zur  Anwendung  der  photometrischen  Gesetze  schreiten, 

stellen    wir    einige    geometrische    Beziehungen    an    der    Figur    fest. 

Setzen  wir 

PJ?  =  |  ÄP  =  e 

P'R'  =  1'       A'P'  =  e, 
dann  ist,  wenn  der  Buchstabe  d  als  Differentialzeichen  dient, 

e  =  g  tgö     und     AN  ==  edip  =  |  tgod^ 

AL  =  de  =  ^digG) . 
Demnach  wird: 

dq  =  AN  '  AL  =  l^tgojdtgcjcZ^  =      l^dtgo^d^. 

Ganz  analog  findet  man  auf  der  andern  Seite  der  Figur: 

dg'=i-rMtgaj'*rf^. 
Hieraus  folgt: 

Es  erscheine  nun  die  Fläche  dX  der  Eintrittspupille  von  dq  aus 
unter  dem  Baumwinkel  dSl,  dann  ist 

dX  cosQ) 


oder  wegen  AR  = 


dSl  = 

AR 

5     . 


cos  CO 


>TT\  7^  dX-cosoa^  j  ,  T  ^,         dX'  •  coBa^ 

(H)  dSl  =        .jj—         und  analog  dSl  =  -  -  T'T  —  t 

wenn  dl'  die  Fläche  der  (AP)  ist  und  d£l'  der  Baumwinkel,  unter 
dem  dX'  von  dq'  aus  erscheint. 
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Von  der  von  dq  ausgehenden  Strahlung  kommt  nur  derjenige 
Teil  in  Betracht,  welcher  in  die  (E.P)  dringt,  der  also  unter  dem 
Raumwinkel  dH  ausstrahlt.  Nennt  man  K  die  spezifische  Intensität 
der  Strahlung  und  bezeichnet  das  Emanationsgesetz  durch  /'(o?);  weil 
hier  ja  cd  zugleich  Emanationswinkel  ist,  so  ist  nach  den  Prinzipien 
der  Photometrie  die  von  dq  ausgestrahlte  Lichtmenge  x  •  dqdÜ  -  f{(o). 
Dieses  Lichtquantum  erzeugt  das  Bild  dq  y  erscheint  also  nach  der 
Brechung  durch  das  Objektiv  auf  einer  Fläche  dq'  ausgebreitet. 

Um  die  Helligkeit  h  im  Bilde  festzustellen,  d.  h.  um  anzugeben, 
welches  Lichtquantum  auf  die  Flächeneinheit  des  Bildes  entfällt,  habe 
ich  den  obigen  Ausdruck  durch  dq'  zu  dividieren  und  erhalte: 

Mittels  der  Beziehungen  (I)  und  (II)  wird  hieraus 

oder  auch,  wenn  man  noch  die  Beziehung 

berücksichtigt,  wo  B  die  Lateralvergröfserung  in  den  Pupillen  ist 
(vergl.  §  152): 

/TTT^  I.  fM       <^tgß)*        COStö»        ,^, 

^        '^  jö*        atgö'       C08£ö  ' 

Denkt  man  sich  die  in  diesem  Ausdruck  angedeuteten  Differentiationen 
ausgeführt,  so  erkennt  man,  dafs  h  immer  noch  von  dem  Quotienten 

7->  abhängt  und  damit  von  dem  Grade  der  Verzeichnung,  den  das 

betreffende  Objektiv  zeigt.  Ohne  Kenntnis  des  orthoskopischen  Zu- 
standes  läfst  sich  also  die  Helligkeit  bei  Bündeln  endlicher  Neigung 
nicht  feststellen,  ein  Umstand,  der  von  manchen  Autoren  nicht  ge- 
nügend berücksichtigt  ist. 

Wir  machen  jetzt  die  Annahme,  dafs  das  Objektiv  orthoskopisch 
ist.  Dann  gilt  für  die  durch  die  Pupillenmitten  gehenden  Haupt- 
strahlen die  Grleichung 

tgw' n      1 

tgco         n'     B 

Da  hier  Bildraum  und  Objektraum  denselben  Brechungsexponenten 
haben,  kann  man  schreiben 

tgc3^  =  BHg(o'K 
Durch  Differentation  folgt  hieraus: 

dtgö)'* 

Gleichen,  optische  Abbildnngslehre.  26 
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Demnach  wird  der  Ausdruck  (III) 

(IV)  h  =  .fi.)(^X)'dSl'. 

Ist  o  =  Gj'  =  0,  befindet  sich  das  lichtausstrahlende  Flächenelement 
dq  also  auf  der  Achse  bei  P  und  sein  Bild  dq'  bei  P'  (Fig.  199),  so 
wird  für  f{0)  =  1  A  =  xd£l'j  ein  Resultat,  das  wir  schon  früher 
gewonnen  haben  (vergl.  S.  241). 

Mittels  (11)  kann  man  (IV)  auch  schreiben 

Über  das  Emanationsgesetz  /"(co)  haben  wir  bis  jetzt  keine  Annahme 
gemacht.     Setzen  wir  mit  Lambert 

/*(©)  =  cos  (9, 

so  wird  (V) 

(VI)  h  =  X  coso*  •  ..j  • 

Den  allgemeinen  Ausdruck  (VI)  wollen  wir  noch  auf  den  Fall  trans- 
formieren, dafs  sich  das  Licht  aussendende  Objekt  in  unendlicher  Ent- 
fernung befindet. 

Für  S  =  oo  hat  nach  §  152  (I)  das  zugehörige  |'  den  Wert 
(p  =  f '  B.  Da  aber  hier  die  vordere  und  hintere  Brennweite  ein- 
ander gleich  sind  und  dk'  =  B^dk  ist,  so  wird  (VI): 

(VII)  h  =  xcosw'^  ^  =  coscd^Aq, 

wenn  man  mit  Äq  die  Helligkeit  im  Brennpunkt  bezeichnet. 

Die  Helligkeit  ist  also  proportional  der  vierten  Potenz  des  Cosinus 
der  objektseitigen  Strahlenneigung. 

Bei  endlich  ausgedehnten  Pupillen  macht  sich  in  der  Nähe  des 
Gesichtsfeldrandes  die  sogenannte  vignettierende  Wirkung  der  Objektiv- 
fassung bemerkbar.  Diese  Erscheinung  beruht  darauf,  dafs  durch  die 
Objektivfassungen  ein  Teil  der  schief  durchtretenden  Strahlenbündel  ab- 
geblendet wird,  wodurch  ein  Lichtabfall  am  Rande  des  Gesichtsfeldes 
erzeugt  wird.  Man  trägt  diesem  Umstände  Rechnung,  indem  man  fiir 
grofse  Werte  von  o  die  rechte  Seite  der  Formel  VH  mit  einem  Zahlen- 
faktor multipliziert  (vgl.  v.  Rohr:  Über  die  Lichtverteilung  in  der 
Brennebene  photogr.  Objektive  u.  s.  w.   Zeitschr.  für  Instr.,  1898,  18). 

289.  Tiefe  einer  dünnen  Linse.  L  An  einem  dünnen  Objektiv. 
In  Fig.  200  sei  ein  photographisches  Objektiv  in  Form  einer  dünnen 
Linse  dargestellt.  Die  Öffnung  sei  =  2ä,  der  bildseitige  Brenn- 
punkt F'y  die  Brennweite  SF'  =  /'. 

Parallel  einfallende  Strahlen  vereinigen  sich  nach  der  Brechung 
in  F\  wo  auch  die  Mattscheibe-  sich  befindet.  Ein  Punkt  P  in  der 
Entfernung  PS  =  a  von  der  Linse  wird  in  P'  abgebildet,  wo  SP'=f> 


Tiefe  einer  dünnen  Linse. 
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gesetzt  wird.  Auf  der  Mattscheibe  in  F'  entsteht  an  Stelle  eines 
scharfen  Bildpunktes  ein  Zerstreuungskreis  mit  dem  Durchmesser 
pq  =  2Q.  Infolge  dessen  wird  ein  Objekt  in  P  nicht  mehr  scharf 
in  der  Fokalebene  abgebildet.  Umgekehrt,  wenn  man  die  Mattscheibe 
nach  P'  brachte,  so  würde  wohl  ein  Gegenstand  in  P,  nicht  aber 
sehr  entfernte  Gegenstände  scharf  abgebildet  werden.  Diese  Er- 
scheinung, dafs  streng  genommen  nur  Objekte  einer  bestimmten  Ebene 
auf  der  Mattscheibe  scharf  abgebildet  werden,  nennt  man  „Tiefe''  oder 
„Tiefenaberration''.  Wir  woUen  jetzt  für  den  gegebenen  Punkt  P 
den  Aberrationsradius  in  der  Fokalebene  bei  F'  berechnen.  Aus  Fig.  200 
folgt  sofort 

p  =  a(i  _  -/),     oder  wegen     1  +  -J  =  -^  , 

(6)  p  =  ^. 

Objekte  aufserhalb  der  Einstellungsebene  werden  also  um  so  schärfer 


9 
h 


h 


Fig.  200. 


abgebildet,  je  kleiner  die  Öffnung  2A  und  je  kürzer  die  Brennweite  f 
des  Systems  ist. 

Die  Gröfse  -  j-  =  m  nennt  man  die  relative  Öffnung  des  Systems. 

Man  hat  also  auch: 

(7)  2Q  =  m     ^' 


a 


Ist  2()  =  0,1  mm,   so    kann    man  das  betreffende  Bild  noch   als   ge- 
nügend scharf  bezeichnen  und  findet: 


(8) 


a  =     ~.     m  mm 


als  diejenige  Entfernung,  in  welcher  sich  mindestens  ein  Objekt  be- 
finden mufs,  damit  es  auf  der  für  „unendlich"  eingestellten  Mattscheibe 

scharf  erscheint.     Ist  z.  B.  m  =  -,  -  f=  200,  so  erhält  man 


10 


a  =  200^  mm  =  40  m. 

290.  Strenger  Ausdruck  für  den  Aberrationsradius  der  Tiefe.  Für 
die  meisten  FäUe  der  Praxis   wird  die  oben  angestellte  Betrachtung 

26* 
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ausreichen.  Allgemein  findet  man  den  Ausdruck  für  q  nach  Fig.  201. 
Dort  ist  DRE  und  D'B'E'  die  Ein-  und  Austrittspupille  mit  den 
Mittelpunkten  ü  und  ü';  ein  Punkt  P  wird  durch  das  System  in  F 
abgebildet,  so  dafs  also  JJP=S  und  J?'P' =  §'  ist.  Wir  wollen 
jetzt  einen  Punkt  Q  betrachten,  der  von  P  den  Abstand  PQ  =  Jl 
hat.  Wir  verbinden  E  mit  Q  und  verlängern  die  Verbindungslinie, 
bis  sie  die  Einstellungsebene  im  Punkte  Ä  durchstöfst  und  fassen 
ÄP  =  z  als  ein  achsensenkrechtes  Objekt  auf.  Befindet  sich  nun  die 
Mattscheibe  in  P',  so  wird  auf  derselben  das  Bild  von  z  gleich 
J.'P'=  Q  erscheinen,  und  wenn  in  den  konjugierten  Ebenen  in  P  und 
P'  die  Vergröfserung  ß  herrscht,  so  wird  man  haben 

Q  =  ß'0. 

Nun  ist  aber  q  auch    der   Radius   des  Zerstreuungskreises,    den  der 


Fig.  201. 


Punkt  Q  auf  der  Mattscheibe  in  P'  erzeugt,  denn  der  Strahl  AQE 
durch  den  Rand  der  (E.P)  mufs  nach  der  Brechung  durch  den  Rand 
der  (AP)  gehen  und  sowohl  Punkt  A'  (Bildpunkt  von  Ä)  als  auch  Q' 
(Bildpunkt  von  Q)  passieren,  wodurch  sich  die  Strecke  JP'J.'  als  Zer- 
streuungskreis für  den  Bildpunkt  Q'  ausweist.  Ist  nun  in  Fig.  '^^^ 
RQE  =  d'  und  <^  DPR  =  u,  so  findet  man  leicht,  da  Di?  =  Ell  ist, 


und 

so  dafs  man  erhält 

(9) 


Z  =  z/5  •  tg^ 


tg^  =  tgl*.|-^^ 

9  =  i-^?g«- 


Nach  dieser  strengen  Formel  ist  also  der  Radius  des  Zerstreiiungs- 
kreises  zunächst  dem  Vergröfserungsverhältnis  ß  und  dann  der  Grölst 
tg  u  proportional,  d.  h.  der  Tangente  des  Winkels,  unter  dem  die  Em- 
trittspupille  von  dem  Punkte  P  aus  erscheint. 

Femer  erscheint  q  aber  abhängig  von  ^  und  ^|.  Ist  Jl  1^^^^.^^ 
gegen  5,  so  hat  man,  wenn  man  höhere  Potenzen  von  ^^  al®  "^^ 
erste  vernachlässigt: 


Ycrundeutlichung  des  Bildes  durch  die  Tiefenaberration. 
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(10) 


Q  =  ß-  z/gtglt, 


also  unabhängig  von  g  selbst*). 

291.  Venmdentliclinng  des  Bildes  durch  die  Tiefenaberration. 
Befindet  sich  bei  Q  etwa  eine  Schrift,  die  in  der  P'-Ebene  durch 
Zerstreuungskreise  abgebildet  wird,  so  wird  für  die  Lesbarkeit  der 
Schrift  die  absolute  Gröfse  der  Zerstreuungskreise  um  so  weniger  sich 
störend  zeigen,  je  gröfser  diese  Schrift  selbst'  ist;  so  wird  z.  B.  die 
dreimal  so  grofse  Schrift  dreimal  so  grofse  Zerstreuungskreise  ver- 
tragen können,  ehe  sie  den  Eindruck  der  Verundeutlichung  hervorruft 
gegenüber  der  dreimal  so  kleinen  Schrift.  Als  Mafs  der  Verundeut- 
lichung werden  wir  also  den  Quotienten  ansehen  können  aus  Zer- 
streuungsradius und  Vergrössenmgsverhältnis,  mit  dem  das  Objekt  in 
Q  durch  Zerstreuungskreise  abgebildet  wird  auf  der  Mattscheibe  in 


£ 

^ 

■ 

4^ 

---^Ä    R' 

p' 

P 

Q 

M 

Fig.  202. 


P'.     Nennen  wir  dieses  Vergröfserungsverhältnis  [/5],  so  ist  also  .^J, 
ein  Mafs  für  die  Verundeutlichung. 

Um  [/3]  festzustellen,  betrachten  wir  in  Fig.  202  den  Punkt  2V  auf 
der  ^-Ebene  und  zeichnen  den  Hauptstrahl  iJiV  durch  den  Mittel- 
punkt der  (i?.P),  der  rückwärts  verlängert  die  P- Ebene  in  L  trifft; 
diesem  Hauptstrahl  entspricht  nach  der  Brechung  der  durch  li 
gehende  Hauptstrahl,  der  die  P'-Ebene  in  M  (Bild  von  L)  durch- 
stöfst.  Zugleich  ist  dann  M  auch  Mittelpunkt  des  Zerstreuungskreises, 
den  Punkt  iV  auf  der  P'-Ebene  erzeugt,  da  M  auch  auf  dem  zu  lifR 
gehörigen  Hauptstrahl  liegt.  Wir  können  also  VM  als  das  un- 
scharfe Bild  von  Ni^  auffassen. 


Nun  ist 


1^1  = 


also: 


'ß 


P'  M 
und     ß=  j,}^  j 

PL  ^       g 


•)  Czapski:    Theorie    der   optischen   Instrumente,   S.  170.     Abbe:    Carls 
Repert.  17,  S.  220,  1880. 
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demnach  folgt  aus  (9)  als  Mafs  für  die  Verundeutlichung  der  einfache 
Ausdruck: 


Q 


m 


=  Z^g  •  tgM. 


292.  Teleobjektiv.   Wir  sahen,  dafs  für  sehr  entfernte  Objekte  die 
Vergröfserung  eines  photographischen  Objektivs  durch  die  Formel 

f 


V  = 


gegeben   ist,   wo  f  die  Entfernung   des   Brennpunktes   vom    zweiten 
Hauptpunkt,  d.  h.  die  sogenannte  Aquivalentbrennweite  ist.     Bei  den 


Fig.  208. 

nach  dem  Typus  einer  einfachen  Sammellinse  konstruierten  Objek- 
tiven liegt  dieser  Hauptpunkt  im  allgemeinen  innerhalb  desL  Systems, 
so  dafs  die  Aquivalentbrennweite  und'  die  Schnittweite  (Entfernung 
des  Brennpunktes  von  der  letzten  brechenden  Fläche)  meist  nicht 
sehr  verschieden  von  einander  sind.  Um  starke  Vergrö&erimgen  zu 
erzielen,  mufs  /'  grofs  gemacht  werden,  und  demnach  wird  auch  die 
Schnitt  weite  sehr  lang  und  damit  die  Dimension  des  optischen  Apparates 
unbequem.  Man  kann  jedoch  den  in  Frage  kommenden  Hauptpunkt 
beliebig  weit  nach  der  Objektseite  hin  verschieben,  wodurch  f  grofs 
gemacht  wird,  ohne  dafs  die  Schnittweite  entsprechend  wächst,  indem 
man  ein  positives  System  mit  einem  negativen  in  passender  Entfernung 
verbindet.     Eine  solche  Kombination  heifst  Teleobjektiv. 

In  Fig.  203   seien    bei  A  und  B  zwei  als  dünn  vorausgesetzte 
Linsen  zentriert,  die  erste  positive  mit  der  Brennweite  /i,  die  zweite 
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negative  mit  der  Brennweite  f^ .  Zur  Konstruktion  der  Gröfse  /'  er- 
richten wir  im  Brennpunkt  i^,  der  ersten  ein  Lot  zur  Achse  F^C=^F^A 
und  konstruieren  nach  dem  bekannten  Verfahren, für  dünne  Linsen 
hiervon  das  Bild  EF,  welches  die  zweite  Linse  mit  dem  Brennpunkt 
jF,  davon  erzeugt.  Schlagen  wir  dann  um  F  mit  dem  Radius  EF 
einen  Kreis,  der  die  Achse  in  H  trifft,  so  ist  H  der  bildseitige  Haupt- 
punkt und  EF  =  HF  =  f  die  Äquivalentbrennweite.  Man  sieht, 
dafs  H  nach  dem  Objekt  zu  verschoben  erscheint,  wobei  f  vergröfsert 
wird,  während  die  Schnittweite  BF  verhältnismäfsig  gering  ist. 

Setzt  man  AB  =  e  und  beachtet,  dafs  EF  =  f  und  CF^=f^ 
ist,  so  folgt  sofort  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  EF^B  und  EDC: 

f^-zl  —  LrA 
U    ~    {    ' 

woraus  folgt: 

(12)  /  =  f^"7\     ,  also:  v  =  ~^t',    ^' 

Die  Schnittweite  BF  =  0  ergiebt  sich  sofort  zu 

(13)  '  =  /^^^' 

Anmerkung.  Ohne  auf  die  Figur  zurückzugehen,  hätten  wir  sofort  die 
Formel  §  (4)  S.  108  benutzen  können,  indem  wir  /"  durch /j ,  f^  durch  —  /,  ersetzten. 

Die  Formeln  (12)  imd  (13)  lassen  ebenso  wie  die  Konstruktion 
das  Wesen  des  Teleobjektivs  deutlich  erkennen. 

Wählt  man  f^y  f^  und  e  so,  dafs  sich  der  Nenner  von  f  der  Null 
nähert,  so  wird  f  sehr  grofs;  alsdann  nähert  sich  allerdings  auch  der 
Nenner  von  6  der  Null;  dies  wird  jedoch  zum  gröfsten  Teil  dadurch 
kompensiert,  dafs  im  Zähler  von  6  der  Faktor  f\  —  e  auch  klein  wird 

Wird  der  Ausdruck  /^  —  /i  +  ß  Null  oder  negativ,  so  entwirft 
die  Kombination  keine  reellen  Bilder  mehr  und  verwandelt  sich  in 
ein  sog.  „holländisches  Fernrohr''. 

Sei  z.  B. 

(?  =  16  cm 


so  ist: 


/i  =  20  „ 

Ö-20  .^^ 

6  =  -—  =  20  cm. 


Ein  Objektiv  mit  diesen  Konstanten  hat  also  eine  Brennweite 
von  einem  Meter  (also  vierfache  Vergröfserung),  während  die  Entfernung 
von  der  positiven  Vorderlinse  bis  zur  Fokalebene  nur  20 +  16  =  36  cm 
beträgt. 
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Das  Teleobjektiv  dient,  wie  schon  der  Name  andeutet,  vorzugs- 
weise zur  Aufnahme  sehr  entfernter  Objekte,  wobei  die  vergröfoemde 
Wirkung  besonder^  zur  Geltung  kommt;  es  ist  in  neuerer  Zeit  be- 
sonders durch  Miethe,  Dalimeyer,  Steinheil  und  P.  Rudolph  ausgebildet. 

293.  Achromasie  photograpMscher  Linsen.  Sollen  zwei  Linsen, 
die  keinen  grofsen  Abstand  von  einander  haben,  ein  achromatisches 
System  bilden,  so  hatten  wir  in  erster  Annäherung  (wenn  die  Dicken 
und  die  Entfernung  von  einander  vernachlässigt  werden)  als  not- 
wendige Bedingung  gefunden,  dafs  ihre  Brennweiten  verschiedenes 
Vorzeichen  haben  müssen  und  dafs  die  Längen  dieser  Brennweiten 
sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  v -Werte,  welche  den  in  Frage 
kommenden  Glassorten  entsprechen.     Es  mufs  also  sein: 

und  es  war  definiert: 

(14)  v=^ 

Hiermit  wurde  erreicht,  dafs  die  Brennweite  für  die  Strahlen 
der  Linie  F,  die  im  Violett  des  Spektrums  liegt,  mit  der  Brennweite 
für  die  Strahlen  der  gelben  D-Linie  in  Übereinstimmung  konunt. 
Erfahrungsgemäls  wird  hierdurch  für  unser  Auge  die  beste  Korrektion 
erzielt;  die  Linie  D  kann  als  Maximum  der  photometrischen  HeUig- 
keit  angesehen  werden.  Anders  liegen  die  Verhältnisse  für  die  Be- 
dürfuisse  der  Photographie.  Wenn  vom  roten  Teile  des  Spektrums 
aufsteigend  die  Linie  D  ungefähr  die  hellste  Stelle  bezeichnet,  so 
nimmt  die  chemische  Wirkung  nach  dem  Violett  hin  an  Stärke  zu 
und  erreicht  etwa  bei  der  G'-Linie  ihr  Maximum  xmd  bleibt  auch 
weiter  hinaus  nach  der  Richtung  des  Ultraviolett  noch  von  beträcht- 
licher Gröfse.  Um  diesen  für  die  Photographie  wichtigen  Teil  des 
Spektrums  nutzbar  zu  machen,  werden  häufig  noch  die  Brechungs- 
exponenten einer  noch  über  G'  hinausliegenden  Linie  von  der  Wellen- 
länge 0,0004051  mm  angegeben,  die  man  als  Vidi,  J5^-Linie  be- 
zeichnet, deren  Brechungsexponent  also  noch  gröfser  als  der  der  G- 
Linie  ist. 

So  hat  man  z.  B.: 

Silikat-Crown  0.  1726  Jena.  Silikat-Flint  0.  108  Jena. 

nc  =  1,51528  ric  =  1,61676 

ni,  =  1,51787  no  =  1,62164 

nt'  ==  1,52408  n^  =  1,63392 

ne'  =  1,52909  Ug'  =  1,64437 

nvioLEg  =  1,53288  nnoi.  Hg  =  1,65262. 
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Ist  ein  photographisches  Objektiv  nicht  achromatisch,  so  wird 
das  hellste  Bild  (JD-Linie)  auf  der  Mattscheibe  nicht  zusammenfallen 
mit  dem  chemisch  wirksamen  Bilde  (Cr'-Linie).  Man  müfste  also,  um 
dieses  Bild  auf  die  Platte  zu  bekommen,  diese  letztere  um  einen  ge- 
wissen Betrag  dem  Objektiv  nahem,  da  die  Brennweite  der  violetten 
Strahlen  kürzer  ist  als  die  der  roten  —  diesen  Betrag  nennt  man 
Fokusdifferenz  D. 

Für  eine  einfache  dünne  Linse  ist  die  Breimweite  gegeben  durch 


7  =  (w  —  1)  X, 


wo  %  nur  von  den  Radien  abhängt: 

1         1 
X  = 

Ändert  sich  n  um  dw,  so  wird  sich  f  um  df  ändern  und  man 
hat,  vom  Vorzeichen  abgesehen: 

df  = '  f. 

Die   Gröfse    df  geht    in    die   Fokusdififerenz   über,    wenn    man 

»  =  »£>  und  dn  =  w© Ud  setzt. 

Dann  wird: 


Setzt  man  nun: 


B=- ^^f 


SO  hat  man: 

(16)  D  =  ^ 

V 

Während  man  für  Instrumente,  die  für  das  Sehen  mit  dem  Auge 
bestimmt  sind,  zur  Achromasierung  den  Wert  v  (14)  verwendet,  hat 
man  für  photographische  Objektive  die  Fokusdififerenz  wegzuschaffen 
und  wird  die  Gröfse  v  (15)  benutzen,  so  dafs  also  die  Bedingung  zur 
photographischen  Achromasie  zweier  Linsen  f  und  f  in  erster  An- 
näherung ist: 

f  __v' 

r~     V 

In  manchen  Fällen  verzichtet  man  auf  die  Aufhebung  der  Fokus- 
dififerenz zu  gunsten  einer  besseren  Vereinigung  der  chemisch  wirk- 
samen Strahlen  zwischen  der  Linie  &  und  der  oben  erwähnten  Vidi.  Hg- 
Linie  und  verwendet  zur  Achromasie  die  Gröfse 

(17)  v= ''• 
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Diese  Art  der  Achromasie  hat  man  als  „aktinische"  bezeichnet, 
gegenüber  der  „photographisehen"  und  „optischen".  Sie  wird  zur 
Photographie  von  Sternen  verwandt,  die  als  lichtschwache  Objekte 
einer  besonders  guten  Vereinigung  der  chemischen  Strahlen  bedürfen. 
Die  Fokusdififerenz  mufs  hier  natürlich  durch  Annäherung  der  Platte 
an  das  Objektiv  ausgeglichen  werden.  Dies  hat  hier  aber  um  so 
weniger  zu  bedeuten,  als  die  Objekte  (die  Sterne)  immer  in  der- 
selben (unendlichen)  Entfernung  bleiben,  die  Fokusdifferenz  also  kon- 
stant ist. 

Wir  bemerken  hier  noch,  dafs  bei  der  heutigen  grofsen  Auswahl 
von  vorhandenen  Glassorten  die  Bezeichnungen  Crown  und  Flint  keinen 
Hinweis  mehr  auf  die  chemische  Zusammensetzung  der  betreffenden 
Gläser  enthalten  können.  In  einer  Kombination  zweier  Gläser  mufs 
das  Glas  mit  höherer  Dispersion  als  Flint  betrachtet  werden.  Der 
Glasschmelzerei  von  Schott  und  Gen.  in  Jena  ist  es  gelungen,  den 
Optikern  eine  Reihe  von  Gläsern  zur  Verfügung  zu  stellen,  die 
bei  gleichem  mittleren  Brechungsexponenten  verschiedene  Dispersion 
und  umgekehrt  solche,  die  bei  gleicher  Dispersion  verschiedene 
Brechungsexponenten  aufweisen.  Es  ist  hiernach  —  wenigstens  theo- 
retisch —  möglich  ein  Linsensystem  unter  vollständiger  Aufseracht- 
lassung  des  Farbenfehlers  sphärisch  oder  astigmatisch  zu  korrigieren, 
da  diese  letzteren  Abbildimgsfehler  wesentlich  durch  die  Höhe  der 
Brechungsexponenten  bestimmt  sind  und  erst  nachträglich  durch  Ein- 
führung gleichhoch  brechender  Gläser  mit  anderer  Dispersion  die 
Achromasie  herbeiführen.  Dahin  gehören  die  Bestrebungen  ver- 
schiedener Optiker  (Mittenzwei,  H.  Schröder)  achromatische  Linsen  zu 
erzeugen,  die  aus  zwei  gleichhoch  brechenden  Glassorten  verkittet 
waren,  femer  die  sogenannte  „hyperchromatische  Zerstreuungslinse" 
von  Rudolph,  die  ebenfalls  aus  zwei  (nahezu)  gleichhoch  brechenden 
Gläsern  verkittet  ist  und  dabei  innerhalb  gewisser  Grenzen  einen  vor- 
geschriebenen Grad  der  Farbenabweichung  zeigt  (vergleiche  die  ^e^" 
Wendung  dieser  Linse  im  Planar).  Durch  passende  Auswahl  der  Gi^' 
Sorten  ist  auch  die  Verminderung  des  sekundären  Spektrums  mehr- 
fach realisiert. 

Im  übrigen  verweisen  wir  auf  die  Entwicklungen  des  K»P-  ^'^ 
und  bemerken  nur,  dafs  die  Voraussetzung  unendlich  dünner  Linsen 
nur  als  erste  Näherung  beim  Entwurf  eines  photographischen  ^^' 
jektivs  in  Frage  kommt.  Zur  genauen  Feststellung  des  Farbenfehlers 
rechnet  man  je  einen  Paraxialstrahl  für  Ud  und  Hg'  durch  das  Syst^^ 
imd  stellt  die  Differenz  der  Schnittweiten  fest.  Nennt  man  die  ^^' 
endlich  kleine  Einfallshöhe  ä^,  in  welcher  der  einfallende  aclseß' 
parallele  Strahl  die  erste  Fläche  trifft,  und  den  unendlich  kl^^p^^ 
Winkel,  den  der  austretende  Strahl  mit  der  Achse  bildet,  i{,  so  exß^^^ 
sich  die  Brennweite  für  D  und  6f': 


und 
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fr  =  ^ 


woraus  man  die  Verschiedenheit  der  achsennahen  Bilder  ihrer 
Gröfse  nach  für  die  beiden  betrachteten  Farben  erhält. 

Für  Strahlen  im  endlichen  Achsenabstande  h  kompliziert  sich 
die  chromatische  Erscheinung  mit  der  der  Aberration. 

294.  Aberration.  Da,  wie  schon  erwähnt,  wegen  der  starken 
Strahlenneigung  die  Formeln  für  die  Aberration  keine  Anwendung 
mehr  finden  können,  welche  auf  der  Vernachlässigung  höherer  Po- 
tenzen der  Einfallshöhen  basieren,  so  ist  man  auf  trigonometrische 
Durchrechnung  angewiesen.  Wir  verweisen  auf  die  §§140  bis  142, 
wo  die  hier  in  Frage  kommenden  Verhältnisse  diskutiert  sind  und 
bemerken  nur,  dafs  man  sieh  in  der  Regel  damit  zufrieden  giebt,  für 
einen  in  der  Nähe  des  Randes  parallel  einfallenden  Strahl  die  Aber- 
ration aufzuheben.  Wir  werden  in  folgendem  noch  mehrfach  an 
numerischen  Beispielen  diese  Verhältnisse  erläutern. 

295.  Sinusbedingung.  Da  man  im  allgemeinen  bei  der  Berech- 
nung photographischer  Objektive  parallel  einfallendes  Licht  voraus- 
setzt, so  müssen  wir  die  Sinusbedingung  in  der  Form  verwenden,  wie 
wir    sie   §  233  entwickelt  haben,    d.  h.  wir  müssen  für  verschiedene 

Einfallshöhen  die  Abweichungen  des  Quotienten  . —  von  der  Brenn- 
weite feststellen,  um  den  Fehler  gegen  die  Sinusbedingung  angeben 
zu  können. 

296.  Koma.  Korrektionen  hinsichtlich  der  Eomabildung  werden 
bei  der  Berechnung  photographischer  Objektive  wohl  kaum  ausge- 
führt, da  die  Anzahl  der  verfügbaren  Konstruktionselemente  meist 
kaum  genügt,  um  allen  übrigen  Anforderungen  gerecht  zu  werden. 
Die  Gröfse  der  Koma  läfst  sich  übrigens  ganz  exakt  nach  den  Formeln 
des  §  137  feststellen,  da  sie  für  eine  beliebige  endliche  Neigung 
gültig  sind,  indem  man  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  be- 
trachtet, das  der  Richtung  nach  mit  dem  betreffenden  Hauptstrahl  zu- 
sammenfällt. Dafs  die  Koma  in  den  meisten  photographischen  Ob- 
jektiven nicht  störend  bemerkbar  wird,  hat  folgende  Gründe.  Zeigt 
das  Objektiv  eine  gute  sphärische  Korrektion  für  achsenparallele 
Strahlen  und  ist  in  demselben  Mafse  der  Sinusbedingung  genügt,  so 
wissen  wir  (nach  §§  137  und  149),  dafs  damit  auch  die  Koma  in 
schwach  zur  Achse  geneigten  Bündeln  von  selbst  gehoben  ist;  ja, 
diese  gute  Eigenschaft  macht  sich  meist  noch  bis  zu  beträchtlichen 
Neigungen  der  Hauptstrahlen  geltend.  Da  die  Koma  eine  Folge  des 
unsymmetrischen  Strahlen  Verlaufs  zu  beiden  Seiten  des  Hauptstrahls 


412 


Neunzehntes  Kapitel:  Die  photographischen  Objektive. 


ist;  so  kann  sie  überhaupt  nur  im  meridionalen  Bündelteil  auftreten, 
da  im  sagittalen  Teil  jene  Symmetrie  von  selbst  besteht. 

Nun  giebt  es  aber  einen  Fall,  wo  diese  Symmetrie  auch  für 
Meridionalstrahlen  besteht,  nämlich  wenn  der  Hauptstrahl  eines  unend- 
lich dünnen  Bündels  durch  den  Mittelpunkt  eines  symmetrischen 
Systems,  d.  h.  durch  den  Mittelpunkt  der  wirksamen  Blende  geht  und 
aufserdem  Bildpunkt  und  Objektpunkt  gleiche  Entfernung  von  der 
ersten  resp.  der  letzten  brechenden  Fläche  haben. 

Um  dies  genauer  zu  erläutern,  sei  in  Fig.  204  P  ein  leuchtender 
Punkt,  von  dem  die  drei  unendlich  nahen  Strahlen  Pa^,  Pa  und 
Pa^  ausgehen.     Wir   nehmen   femer   an,   P  habe   eine   solche  Ent- 


--r 


f'ig.  204. 


femung  vom  System  i,  dafs  nach  der  Brechung  durch  das  System  1 
zwei  der  Strahlen,  etwa  ßy  und  ß^y^  unter  sich  parallel  sind,  dann 
kann  auch  wegen  der  Kontinuität  der  optischen  Gesetze  der  dritte 
Strahl  ß^y^  keinen  Schnittpunkt  mit  den  beiden  andern  in  endlicher  Ent- 
fernung haben,  muTs  also  ebenfalls  den  beiden  andern  parallel  laufen. 
Denke  ich  mir  nun  das  System  /  mit  seinen  drei  Strahlen  in  der 
Weise,  wie  Fig.  204  es  angiebt,  noch  einmal  an  das  System  /  ange- 
setzt, so  dafs  die  drei  Parallelen  jetzt  die  Fortsetzung  der  schon  vor- 
handenen bilden,  so  erhalte  ich  ein  zweites,  dem  ersten  kongruentes 
System  T  und  einen  zugehörigen  Bildpunkt  P',  in  dem  sich  die  drei 
Strahlen  wieder  ohne  Komabildung  schneiden.  Die  beiden  Systeme 
/  und  /'  büden  zusammen  ersichtlich  eine  symmetrische  Kombination. 
Allerdings  ist  die  Aufhebung  der  Koma  hier  an  die  Bedingung  ge- 
knüpft, dafs  Bild-  und  Objektpunkt  gleiche  Entfernung  vom  Objektiv 
haben,  ein  Fall,  der  bei  photographischen  Objektiven  im  allgemeinen 
nicht  vorhanden  ist.  Die  Erfahrung  lehrt  aber,  dafs  auch  für  ent- 
fernte Objektpunkte  diese  gute  Eigenschaft  sich  geltend  macht  in  dem 
Sinn,  dafs  die  Komabildung  keine  störende  Gröfse  gewinnt.  An  diesem 
Vorteil   partizipieren   alle   Aplanate,    Euryskope    imd   die   modernen 


Überblick  über  die  histoiischen  Typen.  413 

symmetrisch  gebauten  Anastigmate  (Doppelanastigmat  von  Goerz, 
Orthostigmat  von  Steinheil,  CoUinear  von  Voigtlaender,  Planar  von 
Zeifs  n.  s.  w.). 

297.  Orthoskopie.  Das  Vorhandensein  von  Orthoskopie  ist  eine 
fundamentale  Forderung  eines  photographischen  Objektivs.  Systeme 
nach  dem  Typus  einer  dünnen  Linse  mit  Vorderblende  sind  allerdings 
nicht  orthoskopisch,  sondern  zeigen  gerade  Linien  am  Rande  des  Bild- 
feldes gekrümmt.  Symmetrische  Systeme  haben  auch  hier  den  grofsen 
Vorteil,  dafs  sie  orthoskopisch  zeichnen,  wenigstens  wenn  die  Mittel- 
punkte der  (KP)  und  (Ä.F)  frei  von  Aberration  sind.  Im  übrigen 
verweisen  wir  auf  die  §§  156  bis  160,  wo  diese  Verhältnisse  ausführ- 
lich dargelegt  sind. 

298.  Astigmatismus.  Wie  wir  schon  erwähnten,  ist  es  erst  in 
neuerer  Zeit  gelungen,  den  Astigmatismus  in  stark  geneigten  Bündeln 
zu  beseitigen  unter  gleichzeitiger  Beibehaltung  der  sphärischen  imd 
chromatischen  Korrektionen.  Um  unnütze  Wiederholungen  zu  ver- 
meiden müssen  wir  auf  das  Kap.  10  verweisen  und  auf  die  nach- 
folgenden numerischen  Beispiele,  bei  denen  genau  erläutert  ist,  wie 
durch  B.echnung  die  Lage  der  astigmatischen  Bildflächen  und  die 
Gröfse  der  Einstellungsdiiferenz  zn  bestimmen  sind. 

299.  Überblick  über  die  Mstorlsclien  Typen.  Trotzdem  die  pho- 
tographischen Objektive  vom  rein  dioptrischen  Gesichtspunkt  aus  zu 
den  einfachsten  Instrumenten  gehören,  indem  sie,  wie  schon  bemerkt, 
im  wesentlichen  nach  dem  Typus  einer  einfachen  Konvexlinse  gebaut 
sind,  so  bieten  sie  doch  im  einzelnen  so  viele  Verschiedenheiten  dar, 
dafs  sie  zu  der  interessantesten  Gruppe  optischer  Systeme  gerechnet 
werden  müssen. 

Um  einen  Überblick  über  diese  Formen  zu  gewinnen,  wollen  wir 
einen  Blick  auf  die  historische  Entwicklung  der  Photographie  und  der 
photographischen  Systeme  werfen. 

Zur  Zeit  der  Entdeckung  der  Daguerreotypie  im  Jahre  1839  war 
die  Camera  obscura  nur  mit  einer  einfachen  Linse  ausgestattet.  Hier- 
bei wurde  eine  Vorderblende  verwendet,  deren  Durchmesser  den 
dreifsigsten,  deren  Entfernung  von  der  Linse  etwa  den  fünften  Teil 
der  Brennweite  ausmachte.  Die  Linse  selbst  war  meist  menisken- 
formig,  mit  der  konkaven  Fläche  dem  Objekt  zugewandt  und  zeichnete 
eine  quadratische  Platte  einigermafsen  scharf  aus,  deren  Diagonale  im 

günstigen  Falle  gleich  dem  vierten  Teil  der  Brennweite  war.     Um 

f 
gröfsere  Platten  scharf   auszuzeichnen  wendete  man  Blenden    bis 

an.  Natürlich  waren  diese  photographischen  Objektive  mit  Fokus- 
differenz behaftet  und  zeigten  eine  nur  geringe  Schärfe  der  Bilder, 
während    man   ihnen    eine  bedeutende  Brillanz  der  Wirkung   infolge 
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des  geringen  Lichtverlustes  nicht  absprechen  konnte.  Einen  wesent- 
lichen Fortschritt  bedeuteten  die  bald  darauf  in  Gebrauch  kommenden 
achromatischen  Linsen^  die  noch  heute  unter  dem  Namen  ^^and- 
Schaftslinsen"  verwandt  werden.    Diese  Linsen  geben  mit  einer  Blende 

von  ^  ein  scharfes  quadratisches  Bild,  dessen  Seite  gleich  der  halben 

Brennweite  ist,  und  sind  frei  von  Fokusdififerenz.  Bei  den  verhältnis- 
mäfsig  schwach  lichtempfindlichen  Platten  jener  ersten  Periode  der 
Photographie  waren  mit  derartigen  Linsen  Portrataufnahmen  fast 
immöglich,  da  dazu  eine  Expositionszeit  von  vielen  Minuten  gehörte. 
Da  berechnete  (1841)  Prof  Petzval  in  Wien  sein  Porträtobjektiv, 
das  vom  wissenschaftlichen  und  praktischen  Standpunkt  aus  als  eine 
That  allerersten  Ranges  gelten  mufs.  Es  bestand  aus  einer  achro- 
matischen Vorderlinse  und  einem  zweiten  System  in  gewisser  Ent- 
femimg  davon,  das  wieder  aus  zwei  einfachen  einander  sehr  genäherten 

Linsen  bestand.     Das  OfiEnungsverhältnis  war  etwa  ^,  wodurch  eine 

Lichtstärke  gewonnen  war,  die  heute  kaum  übertrofifen  ist.  Das  Bild 
war  verhältnismäfsig  eben,  orthoskopisch,  und  in  der  Mitte  von  aus- 
gezeichneter Schärfe.  Bei  der  sachkundigen  Ausführung  durch  die 
optische  Anstalt  von  Voigtlaender  eroberte  sich  dieses  Objektiv  bald 
den  Weltmarkt. 

So  unübertrefflich  das  Petzvalsche  Objektiv  für  Porträtauf- 
nahmen war,  so  stellte  doch  die  photographische  Technik  im  Laufe 
der  Zeit  immer  neue  Anforderungen  an  die  optischen  Systeme.  Ins- 
besondere war  das  Bedürfiiis  nach  einer  gröfseren  scharf  ausge- 
zeichneten Platte  immer  lebhafter,  wie  man  sie  für  Gruppenauf- 
nahmen und  ähnliche  Fälle  gebrauchte.  Diesem  Bedürfiiis  entsprach 
die  Konstruktion  der  Aplanate  durch  Steinheil  im  Jahre  1866.  Diese 
Objektive  —  im  Voigtlaenderschen  Produktionsverzeichnis  Euryskope 
genannt  —  bestehen  aus  zwei  ganz  gleichen  achromatischen  Linsen, 
die  in  gewisser  Entfernung  symmetrisch  gegenübergestellt  sind;  sie 
haben  zwar  nicht  ganz  die  Lichtstärke  der  Petzval-Objektive,  zeichnen 
aber  eine  gröfsere  Platte  aus  mit  guter  sphärischer  Korrektion.  Nach 
dem  Rande  der  Platte  macht  sich  allerdings  eine  Abnahme  der  Schärfe 
bemerkbar,  es  treten  Bildwölbung  und  Astigmatismus  auf.  Diese 
beiden  Erscheinungen  sind  hier  derart  verknüpft,  dafs  man  durch 
Nähern  resp.  Entfernen  der  beiden  Aplanatenhälften  von  einander 
zwar  die  eine  beseitigen  kann,  dabei  aber  die  andere  dann  um  so  xm- 
erträglicher  verstärkt.  Man  ist  also  gezwungen,  hier  einen  gewissen 
Kompromifs  zu  schliefsen  und  eine  Entfernung  der  beiden  System- 
teile zu  wählen,  bei  denen  beide  Störungen  sich  nur  in  erträglicher 
Weise  bemerkbar  machen.  Immer  in  der  Absicht,  das  brauchbare 
Bildfeld  zu  vergröfsern,  bildete  Steinheil  neben  den  aus  zwei  gleich- 
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artigen  Teilen  bestehenden  Aplanaten  einen  anderen  Typus  aus,  in- 
dem er  in  dem  einen  Partialsystem  absichtlich  Fehler  anhäufte,  um 
sie  durch  ein  anderes  wieder  auszugleichen  —  ein  Prinzip,  das  sich, 
wie  wir  sahen,  auch  bei  der  Konstruktion  von  Mikroskopobjektiven 
nützlich  erwiesen  hat.  Diese  Objektive  —  Antiplanete  genannt  — 
bestanden  aus  zwei  oder  drei  z.  T.  sehr  dicken  Teilsystemen  und  zeigten 
gegenüber  den  Aplaüaten  eine  nicht  unwesentliche  Erweiterung  des 
brauchbaren  Bildes. 

Die  eben  geschilderten  Formen  —  Landschaftslinsen,  Petzval- 
objektive  und  Aplanate  —  wurden  mit  mannigfachen  Abänderungen 
im  einzelnen  in  den  verschiedenen  Werkstätten  des  In-  und  Auslandes 
gebaut  und  z.  T.  unter  andern  Namen  in  den  Handel  gebracht.  Neben 
diesen  ist  besonders  noch  eine  Form  —  der  sogenannte  Weitwinkel 

—  ausgebildet.    Auf  Kosten  der  ÖflPnung  f /-  bis  ^j  wurde  hier  die 

scharfe  Auszeichnung  einer  grofsen  Platte  erreicht.  Hierher  gehört 
die  Harrisonsche  Kugellinse,  die  Weitwinkel  von  Steinheil,  Voigt- 
laender,  Dallmeyer  u.  s.  w.,  welche  sich  alle  dem  Aplanatentypus  nähern. 

Wegen  des  geringen  OfFnungsverhältnisses  und  der  damit  ver- 
bundenen geringen  Lichtstärke  fanden  diese  Konstruktionen  nur  ein 
sehr  beschränktes  Anwendungsgebiet. 

Die  Bemühungen,  den  Astigmatismus  in  stark  geneigten  Bündeln 
zu  heben  und  dabei  die  übrigen  guten  Eigenschaften  der  Objektive 
zu  erhalten,  blieben  zunächst  ohne  Erfolg.  Ein  nach  Abbe's  Plan 
zufolge  der  Rechnungen  von  P.  Rudolph  ausgeführtes  Triplet  zeigte 
zwar  eine  sehr  gute  Mittelschärfe  und  ausgezeichnete  Hebung  des 
Farbenfehlers,  sein  brauchbares  Bild  hatte  jedoch  keine  gröfsere 
Ausdehnung,  als  die  vorhandenen  Konstruktionen  es  aufwiesen.  Die 
analogen  Bestrebungen  A.  Miethes  scheiterten  an  der  geringen  Wider- 
standsfähigkeit des  verwandten  Glasmaterials. 

Da  entwickelte  ein  deutsches  Patent  vom  3.  April  1890  der 
Firma  Zeifs  in  Jena  auf  Gnmd  von  Rechnungen  P.  Rudolphs  ein 
neues  Konstruktionsprinzip  für  photographische  Objektive,  wodurch 
es  möglich  wurde,  den  Astigmatismus  stark  geneigter  Bündel  zugleich 
mit  den  übrigen  dioptrischen  Fehlem  eines  Systems  zu  beseitigen. 

Für  die  Neukonstruktion  war  charakteristisch  die  Verwendung 
des  seit  1886  von  Schott  und  Gen.  in  Jena  hergestellten  hochbrechen- 
den Crown  (vergl.  §  186),  wodurch  es  möglich  ist,  Achromate  zu- 
sammenzusetzen, bei  denen  das  Glas  stärkerer  Dispersion  (Flint)  einen 
kleineren  Brechungsexponenten  hat,  wie  das  zugehörige  Crownglas. 
Diese  Objektive  —  Anastigmate  genannt  —  zeigten  eine  erhebliche 
Erweiterung  des  brauchbaren  Bildfeldes  gegenüber  den  vorhandenen 
Typen;  ihre  allgemeine  Form  war  die  zweier  ungleichartiger  Systeme 
in    einem    bestimmten    Abstände   mit    Mittelblende.     Daneben  wurde 
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von  derselben  Firma  nach  Rechnungen  von  Rudolph  besonders  die 
einfache  y  aus  mehreren  Bestandteilen  verkittete  Einzellinse  mit  an- 
astigmatischer Bildebenung  ausgebildet.  Die  Erfolge  Rudolphs  konnten 
nicht  ohne  Rückwirkung  auf  die  Arbeiten  anderer  rechnender  Optiker 
bleiben.  Im  Jahre  1893  wurde  der  Firma  Goerz  in  Schöneberg  (jetzt 
Friedenau)  nach  Rechnungen  von  v.  Hoegh  ein  Patent  auf  ein  sym- 
metrisches Doublet  mit  anastigmatischer  Bildebenung  —  den  sogen. 
Doppelanastigmaten  —  erteilt  und  fast  gleichzeitig  einigten  sich  die 
Finnen  Steinheil  in  München  und  Voigtlaender  in  Braunschweig  auf 
eine  ebenfalls  symmetrische  Konstruktion,  bei  der  die  Aufhebung  des 
Astigmatismus  schiefer  Bündel  praktisch  ebenfalls  erreicht  war.  Die 
erstere  Firma  nennt  das  neue  Objektiv  Orthostigmat,  die  andere  Col- 
linear.  Es  ist  selbstverständlich,  dafs,  nachdem  einmal  die  Aufhebung 
des  .Astigmatismus  bei  einem  Typus  geglückt  war,  noch  eine  Anzahl 
neuer  Konstruktionen  mit  demselben  Erfolg  ausgeführt  wurden,  so 
das  „Planar"  und  „Unar*^  von  Zeifs,  das  „ApochromatcoUinear"  von 
Voigtlaender  u.  s.  w. 

In  England  bildete  indessen  auf  ganz  anderem  Wege  der  Optiker 
Taylor  (vergl.  §  239)  Objektive  mit  anastigmatischer  Bildebenung  aus, 
die  nur  aus  drei  einfachen  unverkitteten  Linsen  bestehen  und  mit 
Rücksicht  auf  ihren  einfachen  Bau  eine  aufserordentliche  optische 
Leistung  repräsentieren. 

300.  Allgemeine  Anforderungen  an  ein  photographisches  Objektiv. 
Wenn  auch  prinzipiell  das  photographische  Objektiv  mit  dem 
Femrohrobjektiv  in  seinen  Wirkungen  übereinstimmt,  so  sind  doch 
im  einzelnen  die  Anforderungen  ganz  verschieden.  Bei  den  erstereu 
haben  wir  es  fast  immer  mit  sehr  starken  Strahlenneigungen  zu  thun, 

erstens  wegen  der   meist   beträchtlichen  Ofl&iungen  (bis  ^ü  ^®i  ^^^ 

Voigtlaenderschen  Porträtobjektiven)  und  dann  vor  allem  wegen  der 
starken  Neigungen  der  Hauptstrahlen,  welche  die  Abbildung  der  seit- 
lichen Teile  des  Objekts  vermitteln.  Infolge  dessen  giebt  es  im  all- 
gemeinen keine  Methode  mehr,  auf  analytischem  Wege  brauchbare 
Radien  für  eine  Kombination  zu  ermitteln,  bei  der  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Bedingungen  über  das  ganze  Bildfeld  hin  erfüllt  wäre. 
Man  ist  hier  fast  ganz  auf  die  Methode  der  trigonometrischen  Durch- 
rechnung angewiesen.  Ehe  wir  diese  genauer  exemplifizieren,  wollen 
wir  hier  die  wichtigsten  zu  erfüllenden  Forderungen  noch  einmal 
zusammenstellen. 

Ist  etwa  unter  vorläufiger  Annahme  unendlich  dünner  Linsen  oder 
unter  Anlehnung  an  ein  anderes  bewährtes  System  der  Typus  eines 
photographischen  Objektivs  festgesetzt  und  sind  dabei  die  Glassorten 
und  Radien  so  gewählt,  dafs  wenigstens  den  Bedingungen  der  Achro- 
masie und  der  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  annähernd  genügt 
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ist,  so  ist  nun  die  weitere  Ausarbeitung  des  Objektivs  mittels  tri- 
gonometrischer Durchrechnung  vorzunehmen.  Ist  das  Resultat  der 
Durchrechnung  nicht  genügend,  so  müssen  die  Radien  und  eventuell 
auch  die  Dicken  der  Linsen  so  lange  symmetrisch  geändert  werden, 
bis  eine  befriedigende  Ausgleichung  aller  Fehler  stattgefanden  hat. 
Dieser  Weg  ist  sehr  mühevoll  und  es  gehört  aufser  der  Beherrschung 
des  mathematischen  Werkzeuges  noch  eine  intime  Bekanntschaft  mit 
den  optischen  VorgäDigen  dazu,  um  auf  diesem  Wege  mit  einiger 
Sicherheit  das  erstrebte  Ziel  zu  erreichen.  Um  diese  Verhältnisse 
der  Anschauung  näher  zu  bringen,  wollen  wir  hier  einige  Beispiele 
anführen  nach  Daten,  die  mir  durch  Herrn  H.  Harting  in  Braun- 
schweig zur  Verfügung  gestellt  sind. 

301.  Methode  und  Resultate  der  trigonometrischen  Durchrßolmung 
(Euryskop  von  Voigtlaender).  Euryskop  von  Voigtlaender  u.  Sohn. 
Serie  IV,  Nr.  3. 

/i  =  302,52  mm. 

In  Fig.  206  ist  die  typische  Form  der  Aplanate,  zu  denen  auch 
die  Euryskope  gehören,  dargestellt.     Es  sind  symmetrische  Doublets. 


Fig.  206. 

Jedes  Partialsystem  besteht  aus  einem  negativen  Flintmeniskus  und 
einem  positiven  Crownmeniskus. 
Die  Konstruktionsdaten  sind: 

ri  =         72,84 

(Z,  =  2,2 
r^=         35,818   ) 

r»  =       112,0 
NW  =  ^3  =  5& 


} 


Xi  Flint 


Lt  Crown 


r, 112,0 

d^  =  8,5 

r5  =  — 35,818 
rfs  =  2,2 

r, 72,84 

Gleichen,  optische  Abbildnngslehre. 


X3  Crown 


}  L^  Flint. 
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Die  Dicken   im   Glase   sind  immer  mit  dem  Buchstaben  d,  die 
Luftabstände  mit  ^d  bezeichnet. 
Die  Olassorten  sind: 

Lj  und  L^  Barytleichtüint  no  =  1,56772  v  =  53,4 

nc  bis  fif  =  0,01063 

fio  bis  fiF  =  0,00751 

njr  bis  nc  =  0,00610. 

Zj  und  Zg  Borosilikatcrown  no  =  1,50902  v  =  63,9 

nc  bis  riF  =  0,00797 

fio  bis  nF  =  0,00561 

nF  bis  no'  =  0,00442. 

Die  halbe  Öffnung  h  =  AB  (^Fig.  20Ü)  beträgt  23  mm.  Zur  Pest- 
stellung der  sphärischen  Korrektion  sind  nun  zunächst  aufser  dem 
Paraxialstrahl  mit    der   Einfallshöhe   0    drei   weitere   achsenparallele 

Strahlen  mit  den  Einfallshöhen  23]/|,  23]/^-  und  23  mm  durch  das 

System  gerechnet  und  ihre  Schnittweiten  nach  der  Brechung  (vom 
Punkte  S'  aus  gerechnet)  bestimmt.  Hierbei  wird  einmal  «/>,  das 
anderemal  n^-  bei  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt.  Hat  ein  Strahl 
vor  der  Brechung  die  Einfallshöhe  h;^  und  bildet  nach  der  Brechung 
mit  der  Achse  den  Winkel  ti^,  so  ist  die  Erfüllung  der  Sinusbedinguug 
für  die  durch  A^  charakterisierte  Zone  dadurch  ausgedrückt,  dafs  die 


Gröfse 


ist. 


8inU: 


gleich  der  Brennweite    "  =  /*   für    Paraxialstrahlen   i 

0 

Hierbei  bedeutet  Kq  die  unendlich  kleine  Einfallshöhe,  Uq  den  unend- 
lich kleinen  Achsenwinkel  nach  der  Brechung  eines  Paraxialstrahles 
(siehe  §  233). 

In    der    folgenden    kleinen    Tabelle    sind    die   hier   in   Betracht 
kommenden  Gröfsen  dargestellt. 


Einfallshöhe 


Schnittweite 


far  n 


D 


log     A-fürn^ 


sinu 


Schnittweite 
für  n^. 


log-.-*  -fÖrn^, 


sin  a 


0 


28 
23 


VI 

Vi 


23 


260,79 
269,69 

259,76 
261,60 


2,48076 
2,47880 

2,47881 
2,48126 


260,21 
269,44 

260,06 
262.19 


2,47973 

2,47867 

2,47926 
2,48216 


Die  paraxiale  Schnittweite  für  no'  ist  kleiner  als  die  für  tt/),  das 
System  ist  also  in  der  Achse  chromatisch  ein  wenig  unterkorrigiert- 
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Am  Rande  findet  das  umgekehrte  statt^  indem  die  Schnittweite  fQr 
tiQ'  gröfser  ist  als  für  fiß.  Diese  Art  der  Verteilung  der  Fehlerreste 
gilt  als  relativ  günstig.  Auch  die  Abweichung  von  der  Sinusbedingung 
ist  unbedeutend^  wie  die  dritte  und  fünfte  Spalte  zeigt. 

Die  Blende  des  Systems  befindet  sich  achsensenkrecht  im  Punkte  M 
(Fig.  206),  dem  Symmetriepunkte.  Bildet  man  diese  Aperturblende 
nach  links  und  rechts  durch  die  beiden  Systeme  I  und  II  ab,  so 
findet  man  die  (E.F)  und  die  {Ä,P)  des  Systems.  Da  wegen  der 
Symmetrie  des  Systems  die  (E.P)  und  (Ä.P)  gleiche  Gröfse  haben 
(die  Lateralvergröfserung  ß  also  gleich  Eins  ist),  so  müssen  ihre 
Mittelpunkte  mit  den  Hauptpunkten  zusammenfallen  —  eine  weitere 
bemerkenswerte  Eigenschaft  symmetrischer  Systeme. 

Um  nun  die  astigmatischen  Verhältnisse  zu  beurteilen,  ziehen 
wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  M  der  Blende  einen  Hauptstrahl  unter 
einer  beliebig  angenommenen  Neigung  o  zur  Achse  und  rechnen  ihn 
in  Richtung  MD'K'L'  (Fig.  206)  durch  das  zweite  Teilsystem  durch. 
Nach  der  Brechung  möge  er  die  jP'- Ebene  (achsensenkrechte  Ebene 
im  Fokus  für  n/>)  in  Q  durchstofsen  und  der  rückwärts  verlängerte 
Strahl  QL'  die  optische  Achse  in  H!  treffen.  Dann  ist,  abgesehen 
von  der  event.  vorhandenen  Aberration,  JI'  die  {A.¥)  und  zugleich 
der  bUdseitige  Hauptpunkt  des  Systems,  da  ja  die  (-4.P),  wie  wir 
sahen,  das  Bild  von  M.  sein  muTs,  entworfen  durch  das  System  U. 
Die  Verlängerung  des  Strahles  D'M  triflFb  das  Teilsystem  I  im  Punkte 
D.  Der  weitere  Verlauf  dieses  Strahles  nach  links  ist  wegen  der 
herrschenden  Symmetrie  übereinstimmend  mit  dem  Verlauf  D' K' U 
des  Strahls  im  zweiten  System,  so  dafs  eine  neue  trigonometrische 
Rechnung  überflüssig  wird.  Den  Winkel  D' H'N'  bezeichnet  man 
mit  (D„  weil  er  durch  drei  Brechungen  zustande  gekommen  ist.  Auf 
diese  Weise  haben  wir  einen  Hauptstrahl  oder  eine  Bündelachse  ge- 
wonnen, die  den  Mittelpunkt  M  der  Blende  durchdringt.  Für  die 
Ausführung  der  Rechnungen  hat  sich  in  der  Praxis  ein  festes  System 
herausgebildet,  das  sich  am  besten  durch  Beispiele  erläutern  läfst. 
Wir  verweisen  deshalb  schon  hier  auf  den  §  304,  der  die  vollständige 
Durchrechnung  eines  Systems  enthält.  Das  einfallende  Bündel  komme 
von  einem  sehr  entfernten  Objekt  her.  Sind  für  ein  solches  P,  und 
P^  Brennpunkt  des  sagittalen  und  meridionalen  Teiles,  so  ergiebt  die 
Rechnung  zunächst  die  Strecken  L'P,  und  L'P^^,  Hieraus  gewinnt 
man^  da  H'L'  aus  der  vorbereitenden  Rechnung  bekannt  ist,  leicht  die 
Strecken  JI'P,  und  H'P^  und  durch  Multiplikation  mit  C0SID3  die 
Achsenprojektionen  H'R,  und  H'li^.  Die  Entfernung  der  Punkte  R^ 
und  ü^  von  F\  d.  h.  die  Einstellungsdifferenzen  gegenüber  der  F'- 
Ebene  kennzeichnen  den  astigmatischen  Zustand  und  werden  mit  ^z^ 
und  ^z^  oder  kürzer  mit  /i,  und  jd^  bezeichnet.  Je  nachdem  der 
in  Frage  kommende  Brennpunkt  des  astigmatischen  Bündels  links  oder 
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rechts  von  der  J"-Ebeiie  liegt,  wird  das  Vorzeichen  von  J  negativ  oder 
positiv  gewählt. 

Für  das   hier  betrachtete  Euryskop,  Serie  IV  Nr.  3^  sind  diese 
Gröfsen  durch  folgende  kleine  Tabelle  in  mm  dargestellt. 


Winkel  der  Hanptstrahlen 

am  Blenden- i   im  Objekt- 
mittelputikt     resp.  Bild- 


09 


räum  ai. 


'm 


Gan2e 

'  EinstellungB- 

differenz 


S'R 


0<» 
37« 


0«  0' 
16«  8' 
24«  67' 
31«  53' 


0 

—  4,99 

—  12,22 

^  18,20 


0 
+    3,09 

+  11,1* 
+  31,00 


0 
-f    8,08 
+  23,35 
+  49,20 


I 


41,719 
42,093 
42,675 
43,395 


Die  letzte  Spalte  mit  dem  Kopfe  S'W  giel)t  zunächst  fiir 
o^  =  o  =  0  den  Wert  8'H'  =  41,719  mm  und  bestimmt  die  Lage  der 
{A,F)  von  Scheitelpunkt  S'  der  letzten  brechenden  Fläche  aus  för 
Paraxialstrahlen.  Ke  darauf  folgenden  Werte  für  endliche  Strahlen- 
neigungen  sind  etwas  gröfser  imd  zeigen  an,  dafs  die  Pupillen  mit 
Aberration  behaftet  sind.  Für  o  =  37®  z.  B.  beträgt  die  Aberration 
£  =  1,676  mm. 

Über  den  EinfluTs,  der  hierdurch  auf  die  Orthoskopie  ausgeübt 
wird,  vergl.  §  157. 

Als  zweites  Beispiel  geben  wir  die  betreffenden  Daten  des  Voigt- 
la'enderschen  Euryskops  Serie  III  Nr.  5,  das  dem  vorigen  ganz  analog 
gebaut  ist. 

/•z>=  348,4 

Öffnung  2h  =  77,4. 


d,      5,5     "»       122,81 1 

rf       12     '^-    "''"' 
*               r,— 239,98 

4  Flint 
ig  Crown 

■ 

^j  —  106 

* 

rf        12     »-4           239,981   ^  ^^^^ 
r.  =         59,27 

Die  Glassorten  sind: 

Zi  und  L^  Flint:          «x,  —  1,62060 

Lg  und  Zi,  Crown: 

1,54690 

no —  1,64334 

1,56247 

V  —  36,1 

•                  •                     • 

45,7 

«j*-       nc  —  0,01716 

0,01197 

wj,      HD  —  0,10227 

. 

0,00850. 

Graphische  Darstellung  der  astigmatischen  Bildflftchen. 
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Chromatischer^  sphärischer  und  aplanatischer  Korrektions 

zustand. 


Kinfallehöhe 

Schnittweite 
fürn^ 

log  ^ 
sinu 

für  fiD 

Schnittweite 

log-.^^-'- 

0 
■    38,7  Vi 
38,7  Vi 
38,7 

272,87 
271,36 
271,36 
273,83 

2,64203 
2,64040 
2,63986 
2,64196 

271,26 
270,99 
271,77 
•274,88 

2,64077 
2,68986 
2,64063 
2,64837 

Astigmatischer  Eorrektionszustand. 


Bildwinkel 


o>. 


A 


'm 


Astigmatische 
Differenz 


0* 

'     ^          0,00         1 

10®  21,33' 

-    3,36        ' 

18«    1,64' 

-    9,98         1 

23«    3,41' 

+  16,76 

0,00 

—  0,88 

—  1,63 

+  0,11 


0,00 
+  2,48 
+  8,^6 
+  16,86 


Während  also  fQr  die  meridionalen  Bildpunkte  innerhalb  der  an- 
gegebenen Winkel  die  Bildebenung  nahezu  vorhanden  ist,  liegen  die 
sagittalen  Bildpunkte  auf  einer  krum- 
men Fläche,  die  dem  Objektiv  ihre  hohle 
Seite  zuwendet.  Vollständige  Auf- 
hebung des  Astigmatismus  mit  gleich- 
zeitiger Ebenung  des  Bildes  ist^  wie 
wir  schon  bemerkten,  für  den  Apla- 
natentypus  ausgeschlossen. 

302.  Graphische  Darstellung  der 
astigmatischen  Bildfläohen.  Das  Ma- 
terial über  die  astigmatische  Korrektion 
wird  nach  dem  Vorschlage  Rudolphs 
jetzt  meist  in  Kurvenforra  gegeben. 
In  Fig.  207  ist  die  hier  übliche  Dar- 
stellung ausgeführt  und  zwar  für  das 
soeben  näher  beschriebene  Euryskop 
Serie  III  Nr.  5.  ^  Als  Ordinaten  sind 
die  bildseitigen  Winkel  (in  der  Figur 
ist  1°  =  2  mm),  als  Abscissen  die  Ein- 
stellungsdifferenzen z^,  und  ^j^  ein- 
getragen   und    zwar    nach   links   die 


f^«»  348,4. 


Flg.  807. 

negativen,   nach  rechts  die  positiven  Werte  (in  mm).     Die  sagittale 
Kurve  ist  ausgezogen,  die  meridiönale  gestrichelt.   Aus  der  Figur  kann 
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man  dann  für  beliebige  Werte  coj  die  zugehörigen  aatigmatiBchen 
Differenzen  leicht  dnrch  Interpolation  gewinnen.  Die  Brennweite  fn 
des  ObjektiTB  beträgt  348,4  mm. 

31)3.  Refiultate  der  Durchreclmiuig  eines  modernen  Anutigmaten 
(Apoolironiat-ColllneaT  tod  fl.  Harting).     Wir  geben  hier  nocb  die 


Hg.»» 

Resultate  der  Durchrechnung  eines  modernen  Objektivs  mit  anaatig- 
matischer  Bildebennng  und  zwar  des  Apochromat-Collinears  aus  der 
Werkstätte  von  Yoigtlaender  und  Sohn,  dessen  Daten  mir  von  Herrn 
H.  Harting  zur  Verfügung  gestellt  sind, 
/■ß^lOO. 
Ofhungsverhältnis  -^  ■ 
r,  =       27,104 1 


(^  =  1,965 
d,  =  5,119 
dj  =  0,594 


Schwerstes  Barytcrown  I 
Crown  mit  hoher  Dispersion  U 
Borosilikatflint  DI 


- 12,434 
26,989 
^^  =  3,630 

r. 26,989 

und  symmetrisch. 
Die  Figur  stimmt  nicht  mit  den  Angabeu  «herein  und  zeigt  nur 
den  allgemeinen  Typus  und  die  Lage  der  Flächen.    Die  Blende  steht 
in  der  Mitte. 

Glassorten: 


I,fil20  I  0,01089 
1,616a  '  0,00950 
1,6184     I   0,01090 


66,3 

0,00769 

54,a 

0,00671 

49,'J 

6,00770 

0,706         0,00623  0,6" 

0,706         0,006*7  0,616 

0,706      I    0,00028  0,676 


Resultate  der  Durchrechnung  eines  modernen  Anaatigmaten.  423 


Zunächst  ist  fQr  Hd  die  Entfernung  S'F'  (yergl.  Fig.  206)  berechnet 
worden  fQr  paraxiale  Strahlen^  indem  man  einen  einfallenden  Strahl 
parallel  und  unendlich  nahe  der  Achse  einfallen  lafst.  Diese  Schnitt- 
weite wird  mit  pß  bezeichnet.  Femer  sind  fUr  zehn  weitere  parallel 
einfallende  Strahlen  mit  den  Einfallshöhen  0^5^  1^0^  1^5  .. .  bis  5^66  min 
Durchrechnungen  Yorgenommen  und  zwar  fBr  Brechungsezponenten  nc, 
Hn,  np  und  ug'-  Die  zugehörigen  achsialen  Schnittweiten  sind  durch 
q  versehen  mit  dem  Index  der  zugehörigen  Farbe  bezeichnet.  In  der 
nachstehenden  Tabelle  sind  die  Differenzen  dieser  Schnittweiten  mit 
Pd  ffir  die  yerschiedenen  Einfallshöhen  angegeben. 


h 

in  nun 

ic-Po 

«D     Pd 

«F      Pd 

^o'^Pd 

mm 

0 

+  0,03 

0,00 

-0,09 

—  0,11 

0,6 

+  0,08 

0,01 

0,09 

-0,11 

1.0 

+  0,02 

—  0,02 

—  0,10 

—  0,12 

1,6 

0,00 

—  0,04 

—  0,12 

—  0,14 

8,0 

.  —0,04 

—  0,08 

—  0,16 

—  0,16 

2,6 

—  0,08 

—  0,13 

—  0,19 

—  0,20 

8,0 

—  0,14 

—  0,19 

—  0,23 

—  0,22 

3,6 

—  0,20 

—  0,22 

—  0,24 

—  0,23 

4,0 

—  0,28 

—  0,24 

—  0,24 

0,22 

*.5 

—  0,23 

—  0,22 

—  0,22 

—  0,18 

6,0 

—  0,17 

—  0,16 

0,14 

—  0,09 

6,6 

-0,06 

0,02 

+  0,06 

+  0,12 

.  6,6« 

—  0,08 

+  0,01 

+  0,08 

+  0,16 

Die.  innigste  Vereinigung  aUer  Strahlen  findet  also  zwischen  C 
und  G'  bei  h  =  3,6  bis  h  =  4,1  mm  statt. 

Die  beste  Korrektion  der  sphärischen  Abweichung  und  der  Koma 
(Sinusbedingung)  besteht  fttr  die  f-Linie,  wie  folgende  Zusammen- 
Stellung  zeigt: 


Parachsiale 

^        Xta 

Höhe  h 

Schnittweite  fär  w^j. 

-: —  fär  njp 

mm 

mm 

—  Schnittweite  qf. 

—  Brennweite  f^ 

0 

0,00 

0,00 

1 

—  0,01 

—  0,01 

2 

—  0,06 

0,07 

3 

—  0,14 

—  0,16 

4 

—  0,16 

—  0,18 

6 

0,06 

—  0,10 

6,66 

+  0,17 

+  0,06 

Die  sphärische  Abweichung  f&r  np  beträgt  also  in  maximo  nur 
0yl5  mm,  die  Abweichung  gegen  die  Sinusbedingung  0,18  nun. 
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Die  gröfste  chromatische  Differenz  der  sphärischen  Abweicliang 
findet  statt  für  den  Strahl  von  der  Einfallshöhe  5,56  (+  0,16  mm) 
für  fiG'  und  dem  Strahl  von  der  Einfallshöhe  4,0  (—  0,24)  für  »y, 
sie  beträgt  also  nnr  0,40  mm. 

Die  gute,  chromatische  Korrektion  ist  auf  die  glückliche  Wahl 
der  Glassorten  zurückzuführen,  denn  wie  man  aus  der  obigen  Zu- 
sammenstellung der  partiellen  Dispersionen  ersieht,  haben  die  Spektren 
der  gewählten  Glassorten  einen  ganz  proportionalen  Gang,  so  dafs 
damit  die  Aufhebung  des  sekundären  Spektrums  indiziert  ist. 

Astigmatische  Einstellungsdiffenzen« 


Bildseitiger 

• 

Neigiingswinkel 

A 

^m 

Astigmatische 

«>4 

Differenz 

0 

0,00 

0,00 

0,00 

6« 

—  0,07 

0,10 

—  0,03 

10« 

0,26 

—  0,32 

0,07 

16» 

0,64 

-  0,60 

—  0,06 

20» 

—  0,77 

—  0,79 

—  0,02 

26» 

—  0,76 

-0,66 

+  0,11 

30» 

—  0,08 

+  0,46 

+  0,42 

Die  astigmatische  Korrektur  ist  ziemlich  vollkommen.  Würden 
wir  die  Kuryendarstellungen  in  derselben  Weise  wie  in  Fig.  207  an- 
wenden wollen,  so  würden  wir  bis  zu  25^  hinauf  die  meridionale  und 
sagittale  Kurve  gamicht  mehr  getrennt  zeichnen  können«  Die  gröfste 
vorkommende  Abweichung  von  der  Ordinatenachse  beträgt  nur  etwa 
%  mm. 

Wollte  man  also  den  Verlauf  der  Kurven  deutlich  sichtbar 
machen,  so  müTsten  wir  die  Abscissen  etwa  im  Verhältnis  1  zu  10 
vergrö^sern.  Nachdem  zunächst  für  eine  bestimmte  Anzahl  Blenden- 
winkel (o  die  zugehörigen  Bildwinkel  o^  und  die  astigmatischen-Ein- 
stellungsdifferenzen  berechnet  sind,  ist  in  der  That  hiemach  auf 
Millimeterpapier  der  Verlauf  der  sagittalen  und  meridionalen  Kurve 
eingetragen.  Daraus  sind  dann  durch  Interpolation  die  oben  an- 
gegebenen Einstellungsdifferenzen  für  die  Werte  m  =  (fi  bis  o  =  30^ 
ermittelt  worden.  Ein  Apochromat-GoUinear  von  60  cm  Brennweite 
zeichnet  eine  Platte  von  50  x  60  cm  aus. 

304.  VoUständige  Durchrechnung  des  Doppelanastigmaten  von 
P.  Ooerz  in  Friedenau. 

A.  Formeln  für  FaraxifÜBtrahlen. 

Wir  zählen  im  Folgenden  die  Schnittweiten  vom  Scheitel  der 
brechenden  Fläche  aus  nach  rechts  (d.  h.  im  Sinne  der  Lichtbewegang) 
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ala  positiv,  in  entgegengesetzter  Richtung  als  negativ,  wenden  also 
hier  die  Zählweise  der  §§  118,  137,  169  an;  dabei  hat  eine  Fläche 
positiven  Radius,  wenn  sie  dem  einfallenden  Licht  die  konvexe  Seite 
zukelirt.  Die  Brechungsexpionenten  sind  der  Reihe  nach  w, Wijn,..., 
wo  n  in  unserem  Beispiel  der  Luft  angehört,  also  gleich  Eins  ist. 
Die  Radien  sind  r,  r^,  r^  u.  s.  w.  Die  Schnittweiten  für  den  einfalleiiden 
Strahl  an  der  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  Fläche  sind  p^,  Pi,  p^  ...  «.  s.  w. 
(Index  also  unten),  die  Schnittweiten  für  den  gebrochenen  Strahl 
sind  entsprechend  p,  p",  p"  . . .  u.  s.  w.  (Index  oben).  Zu  bemerken 
ist,  dafs  man  z.  B.  statt  p""  auch  p*  schreibt,  da  eine  Verwechslung 
mit  einer  Potenz  hier  ausgeschlossen  erscheint  Werden  die  Ent- 
fernungen der  aufeinanderfolgenden  Flächen  mit  d^ ,  d,  u.  s.  w.  bezeichnet, 
so  werden  die  Formeln  für  Paraxialstrahlen,  S.  129  Zeile  8  und  10, 
für  die  erste  Brechung: 

(2)  P,  =  p'-d,. 

Durch  successive  Erhöhung  der  Indices  um  je  eine  Einheit  erhalt 
man  die  Formeln  für  die  folgenden  Flächen.    Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

(la)  —  =  --^  -1 (n.  —  n)  -  , 

(Ib)  1         i         1 


P 

nach  denen  die  Durchrechnung  von  Fläche  zu  Fläche  geschieht 

Für  die  Brennweite  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  hier 
gewählten  Bezeichnimgen  nach  S.  90: 

unter*  Voraussetzung  von  vier  brechenden  Flächen. 

B.    Formeln  für  einen  Strahl  endlicher  Aohsenneigung. 

Die  Zählweise  der  Schnittweiten  ist  wie  unter  (A),  nur  setzen 
wir  weiter  noch  fest,  dafs  von  der  optischen  Achse  aus  die  Richtung 
senkrecht  nach  unten  negativ  in  Rechnung  gebracht  werden  soll.  Die 
Vorzeichen  der  Winkel  ergeben  sich  aus  dieser  Festsetzung  von  selbst. 
Fig  208  a  ist  Normalfigur,  d.  h.  alle  darin  gezeichneten  Strecken  sind 
positiv;  an  ihr  entwickeln  wir  deshalb  unsere  Formeln:  PÄB  sei  der 
einfallende,  AB'  der  gebrochene  Strahl,  S  der  Scheitel,  M  der  Mittel- 
punkt der  brechenden  Fläche,  Ä'  Schnittpunkt  des  Strahls  mit  der 
zweiten  brechenden  Fläche^ 
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SB 
SB' 
AB 
AB' 

^NAP 

^MAB' 

•^ABS 

■^AB'S- 

AM 

AC 

A'C 

AB' 


9o  1   Axiale  Schnittweiten  fBx  den  einfallenden*  und  ge- 
q'  1       brochenen  Strahl, 

h   ) 


=  Ä' 


Strahlenlängen  bis  zur  Achse, 


Einfalls-  und  Brechungswinkel, 


.^MAB^a 

> 

'ß  J 

'  ^  I  Achsenneigangen   eines  Strahls   vor  und  nacli  der 
(o^  j       Brechung, 


1 J 


Einfallshohen  für  zwei  aufeinanderfolgende  Brechungen 
(abweichend  von  den  früheren  Bezeichnungen), 

^'f=»  A^  =  Strahlenlange   zwischen   zwei  aufeinande^ 

folgenden  -  Flächen. 


Fig.  208». 


Man  kann  nun  folgende  Formeln  unmittelbar  aus  der  Fig.  208a 
aUesen: 


(I) 
(11) 

(ni) 

(IV) 


sin  a  =  sin  CD  (1  —  ~j, 

sm  p  ==  —  sm  a, 
Oi=  CD  —  a  +  ^, 


Ql        Q         ^1 ; 

X  —  rsm(c}  — 

«), 

h    -.-«  , 

^          8in  CO, 
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(IVa) 
(V) 

(VI) 
(TU) 

(VII  a) 

C.   Formeln  but  Bestimmting  des  sagittalen  und  meridionalen 

Bildpnnktes. 

Unter  Berücksichtigung  der  hier  gewählten  Zählweise  werden  die 
beiden  ersten  Formeln  für  den  sagittalen  Bündelteil  auf  S.  143^  wenn 
man  dessen  Schnittweiten  vor  und  nach  der  Brechung  mit  6  und  $ 
und  die  Brechungsexponenten  mit  n  und  n^  bezeichnet: 

t»,  n  n^coaß  —  ncosa 

8  8  r  ' 

Hieraus  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (VII  a) 

(vm)  1,^1.^+  22ii(i  _ « «o«4) 

und 

(IX)  5,  =  S'— -.— ^ 

Ganz  analog  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  fdr  den  meridio* 
nalen  Bündelteil  nach  Seite  143^  wenn  man  die  auf  der  Bündelachse 
(Hauptstrahl)  gerechneten  Schnittweiten  vor  und  nach  der  Brechung 
mit  t  und  t'  bezeichnet: 

♦ij  cosa'         nc08^'        njCOB^  — ncosa 
f  t  r  ' 

woraus  folgt: 

rY\  1   ncosa'      ^     i_       ^         /i  ncosa \ 

^    '^  f         nj  cos^'      t     '     rcoBß     \  n^cosß) 

Aufserdem  ist: 

(XI)  1=^—"^^. 

D.   Formeln  für  den  aus  der  lotsten  brechenden  Fl&ohe 
austretenden  Hauptstrahl  in  seiner  Besiehung  zur  Fokalebene. 

In  Fig.  208  b  sei  S  der  Scheitel  der  letzten  brechenden  Fläche^ 
F'  der  Schnittpunkt  der  Fokalebene  mit  der  optischen  Achse^  der 
austretende  Strahl  AB'  schneide  die  Fokalebene  in  U.  Dann  sei 
unter  Voraussetzung  von  vier  brechenden  Flächen: 
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AB'- 

■  h* 

AU  — 

H* 

ÜB'^ 

-«, 

SF'- 

P^ 

SB'  = 

■q' 

^AB'S  = 

-aii 

und  TU  an 

hat  nach 

Fig. 

208b 

(xn)  .  • 

- 

'             COS  (Ö^ 

(XIH) 

H*  —  h*  - 

-  -Sg- 

Flg.  2081). 

Sei  12  schliefslich  etwa  der  sagittale  Bildpunkt  und  fällt  man  das 
Lot  BD  auf  die  Fokalebene,  so  ist  ÄR  =  s*,  üli=^  J^  und  man  hat 

(XIV)  .z/5*==5*—  JV 

und  die  astigmatische  Einstelldifferenz  J'z^ 

(XV)  Jz^  =  J^  cos  oj^ . 

Für  das  meridionale  Bündel  hat  man  ganz  analog: 

(XVI)  Jt^=t^—H'^ 
und     : 

(XVII)  JzJ  =  z^^  •  cos  cj^ . 

Durchgerechnet  wird  im  folgenden  nur  die  eine  und  zwar  die 
hintere  Hälfte  des  symmetrischen  Doppelanastigmaten,  welche  also 
eine  Einzellinse  mit  Vorderblende  darstellt.  Ist  ein  solches  System 
sphärisch;  chromatisch  und  astigmatisch  korrigiert,  so  lehrt  die  Er- 
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fahrung,  dafs  dann  auch  die  symmetrische  Doppelkombination  diese 
guten  Eigenschaften  im  allgemeinen  behält,  und  dafs  zwei  neue  weitere 
Vorzüge  gewonnen  werden,  das  sind  die  Aufhebung  des  Koma  und 
die  Orthoskopie. 

Die  Eonstanten  des  Doppelanastigmaten. 

Die  erste  Linse  mit  den  Radien  r  und  r^  ist  ein  positiver  Meniskus 
aus  Silikatcrown  mit  dem  Brechungsexponenten  n^.  Die  Mittellinse 
vom  Brechungsexponenten  Wj  hat  bikonkave  Form  und  die  Radien  r^ 
und  r^,  sie  besteht  aus  Baryt-Leichtflint,  die  dritte  Linse  vom 
Brechungsexponenten  n^  und  den  Radien  r^  imd  r^  ist  bikonvex  und 
besteht  aus  schwerem  Baryum-Silikatcrown.    Die  Doppelanastigmaten- 

hälfte  hat  die  relative  Öffnung  ^Tk  '     B^i  ^^r  Durchrechnung  ist  die 

Brennweite  ^=1,  bei  der  Kurvendarstellung  der  Resultate  (Fig.  208  c 
bis  208  f)  =  100  gesetzt. 

Die  +  ^°<i  ~~  Zeichen  in  der  Rechnung  hinter  den  Loga- 
rithmen bedeuten  die  Vorzeichen  der  zugehörigen  Numeri,  letztere 
als  Faktoren  betrachtet.  Jede  Vertikalreihe  gilt  für  die  Brechung 
an  einer  Fläche,  so  dafs  also  im  allgemeinen  vier  Vertikalreihen  vor- 
handen sind. 

■ 

Doppelanastigmat,  Hlnterlinse. 


Belattre  Öffnung  n-? ,  ^  =:  1 


r  = 


r,  == 


r.  = 


Radien 

—  0,128965 

—  0,049597 
+  0,196423 


log 


y 


9,110^2  — 
8,695455  — 
9,293193  + 


Dicken 

dl  =  0,01277 
rf,  =  0,00664 
rf,  =  0,02114 


r,  =  —  0,1266629      9,102649  —        q^ 0,01583 


log 

8,106191 
7,822168 
8,325106 
8,199481 


Brechungsexponenten. 
n  =  Brechungsexpouent  der  Luft  =  1. 


2>t- Linie  log 

«1  =  1,5117  0,179466 

w,  =  1,5478  0,189715 

»,=  1,6125  0,207500 


©'-Linie 

ni  =  1,52266 
»,  =  1,56101 
M,  =  1,62635 


.  log 
0,182603 

0,193406 

0,211214 


I.  Paraxialstrahl:  j)o=  c». 

ä 

Es  werden  successive  die  Werte  von  jp',  p'\  p'^\  p^  bestimmt. 
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a)  D-Linie: 

V       P.«.+  r(">       ")«.•    (Formell».) 

lg' 

0,404760 

0,461483 

0,387518- 

! 

lg" 

9,989751  + 

9,982215  + 

0,207500+ 

la 

*«i     Po 

0,394511— 

0,443698 

0,595018- 

lg--  0,889528 

1,304545— 

0,706807  + 

0,897361- 

lg(ni      n)  9,709015+ 

8,557507  + 

8,810904+ 

9,787106- 

Ig^*  9,820534+ 

9,810285+ 
9,672337 

9,792500+ 
9,310211  + 

0 

1     n,  -  n  0419077 

0,684457+ 

"  .  >-      0 

«1      Po 

2,480339 

2,777781 

3,935664 

1  .?'     *• —2,624682 

0,470259 

+0,204273 
2,573508 

+  4,835678 

^      2,624682 

2,950598 

+0,900014 

Ä      p'  1  _  <*1 
p' 


(Formel  Ib.) 


lg  -,  0,419077— 
Igd,  8,106191  + 
lg  ^,  8,525268  — 


0,469910—    0,410525—  9,954249+ 

7,822168+     8,325105+   Ig  ^-.9,954249+ 
8,292078—    8,735630—  lg  p*  0,045751  + 


1  -  ^,  + 1,033517     +1,019592    +1,054404      !>*  =  1,111095 


lg  \  0,419077  — 


0,469910—    0,410525 


lg/l_-M  0,014317+     0,008427+    0,023007  + 


Ig-  0,404760— 
"Pj    ' 


0,461483—    0,387518 


\ 


\ 
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lg' 


lg 


n 
»1 


ß)  G -Linie: 
0,410628—    0,469436— 

9,989197+    9,982192+ 


0,395585— 
0,211214+ 


1  «  1 
lg—  • 

*«i  Po 

0,399825 

0,451628 

0,606799 

lg*  0,889528 

1,304545 

0,706807  + 

0,897351 

lg(ni   n)  9,718219  + 

8,583765  + 

8,816179  + 

9,796817 

lg-'_  9,817397  + 

9,806594+ 

9,788786  + 

0 

lg 


1    n,  —  n 


w. 


n 


1 

Po 


0,425144—    9,694904-    9,310772  + 

—2,510876    —2,8289667 


1 

r 


7h  —  n 


^  -  —2,661606    —0,495341    +0,2045371 


0,694168  + 

+  4,945022 
—4,043890 


1 

p 


2,661606    —3,006217    —2,6244296 


lg-,  0,425144—  0,478020—    0,419035— 

Igd,  8,106191+  7,822168+    8,325105+  lg  ^= 

. Jr 

IgA  8,531335—  8,300188—    8,744140—  \gp*-- 


+0,901132 

9,954788  + 
9,954788  + 
0,045212  + 


1  —  ^  + 1,0339888  + 1,0199613  + 1,0554805    !>*=  1,109715 


lg-,  0,425144— 


0,478020—    0,419035+ 


lg(l  —  -'^  0,014516+    0,008584+    0,023450+ 


lg--  0,410628— 

^Pi    ' 


0,469336—    0,396585— 
y)  Brennweite: 


*  =  (l  _  I)  (l  _  |,)  .  (i  _  p:^  .  L, .    (Formel  Ic.) 


lg(l -5)0,014317  + 
lg  (l  -  p)  0,008427  + 


432  NeunzeiinteB  Kapitel:  Die  photographÜRchen  Objektive. 


lg  (l  -  i)  0,023007  4- 


d 
P 

lg  i,  9,954249  + 
lg  O  0,000000  + 

o=  1. 


II.   Feststellung  der  sphärischen  Korrektion. 

Es  werden  für  qQ=  oo  und  0  =  0  vier  parallel  zur  Achse  ein- 
fallende Strahlen  gerechnet  und  zwar  sowohl  für  die  D-Linie,  wie 
für  die  6r'-Linie. 

Für  die  erste  Fläche  hat  man  (d  =  0  zu  setzen  und  erhält  aus  (V): 

sm  a  = 

r 

Ist  Ä  bestimmt,  so  rechnet  man  für  die  erste  Fläche  weiter  nach 
den  Formeln  (II)  bis  (IVa).  Da  für  die  übrigen  Flächen  die  Winkel 
o  nicht  gleich  Null  sind,  so  rechnet  man  in  diesen  Fällen  direkt  nach 
den  Formebi  (I)  bis  (IVa). 

Der  Übersichtlichkeit  wegen  sind  die  Bezeichnungen  der  ersten 
und  zweiten  Vertikalreihe  beigefügt. 

Also,  für  die  erste  Vertikalreihe  (erste  Fläche)  gilt: 

sina= ;     sin^~=  —  sin«;     ©i  ==  o  —  a  +  /3; 


w 


=  K^-s"^)5     «i  =  «'-<^»- 


Aufserdem  ist  noch  der  Ausdruck  1  —  —  berechnet,  der  dann  auf  die 
zweite  Vertikalreihe  übertritt.  ^ 

Für  die  zweite  .Vertikalreihe  (zweite  Fläche)  gilt: 
sin o^  =  sin (o^  \\  — --) ;     sin /Sj^i*=  -^  sin «i 5     cdj  =  ©i  —  «1  +  A ; 

Aufserdem  wird  noch  der  Ausdryck  1  —  ^*   berechnet,   der  auf  die 


^« 


dritte  Reihe  übergeht. 

Die  Rechnung  für  die  dritte  und  vierte  Fläche  ist  ganz  analog. 
Für  die  vier  in  Frage  kommenden  parallel  einfallenden  Strahlen 
sind  die  Einfallshöhen  an  der  efsteti  Fläche : 


x  =  ^,       xi=x>^,  "to=x]/0,7,   xm=x>^. 
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X  = 


81 


Igx  8,508688  — 

lg— 0,889628  — 

lg  sin  a  9,898 166  + 

lg—  9,820684  + 


n 


i   - 


lg  sin /?  9,218700  + 

0»         0« 

—  « --14^29[^«^ 

m  —  u  —  U®29'   6"  8 

/?+    9^81^26^' 8 

«j  —    4»67'40"0 

lg  sin  13  9,218700  + 

Igsinai^  8,986914  — 

sin  tf 
lg_!JU^  0,281786  — 


sinco. 


sin^ 


1  — -^ 


sino^ 
sinß 


Binoi 
sinß 


—  1,918313 


+  2,918818 


\        sin<o^/ 

Igr  9,110472  — 
Ig^  9,674869  — 

g'  —0,8767166 
—  dj  —0,01277 
3j  —0,3884866 

Igffi  9,689876  — 
Iffil  1,304646  — 

Ig— 0,898920  + 


Sphärische  Aberration. 


IgA  _  ?i\  0,834602  — 

IgsincDi  8,936914  — 

lg  sin  «1  9,771616  + 

lg—  9,989761  + 


0,430703  + 
9,014488  — 
9,446 141  — 
9,982216  + 


Ig  sinft  9,761 267  +         9,427  366 


2>- Linie 

0,829  848  — 
8,962896  — 
9,292243  + 
0,207  600 
9,499  743  + 


G>. 


«,  —    4«>6r40"  —    6066'   1"9  —    6*16'   4"! 

—  tf,  —36^3' 16"  9  +16n0'68"l  —  11*18^' 1 

—  «1  —  4in0'66^  +  10«14'  66"  2  — T6«84^' 2 
ft  +36^4^64''  —16031'  0^^8  +18^26' 26'' 2 
»,  —    6066'    1"9  —    6*16'   4"1  +    1«61'11"0 


IgsinjJi  9,761267  + 

lg  sin  o,  9,014488  — 

sin/? 
Ig-^— *^  0.746829  — 


9,427  866  — 
8,962896  — 


9,499  748  + 
8,609690  + 


sin  09« 


sin^j 
sin  09, 


—  6,6825 


l^^ft  +6,6826 
sm  (0, 


0,464461  +  0,990063  + 


+  2,913807         +9,778  660 
—  1,913807  —8,778660 


lg(l- 


^U,818891  + 
sin  09,/ 

Igrj  8,696466  — 


0,281899 


0,948176  — 


9,293193+         9,102649  — 


lg  3"  9,613  846  —  9,676  092  —         0,046  825  + 

g"  —0,8264721  —0,8769178       g*+  l,1112i  , 

_  d,  —  0,00  664  —0,02114 

g,  —0,3331121  —0,3970673 


Igg,  9,622691  — 
lg— 0,706807  + 


9,698863  — 
0,897  861  — 


9i 


lg  -  ■  0,229  398  —    0,496  204  + 


^+7,88286 
1  — ^  —6,88285 


^  —  1,696  892         +  8,134  767 


1—^+2,696892 


Oleicbta,  optische  Abbildungalehre. 


—  2,184767 
28 
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Igx  8,608688  — 
lg}/Ö^  9,849486  + 


Sphärische  Aberration. 


D- Linie 


lg  xi  8,868128  — 

IgJL  0,889628  — 

lg  sin  «9,247  661  + 

Ig—  9,820684  + 

♦*i  

lg  sin  ß  9,068 186  + 


0»         0» 

^«  — ionri4"7 

a>  — a  —  10*11' 14"  7 

/J+_6H8^jr3 

«1  —    8*88'   6"4 

lg  sin /?  9,068 186  + 
lg  sin  »1  8,781 747  — 

1«  4^0,286488- 
*sin«i     ' 

4^  —  1,9889182 
sino^ 

sinß 


1  — 


Binai, 


+  2,9389182 


lg  (l_  4^)  0,467448  + 
"  \        sin  toj 

lg  r  9,110472  — 
Igg'  9,677920  — 

q'  —0,8783  727 
-  dl  -  0,01287 
jj  —0,3911427 

Igffi  9tßö2886  — 

IctA  1,804646  — 
**n  

lg  il  0,896880  + 


lg(l       *A  0,887  998 

0,436266  + 

0,840446 

lg  sin  <»i  8,781 747  — 

8,862 102  — 

8,800832  - 

Igsinffj  9,619740  + 

9,288367 

9,141278  + 

lg***  9,989761  + 

9,982216  + 
9,270672 

0,207  600 

lg  sin /?^  9,609491  + 

9,848778  + 

«o,          8*28'   6" 

'4 

—    4*  4' 46" 

7 

8*37' 28"  1 

a,        24*87' 17" 

0 

+  11*12'   2" 

9 

—    7*67'2«"8 

CO,  —  a,  —27*66' 23" 

4 

+    7*  7' 17" 

2 

— 11*34' 56"4 

ft  +24*  0'37" 

7 

10*44' 46" 

8 

+  12*68' 58"  4 

«,  -    4*  4'46" 

7 

—    8*  87' 28" 

1 

+    1*19'  2"0 

lg  sin/?,  9,609491  + 

9,270672  — 

9,848748  + 

lg  sin  ö,  8,862 102  — 

8,800832 

8,861 498  + 

Ig^^P^  0,767389 
sin  CD, 

0,469  740  + 

0,987280  + 

T*^'       6,719918 
Sin  09, 

+  2,949443 

+  9,711360 

1       ""'''1-+ 6,719918 
sin  (0, 

—  1,949448 

—  8,711360 

1        ^^^^l\  0,827864  + 
,        sino,/ 

0,289910 

0,940086  - 

Igr,  8,696466  — 

9,298193  + 

9,102649- 

lg  q"  9,622  819  —  9,688 108  —         0,042  736  + 

q'  —  0,8382877  —  0,3829166       g*  +  1,103405 

—  d,  —0,00664  —  0,021 14 

5,  —  0,3899277  —  0,4040666 


lg  2,  9,631386  — 
lg  Jl  0,786807  + 


9,606441  — 
0,897061  — 


9i 


Ig—  0,238198  —         0,608792  + 


^  +  7,88642 
1— ^  —6,88642 


9i 


9s 


—  1,730684 


+  2,730684 


+  8,1900077 
—  2,1900077 
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lg«  8,608688  — 
lg  yS;?  9,922649  + 

lg  *n  8,481 187  — 

lg—  0,889628  — 

lg  sin  ff  9,320  716 -f 

lg— 9,820634  4- 
Wj  

lg  sin  I?  9,141 249  -f 


o         0^ 

cc   -12^  4' 47"  3 


o  — a  —  12»  4'47"3 

»j  —   4«  7'20"8 

lg8in/}9,141249  4- 

Igsino»!  8,866667  — 

,     sinÄ 

^SttTT-  0,284692  — 


sinco. 


sin^ 
sin  CO, 


1,926714 


sin  ß 
1 r— ^  +  2,926714 


sin  CO, 


lg  (l  —  -5££.\  0,466  282  + 


Igr  9,110472 


Igäf  9,676704  — 

q'  —0,3778160 
-dl  —  0,01 277 
g,  —0,390085 

lg  gi  9,691 160  — 
lg—  1,304646  — 


lgV'<>»Ö^<^''®ö  + 


9i 


9i 


+  7,866117 


1  —  ^—6,866117 


Sphärische  Aberration. 


i>- Linie 


Ig/l  — ^)  0,836648  — 
Igsinc»!  8,866667  — 


lg  sin« 


n 


lg -^9,989761  + 


lg  sin  ß 


10,  — 


10 

ce 
cc 

p 


lg  sin  ß 
lg  sin  CO 
1    sin  ß, 


Bin  CD, 

sin^ 


1  — 


Bin  CO 
sinß 


Bin  CO, 
sin^j 


9,698306  + 


0,434187  + 
8,929687  — 
9,363  774  — 
9,982216  + 


0,336  867  — 
8,878202  — 
9,214669  + 
0,207  600  + 


9,683  066  +  9,346  989  —  9^422  069  + 

—  4«0r20"8  —    4»62'40"6  __    40i9'67"0 

—  29*^84^20'^  +18021^39" 7  __    9026'68"4 

—  33H1'40"8  +    8»28'69"2  .-13«46'66"4 
+  28H9^   0''3  —  12<>48^66^'2  +  16^19' 26"4 

—  4<»62'40"6  —    4«  19' 67"  0  +    1033'31"0 


9,683066  + 
8,929687  — 

0,763469  — 

—  6,668613 
+  6,668613 


9,346  989  — 
8,878202  — 


9,422069  + 
8,434662  + 


0,467787+         0,987497  + 

2,936207         +9,716220 
—  1,936207         —8,716220 


lg  (t  _  ^JÜ&-\  0,824029  + 
°  \        8in  ©,/    '  ' 

Igrj  8,696466  — 


0,286962  — 
9,293 193  + 


0,940328-^ 
9,102  649  — 


lg  g"  9,619  484  -         9,680 146  -         o,042  877  + 

g"  —  0,3  807  877       -  0,8  803 164       ^4  _|_  1^104  021 
—  <i,  —  0,00664  —  0,02 114 


g,  —0,3873777 


0,4014664 


lg  g,  9,528 1 16  —         9,603  638 


lg—  0,176807  — 
U- 

lg  ^»0,234923  — 
'1   - 


9t 


0,897  361  — 


0,600989  + 


^  —  1,717604         +  8,169486 


1  —  ^  +  2,717604 


—  2,169486 
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\g%  8,5086S8  — 
lg  y^  9,738661  + 

lg  xm  8,247199- 

lg  —  0,889  628  — 

lg  sin  «9,186727  + 

lg—  9,820684  + 
«1 

lg  sin  ^8,967261  + 


Sphärische  Aberration 


D- Linie 


lg(l  — — )  0,839883  — 

lg  sin  o),  8,668989  — 

lg  sin  «j  9,608322  + 

IgÜ  9,989761  + 


0,488 168  + 
8,737082  — 
9,176246  — 
9,982216  + 


0,344168- 
9,686934- 
9,030102  + 
0,207600  + 


Igsinft  /? 9,498073+      9,167460—         9,237602  + 


a 

0» 

—  a 

7  «62' 27" 

8 

o 

—  a 

—  7»62'27" 

8 

ß 
«1 

+  6m'69" 

0 

—  2*40' 28" 

8 

lg' 

sin/? 

8,967261  + 

lg  sin  a>j 

8,666989  — 

lg  _??£  0,288272 
^sinfl»! 

sin|9 
sina>i 

sin|9 
sinooj 

sin^ 


1  — 


1,942 100 


+  2,9421 


]g(l^  -^^)  0,468667  + 
^  \        sin  oij 

Igr  9,110472  — 
Ig^  9,679129  — 

q'  —0,8794276 
—  d,  —  0,01 277 
gj  —  0,3  921 976 

Igg^  9,693606  — 
lg—  1,304646  — 


lg  ^0,898060  + 


coi   —    2*40' 28" 8     —3®  7' 44"  8 
—  «1   —18^8^17"  4     +  80  86^  36"  0 


a>. 


Igsiaßi  9,498073  + 

Igsino),  8,737082  — 

,    sin  ß. 

lg-r:-i^  0,760991  — 


9,167460  — 
8,686934  — 


1  — 


smG)^ 

sina>, 
anßi 
sino). 


—  6,767  643 
+  6,767  648 


Igfj  9,696466  — 
Igg"  9,626886  — 


+  2,96 160 
—  1,96 160 

0,292610  — 

9,298193  + 
9,686808  — 


-2*46' 52"  2 
—  6«  9'  9"  4 


«1  —21  «28' 46"  2  +6«  28' 61"  2 
ft.  +  18«2r  1"4  —8«  16' 48"  4 
a^  —    8«  r44"8     —  2U6'62"2       +1«  1'  ß" 


—  8«66'  re 

+  9«6r  rz 


Igfli  9,684893  — 
lg—  0,706807  + 

lg  -^  0,241 200  —  0,506  361  + 


9,609000  — 
0,897861  — 


9,287602  + 
8,249709  + 


0,471526+  0,987898  + 


+  9,726075 
—  8,725075 

0,940  769  - 

9,102649- 
0,043418  + 


9"  —0,8366492       -0,3868086       «*  1,105141 
d,  —0,00664  —  0,02 114 

g,  —0,8422892       —0,4064436 


^  +  7,9077 
1  _  ?t  _  6,9077 


^  —1,742608 
1— ^  +2,742608 


+  8,208862 
—  2,208862 
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x  = 


Sl 


lg«  8,608688 — 
lg— 0,889638 — 

lg  sin  «  9,398166 -f 
lg  ;^  9,817397  + 

lg  sin /}  9,216  668  4- 


Sphärische  Aberration 

lg  (i  _-  3k\  0,827  970  —         0,426  634  + 

lg  sin  iD^  8,942  911  —         9,022  994  ~ 

lg  sin  tti  9,770881  +         9,448628  — 

lg  5t  9,989 197  +         9,982 192  + 
w,  


6?'-Linie 

9,817  886  — 
8,971992  — 
9,289  328  -f 
0,2115J14  + 


lg  sin  ft  9,760  078  +         9,480  820  —         9,600  642  + 


m         0» 

—  a~-14<»29^   6'' 8 

o  — a  —  14*29'   6" 8 

ß+    9»  27' 17"  8 

»1  —    6*  1'  49"  0 


a>« 


—  a. 


60  r49"0     —    6®  3' 08"  6     —    6»2a'46"7 
86<»  9'86"2     +16*19'   0"7     — 11«13'84"3 


09,   — 


cfj  —  41*11' 24"2  +  10*16' 62"2  —  16*86' 21"0 
ft  +86*  8' 16"  7  —16*88' 38"  9  +18* 27' 31"  7 
a>,  —    6*  3'   8"  6     —    6*22' 46"  7     +    1*61' 10"  7 


lg  sin  jJ  9,216668  + 
lg  sin  ©i  8,942911  — 


ig4i^o, 


272  662 


sinoo. 


i!^  — 1,8734913 
sinooj 

l  —  iiSA  +2,8734913 


sino. 


Igpinft  9,760088  + 
lg  sin  w,  9,022994  — 


lg 


sinft  ^ 
sino). 


smft  _  5 453^88 

sin  iD, 

sin^j 

sinco. 


lg  (i  _  «£f .)  0,468  410  +  lg  /l  _  ^)  0,810 141  + 

\        sindOj/  ®\        sina>,/ 

IgTj  8,696466  — 


lg r  9,110472  — 
Igg  9,668882  — 

q'  —0,37068 

g^  -0,38336 

lg  jj  9,683  696  — 

l«i_  1,304646  — 
»r, ^ 

Ig— 0,888140  + 


Igg^'  9,606696 


9,430820  — 
8,971 992  — 


9,666  486 


9,600642  + 
8,609671  + 


737084—         0,468828+         0,990871  + 


+  2,87  626  +  9,7  920 


+  6,468  688         —1,87626  —  8,7  920 


0,273293—         0,944088  — 
9,293193+         9,102649  — 


]gq^  0,514606  — 
IgJl  0,706  807  + 


9,690709  — 
0,897  361  — 


lg  -^  9,221 313  —         0,488  060  + 


0,046  737  — 


q''  —  9,3203286       —  0,3685409       q*  1,113621 

—  ^1  —  OiOO^^^  —0,02114 

q^  —  0,3  269  686       —  0,3  896  809 


-^  +  7,7  293 
1  —  ^  —6,7293 


9> 


9i 


—  1,664612 


1  — ^  +2,664612 


+  3,076  621 
—  2,076521 
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lg  %  8,508  688  — 
lg  yöilö  9,849486  + 

lg*l  8,868128  — 

IgJL  0,889628 — 

lg  sin  a  9,247661  + 

lg  ^9,817897  + 
n^  

lg  sin/}  9,066048  + 


Sphärische  Aberration 


Ö^'-Linie 


lg(l  — — )  0,831817  — 

Igsinwi  8,787  780  — 

lg  sin  a,  9,619097  + 

lg  ^9,989197  + 
n, 


0,481 196  + 
8,860622  — 
9,291717  — 
9,982192  + 


0,828  59G  — 
8,809803  — 
9,138899  + 
0,211214  + 


lg  ein  /?!  9,608  294  +  9,273  909  —         9,849  613  + 


o         0» 
—  a  — 10<>11'14"7 


»4  —    3^31'    1"3     —    4«  2' 33"  7     —    3»42'   0"8 
—  a,  —  24<»34'67"2     +ll<»ir20"2     —    7«64'ir'9 


«  — a  —10«  11' 14"  7 

a»j       a,        28'>  6' 68"  6 

+    7«  7' 46"  6 

11*36'  18"  7 

ß  +    6*40' 13"  4 

/J,  +23«  66' 24"  8 

—  10«  49' 47"  8 

+  12*55' 29"  5 

a»i          3<>81'    1"8 

ö),          4«  9' 33"  7 

—    8^42'  0"8 

+    1*19' 10"  8 

lg  sin/}  9,066048  + 

IgsinjJj  9,608294  + 

9,273909  — 

9,349613  + 

lg  sin  «1  8,787  780  — 

Igsinco,  8,860622  — 

8,809803  — 
0,464106  + 

8,862803  + 

lg  ^}^^  0,277  268 
sm  m^ 

lg*"'''*  0,747772- 
°  sm  o. 

0,987310  + 

^^^        1,893613 
smoDi 

'?^^1       6,694638 
smo). 

+  2,911427 

+  9,712025 

1        8in^  +2,898613 

1 

«.^ft  +6,694638 
sin  <D, 

—  1,911427 

—  8,712025 

fl       T''U,461426  + 
\        Sin m^J 

lg(l 

^''M  0,819191  + 
sm  ©,/ 

0,281 368  — 

0,940119  — 

lg  r  9,110472  — 

Igr,  8,696466  — 

9,293193  + 

9,102649- 

IggT  9,671897  — 

\gq"  9,614646  — 

9,674561  — 

0,042  768 

g'  —0,3731617 

g"       0,3  270  738 

0,3764491 

q*  1,10  a49 

d,       0,01 277 

d,       0,00664 

0,02 114 

g,  —0,3859317 

\gq^  9,586611  — 

Ig—  1,304645  — 
fj  . 

lg  ^  0,891 056  + 


g,  —0,3337138       —0,3965891 


lg  2,  9,023374  — 
lg_L  0,706807  + 

lg  ?'  0,230 181  —         0,496  692  + 


9,598  341  — 
0,897361  — 


1  — 


-^  +  7,781367 
^  —  6,781  367 


^  —  1,698952 
1— ^»  +2,698962 


+  3,181 064 
—  2,181064 
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Igx  8,608638  ~ 
lg}/ÖJ  9,922649  + 

lg  «n  ®»^^^  ^^^  — 
IgJ.  0,889628  — 

Igsintt  9,820716  + 

Ig-^  9,817897  + 

♦»t 

lg  sin/}  9,138112  + 


m         0« 

—  a  —  12«  4' 47" 8 

©  — a  —  12«  4' 47"  8 

^+_7W68[^ 

»j  —    4^10' 48"  4 

lg  sin/}  9,138112  + 
Igsinoij  8,862680  — 

lg_.^?l  0,276432- 
sinö), 


Sphärische  Aberration 


(?'- Linie 


-^^^^  -  Iv 


886622 


Bin  00. 


l^V^A  +2,886522 
sinfiDj 

lg/l__«\°''\  0,460224  + 
\         sinoij/ 

lg  r  9,110472  — 
\gq  9,670696  — 

q   —0,3721309 
-d^  —  0,01  277 
3i  —0,3849009 

]gq^  9,686349  — 
\e—  1,304646  — 

lg  ^^0,889894  + 


lg/l_-^\  0,829984  — 

lg  sin  o^  8,862680  — 

Igsinoj  9,692664  + 

lg-»  9,989 1 97  + 
n, 


0,429124  + 
8,988064  — 
9,367178  — 
9,982192  + 


lg  sin  ß^  9,681 861  +         9,349  370 


0,824461  — 
8,887216  — 
9,211666  + 
0,211 214  + 
9,422880  + 


o« 


«j  —    4^10' 48"  4  —    4^*68' 27"  1  —    4^26' 24"  7 

—  a,  —  29«81'27"4  +18028'   6"8  —    9«22'10"9 

—  «^  —  88*42'  16"  8  +    8<>29'  38"  2  —  13^7'  35"  6 
ft  +28048' 48" 7  —12066'    2" 9  +1502ri8"3 

I,—    4068'27"1  —    4026'24"7  +    1083'37"7 


m 


lg  sin  ß^  9,681 861  + 
lg  sin  CO,  8,938064  — 

Ig^.^'^ft  0,743807  + 
sin  fl), 

«i^ft  ^6,6437876 


9,349870  — 
8,887  216  — 


9,422880  + 
8,436080  + 


0,462166+         0,987  800  + 


sin^j 
sin  OD. 


+  6,6437876 


lg/l_^^ft\  0,816829  + 

Igrj  8,696466  — 
lg  ^'  9,511 284  — 


+  2,89888 
—  1,89838 

0,278388  — 
9,298193  + 


+  9,72300 
—  8,72  800 

0,940666  — 
9,102649  — 


9,671676—         0,048316  + 


g"  —  0,3245515       —  0,8728868       q*  1,104879 
—  rf,       0,00664  —0,02114 

ry,  —  0,3391916       —  0^3940268 


Igg,  9,620079  — 
lg  ^   0,706807  + 


lg 


9> 


0,220886  — 


9,596!524  — 
0,897  361  — 

0,492876  + 


1  — 


9i 


+  7,76068 
—  6,76058 


9s 


(73 


—  1,686112 


1— -^^^  +2,686112 


+  3,110821 
—  2,110821 
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lg  %  8,508  638  — 
lg  yö^ä  9,788661  + 

lg  Xjjj  8,247 190  — 

lg  i  0,889  628  — 

lg  sin«  9,186727  + 

lg--  9,817897  + 

**i 

lg  sin/}  8,954124  + 


m       0^ 

—  a  —  7®52'27"8 


Sphärische  Aberration 


G^'- Linie 


o  — 


a  —  7*62' 27"  8 
ß  +b^  9' 43"  9 


iDi  —2'» 42' 48   9 

lg  Bin  19  8,954124  + 
Igsinooj  8,675036  — 

lg  4^  0,279088  — 


1 . 


sin^ 

sin  00} 

sin^ 


Sinei}. 


— 1,901466 


+  2,901 465 


]g(l—  -^^1)  0,462618  + 

^  \         sin  mj     '  ~ 

Igr  9,110472  — 
\gq  9,678090  — 

q   —0,3741882 
—  rf,  —0,01277 
q^  -0,3869682 

]gg,  9,687  664  — 
lg-   1,304646  — 

lg -^0,892209  + 
•^  +  7,80206 


lg  (l--^)  0,832640  + 

lg  sin  ©1  8,676036  — 

Igsina^  9,507676  + 

Ig^L  9,989197  + 


0,433 107  + 
8,745466  — 
9,178662  — 
9,982192  + 


0,332874- 
8,694861  — 
9,027236  + 
0,211214  + 


Igsinft  9,496873+  9,160754—  9,238449  + 


©j  -r    2U2'43"9 


C9. 


I«42'43" 

—  «j  —18^46^  33"  1 

—  a,  —20*29' 17"  0 

/jj  +i8nr62"7 


—  3nr24"3 

+  8<>40'36"6 
+  5*29' 11"  2 
-8*19' 81"  5 


—  2«50'20"S 

—  6<>  6'43^'j 

—  8»  67' 08"  4 
+  9*68' 17"  9 


0). 


3m'24"3      —  2«60'20"3        +lM'U"5 


Igsinft  9,496873  + 
lg  sin«,  8,746466  — 

1«  .55^1  0,761418  — 
sm  o, 

-^-6,64180 

BinCDji 

1__^.!?A +6,64180 

Bin  CD, 

]g  (i  _  ^y^ßi)  0,822286  + 
\        sm  ß),/ 

lg  fj  9,696466  — 
Igg"  9,617  741  — 

g"  —0,3294131 
—  d^  —0,00664 
g,  —0,3360631 

Ig^,  9,526408  — 

lg  i- 0,706807  + 
r,  

<7s 


9,160764  — 
8,694861  — 


9,238449  + 
8,260760  + 


0,465893+  0,987699  + 


+  2,9234333 

—  1,9234833 

0,284077  — 

9,293 193  + 
9,677270  — 

—  0,3778073 

—  0,02114 

—  0,3989473 

9,600916  — 
0,897  361  — 


+  9,720  725 
—  8,720725 

0,940652- 

9,102649- 
0,043201- 

g*  1,10459 


lg  ^  0,238  216  —  0,498  266  + 


3i 


—  6,80206 


9s 


9s 


1,710862 


1— -^  +2,710862 


+  3,149679 
—  2,149679 


Yollstftndige  Darchrecfanung  des  Doppelanastigmatexi  von  P.  Goerz.    441 
Resultate  der  Durchrechnung  für  die  sphärische  Aberration. 


EinfaUshOhen 

Sdinittweiten  tOi.n^ 

Schnittweiten  für  tig. 

1 
*       81 

1,111286 

1,113621 

XI = x^/ö;? 

1,104021 

1,104879 

xu=ityö^ 

1,103405 

1,10349 

xm— x>/p 

1,105141 

1,10459 

Gentralstrahl 

1,111095 

1,109715 . 

D 


-J 


*/ 


Fig.  208  0. 


GemäTs  den  Betrachtungen  des  §  142  (S.  165)  sind  diese  Resultate 
in  Fig.  208c  und  208 d  in  Eurvenform  dargestellt.   Die  Brennweite  ist 

ff* 


If"^^ 

-1 

V 

• 

.X 

-I 

i 

i 

Flg.  208  d 

\i 

D 

+  % 

0=  100  mm  angenommen.  Zur  gröfseren  Deutlichkeit  sind  die  horizon- 
talen Entfernungen  /?*  —  q^  (die  Abscissen)  im  Verhältnis  1 :  20,  die 
vertikalen  Einfallshöhen  (die  Ordinaten)  im  Verhältnis  1 :  4  vergröfsert. 
Die  ausgezogenen  Kurven  zeigen  den  Gang  der  sphärischen  Aberration, 
und  zwar  gilt  Fig.  208  c  für  die  D-Linie,  Fig.  208  d  für  die  G'- Linie.  Die 
gestrichelten  Kurven  sind  so  entstanden,  dafs  an  Stelle  der  Gröfsen 

p^  —  g*  die  Gröfsen  -. —  —  O   abgetragen   sind,    wodurch   die   Ab- 


sin (O. 


weichung  von  der  Sinusbedingung  versinnbildlicht  wird.  (Siehe  S.  307.) 


Berechnung  der  astigmatischen  Bildflächen. 

um   die  Lage  der  astigmatischen  Bildflächen  für  ein  unendlich 
fernes   Objekt   zu   bestimmen,    sind   sechs  Hauptstrahlen   durch   das 
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System  gerechnet,  welche  sämtlich  durch  den  Blendenmitielpnnkt  gehen. 
Da  das  System  eine  Yorderblende  besitzt,  so  ist  die  axiale  Entfernung 
Qq  des  Blendenmittelpnnktes  vom  Scheitel  der  ersten  brechenden 
Fläche  negativ  anzusetzen  (vergl.  Fig.  208 e).     und  zwar  ist: 

go  =  —  0,01583 

angenommen.  Da  die  Richtung  der  Hauptstrahlen  im  Objektraum 
von  links  unten  nach  rechts  oben  angenommen  ist,  so  kommen  auch 
ihre  Achsenneigungen  o>  negativ  in  Rechnung.  Auf  den  Hauptstrahlen 
werden  dann  die  sagittalen  und  meridionalen  Schnittweiten  von  Fläche 
zu  Fläche  bestimmt  und  schliefslich  im  Objektraum  die  Einstellungs- 
differenz ^z  f&r  beide  Arten  von  Strahlen  angegeben. 

Die  Rechnungsresultate  werden  in  üblicher  Weise  durch  Kurven 
dargestellt.  Als  objektseitige  Neigungen  der  Hauptstrahlen  werden 
die  Winkel  o  =  —  35<*,  —  30<>,  —  25®,  —  20®,  —  15®  und  au&erdem 
—  40®  angenommen.  So  zerfällt  die  ganze  Rechnung  in  sechs  gleich- 
artige Teile,  indem  sich  nur  die  Werte  für  die  Neigung  des  ein- 
fallenden Hauptstrahls  ändern. 

Jeder  Teil  zerfällt  wieder  in  drei  Unterabteilungen. 

1.  Die  Bestimmung  des  Hauptstrahls.  Di^  Rechnung  ist 
für  die  sphärische  Abweichung  ganz  analog,  nur  dafs  der  einfallende 
Strahl  nicht  achsenparallel  ist;  sondern  den  Winkel  co  mit  der  Achse 
bildet.  Aufser  der  Schnittweite  ^,  der  Hauptstrahlneigung  o^  und 
der  Strahlenlänge  h*"  werden  auch  noch  die  auf  die  Fokalebene  be- 
züglichen Strecken  H^  und  H*  berechnet  (vergl.  Fig.  208b).  Es  gelangen 
also  die  Formeln  (I)  bis  (VII)  und  (XII)  und  (XIII)  zur  Verwendung. 
In  formaler  Beziehung  ist  hier  nur  zu  bemerken,  dafs  die  Berechnung 
der  Hauptstrahlenneigungen  nach  der  Formel  Oi  =  o  —  a  -}-  ß  n,  s.  w, 
nicht  in  der  allgemeinen  Rechnung,  sondern  in  einer  kleinen  Neben- 
tabelle  enthalten  ist. 

2.  Die  Bestimmung  der  sagittalen  Bildpunkte  für  ein  un- 
endlich fernes  Objekt  (s  =  oo),  insbesondere  der  Entfernung  des 
letzten  sagittalen  Bildpunktes  von  der  Fokalebene  ^sl^^=^s^  —  JJ* 
und  der  Einstellungsdifferenz  2/;?/ «=:  ^^^  cos  cd^.  Es  gelangen  hier 
die  Formeln  (Vm),  (IX),  (XIV),  (XV)  zur  Verwendung  (Fig.  208  b). 

3.  Die  Bestimmung  der  meridionalen  Bildpunkte  in  ganz 
analoger  Weise,  wie  die  der  sagittalen.  Es  resultieren  insbesondere 
die  Werte  für  zft*'  =  t*'  —  H*  und  für  ^gj  =  -^^coscö4  unter  An- 
wendung der  Formeln  (X),  (XI),  (XVI)  und  (XVH)  (Fig.  208  b). 

Zur  leichteren  Orientierung  sind  den  Zahlenreihen  für  das  erste 
Bündel  immer  die  betreffenden  Formeln  beigefügt. 


YollBtändige  Durcbrechnang  des  DoppelanaBtigmaten  von  P.  Goerz.    443 


Astigmatische  Bildpunkte, 
I.    1.  Hauptstrahl,, 

^0  =  —  0,01583, 
G,  =  -  35^ 

sin  a  =  sin  CO  (l  —  — j  ;  sin  j3  =  —  sin  a;  Oj  =  «a  —  a  +  ß] 

«'  =  ^(l-^j'   ft  =  ?'- dx  (Formel  I  bis  IVa). 


lg  jo  8,199481  —      8,569924 
lg  i  0,889528-      1,304545 


8,643571—      8,833039— 
0,706807+      0,897351  — 


9(1 


lg -;^  9,089009+      9,874469+      9,350378—      9,730390+ 


^  +0,122746 

1  —  ^+0,877254 

lg  (1-^)9,943125+ 
lg  sin  «0  9,75859 1 - 


+0,748978  —0,224067  +0,537514 

+0,251022  + 1,224067  +0,462486 

9,399712+  0,087805+  9,665098+ 

9,613239—  0,610902—  9,587864— 


lg  sin  «9,701716—      9,012951—      9,698707—      9,252952 


n 


lg  ^9,820534+ 

lg  sin /3  9,522250— 

lg  sin  oj,  9^13239  — 

lg  "M  9  909011  + 

°  sin  CD,     '  ' 


1 


lg(l- 


.">?  +0,810982 

8in  ftjj    '      ' 

4^  +0,189018 

8in  ü)j    '      ' 

|^|-)  9,276503+ 

lg  r  9,1 10472— 
lg  2' 8,386975 — 

g'— 0,024377 
—  rfi  -  0,01277 


9,989751+      9,982215+      0,207500+ 


9,002702- 
9,610902— 


9,680922— 

9,587854— 


9,460432— 

9,688869  - 


9,391800+      0,093068+      9,771583  + 


+0,246491      +1,238991      +0,590994 
+0,753509      —0,238991      +0,409006 


9,877088  + 

8,695455— 
8,572543  — 

—0,037372 
—0,00664 


9,378382— 

9^93^3  + 

8,671575— 

—0,046943 
—0,02114 


9,611730+ 

9,102649— 
87714379— 

—0,051806 


3i  —0,037147      —0,044012      —0,068083 


AAA 

X  J.  X 
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X  —  r  sin  (c)  —  a);  h  — 

.*    :    Ä'—  .*      (Formel  1 

Bin  o '                 sm  coj    ^ 

lg  r  9,110472— • 

8,695455 

9,293193  + 

lg8in(aj      a)  8,921705 

9,497340 
8,192795+ 

9,010969  + 

lg  X  8,032177  + 

8,304162  + 

lg  sin  c3  9,758591 

9,613239 

9,610902 

lg  Ä  8,273586 

8,579556 

8,693260— 

lg  X  8,032177  + 

8,192795+ 

8,304162+ 

lg  sin  ©1 9,613239 

9,610902 

9,587854 

IgÄ' 8,418938 — 

Ä— 0,018775 
Ä'— 0,026238 

0—35« 

—  «+30»  12^  36,r 

—  4»  47'  23,9" 
+  /i  — 19«26'  30,8" 

a>i  —24»  13'  54,7" 

—  «1  +  5»  54'  48,6 

-18»  19'    6,1 

+  ft  —  5»  46'  30,4 

©,- 24»    5'  36,5 

—  g,+29»68'  47,8 

+  5«  53'  11,3 

+  /?,— 28»39'  44,5 

©j— 22»  46'  33,2 

—  «8  + 10»  18'  50,0 

—  12«' 27'  43,2 
+  /J,  —  16»  46'  49,3 

oj^— 29«  14'  32,5" 


8,581893— 

—0,037980 
—0,038185 


8,716308  — 

—0,049347 
—0,052037 


9,102649— 

9,334035— 
8,436684+ 

9,587854— 
8,848830— 

8,436684+ 

9,688869— 
8,747815— 

—0,070604 
—0,055952 


_  £^j:jp^  (Formel  XU) 

•  Ana  «1        V  / 


COS  OD 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


q*  —0,051806 

—  i?*  — 1,111096 
3*— i>*— 1,162901 

lg(g*  _y)  0,065542— 

lg  cos  ©4  9,940796+ 
lg  5,0,124746 — 

H*  =  h*  —  Es  (Formel  (Xni) 

flj  — 1,332742 

Ä*— 0,055952 

—  Hg  + 1,332742 
ff*  "+1,276790 


2.  Sagittalstrahl,  s  =  oo. 


« 


8     n 


n    .   co«/J/,    -^.^)  (Formel  Vm). 


1  In,    cosp  /^ 


r 


lg  5 


lg 


S 
n 


9,555169—  9,511034—  9,586073— 
0,444831—  0,488966—  0,413927  — 

9,989751+  9,982215+  0,207500+ 


^     1      n 
^8     n. 


0,4345«2—  0,471181—  0,621427  — 
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lg  cos  a  9,936608  + 

lg -9,820534+ 

9J57142  + 
lg  cos  ^9,974502 + 

Iff^.^o"«  9  782640+ 
°  n,      cos  p    '  ' 

n         008  0! 


9,997682+ 

9,989751  + 

9,987433+ 
9,997790+ 


9,937619+  9,992925+ 
9,982215+  0,207500+ 


9,919834+  0,200425  + 
9,943228+  9,981101  + 


9,989643+  9,976606+  0,219324+ 


n,     co8^ 

1_  ^..^+0,393766 
n,     cos  p   '     ' 

^(1-^-^)9^95239+ 
Ig  cos /J  9,974502  + 


+0,606234  +0,976434  +0,947558  +1,657004 

+0,023566  +0,052442  —0,657004 

8,372286+  8,719679+  9,817568— 

9,997790+  9,943228+  9,981101  + 

1,304545—  0,706807+  0,897351  — 


lg  i  0,889528 


lg£^/l_^.^\0,459269—  9,674621—  9,369714+  0,696020+ 


COB^ 


i   IL 

g  '  n, 

cos 


« p  /^  n      cos  a\        a 


0  —2,720081  —2,959247  —4,182410 

879180  —0,472739  +0,234268  +4,966156 


i— 2,879180  —3,192820  —2,724979  +0,783746 

lg -*7  0,459269—  0,504175—  0,435364—  9,894176  + 
lg  s' 9,540731—  9,495826—  9,564636—  0,105824  + 


Si  =  s 


X  —  X 


i  (Formel  IX). 


Sin  Oj 

X +0,010769      +0,015588 


—  xi  —0,015588 
x-xj— 0,004819 

lg(x— xj)  7,682957 — 
Igsinojj  9,613239— 

lg  *~*' 8,069718  + 
°  sin  0).     '  ' 


S 


-0,347321 
—  ~^— 0,011741 


Sin  CO, 


Si  —  0,359062 


—0,020145 
—0,004557 

7,658679— 
9,610902— 

8,047777  + 

—0,313202 

—0,011163 
—07324365 


+0,020145 

—0,027333 
—0,007188 

7,856608  — 
9,587854— 

8,268754+ 

—0,366975 

—0,018568 
— 0,385"543 
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Js*  =  s*  —  H*  (Formel  XIV). 

S*  + 1^76921 

—  H*  — 1,276790 
^s*  —0,000869 

^e*  =  Js*  cos  o»4  (Formel  XV). 

lg  .^8*6,939020— 

lg  cos  a»4  9,940796  + 
lg /f;»\  6,879816— 

^Ä*,— 0,000758. 

3.  Meridionalstrahl.     t  <=  <x>. 
1  ncoso«!  1       /  ncosax    (p^^^j  j). 

lg<  9,505939—  9,469884—  9,565223- 

lg4  0,494061—  0,530116—  0,434777— 

lg-  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

lg  cos»«  9,996364+  9,875238+  9,985850+ 

0,479176—  0,387569—  0,628127— 

lg  cos« /J  9,995580+  9,886456+  9,962202+ 

lg(i:!?-^!!f\  0,483596—0,501113—0,665925- 

\  c    Wi   COS     p/ 

lg  (l—~^^)  9,595239+  8,372286+  8,719679+  9,817568- 

Igi  0,889528—  1,304545—  0,706807+  0,897351— 

0,484767  —  9^6831—  9;426486+  0,714919+ 
Ig  cos /J  9,974502+  9,997790+  9,943228+  9,981101  + 

lg-i-^(l—-?^*-")  0,510265—  9,679041—  9,483258+  0,733818+ 
i^??L'"     0  —3,045060  —3,170393  —4,633667 

t  n,  cos'  p  '  '  ' 

_J_(l_2L??««A_3  237914  —0,477574  +0,304269  +5,417738 

rcos^  \  n,  cos  p/         '  '  '     '  '     '      

^—3,237914  —3,522634  —2,866124  +0,784071 

lgi0,510265—  0,546867—  0,457295—9,894356+ 
lg«'9,489735—  9,453133—  9,542705—  0,105644+ 
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^1  =  ^ 


%  —  X, 


(Formel  XI). 


X X 


sincD 


<'— 0,308841     —0,283879     —0,348903 
i-— 0,011741     —0,011163     —0,018568 


«1—0,320582     —0,295042     —0,367471 

^^  =  ^  —  n*  (Formel  XVI). 

<*  + 1,275394 

—  g*— 1,276790 
^<* —0,001396. 

^e*  =  ^«*  cos  »4  (Formel  XVII). 

lg  ^«*  7,144885— 

lg  cos  o^  9,940796  -f 
lg  z/;?„*  7,085681^ 

^;?„*— 0,001218 


n,     1.  HauptstrahL    ©  =  —  30». 


lg  j,  8,199481 - 
lg  i  0,889528 — 

lg  1^9,089009+      9,868085+      9,345047—       9,725411  + 


8,563540—      8,638240— 
1,304545—      0,706807  + 


8,828060— 
0,897351— 


J +0,122746 
1  _  «•  +0,877254 

Ig(l-f)  9,943125+ 

lg  sin  (D  9,698970 — 
lg  sin  «  9,642095 — 

lg  ^9,820534+ 

Ig8in/Sp62629'— 
lg  sin  0,9,55 1374— 


+0,738048      —0,221334       +0,531388 
+0,261952      +1,221334       +0,468612 


9,418221  + 

0,086834+ 

9,670814+ 

9,651374 

9,548875 

9,526243 

8,969595 

9,635709 

9,197057- 

9,989751  + 

9,982215+ 

0,207500+ 

8,959346 

9,617924 

9,404557 

9,548875 

9,526243 

9,630414 

lg  .^9,911255+      9,410471+      0,091681+       9,774143+ 


8111(0 


448 
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42-^+0,815182 

Sin  (01         ^ 

1_«B_?._|_  0,184818 

Bin  cöj    '      ' 

lg  r  9,1 10472— 
Igj  8,377216— 

g'— 0,023835 

—  dl  —0,01277 
q^  —0,036605 

lg  r  9,110472— 

lg  sin  (m  —  a)  8,8^18 16 — 
Ig  X  7,952288  4- 

Ig  sin  ra  9,698970— 
lg  Ä  8^253318 — 

Ig  X  7,952288  + 
lg  sin  Oj  9,551374 — 


+0,257318 
+0,742682 


+  1,235040 
—0,235040 


+0,594488 
+0,405512 


9,870803+      9,371142—      9,608004+ 


lg  Ä' 8,400914 — 

Ä— 0,017919 
h'  —0,025172 


8,695455— 
8,566258— 

—0,036835 

— 0,00664_ 
—0,043475 

8,695455— 

9,426926— 
8,122381  + 

9,551374— 
8,571007  — 

8,122381  + 

9,548875-- 
8,573506— 

—0,037240 
—0,037455 


9,293193+ 
8,664335— 

—0,046167 

—0,02114 
—0,067307 

9,293193  + 

8,930038  + 
8,223231  +" 

9,548875— 
8,674356— 

8,223231  + 

9,526243— 
8,696988  — 

—0,047245 
—0,049772 


9^102649  — 
8,710653— 

—0,051363 


9,102649— 

9,263556— 
8,366205  + 

9,526243  — 
8,839962— 

8,366205  + 

9,630414— 
8,735791— 

—0,069177 
—0,054424 


c— 30» 

—  «  +  26«    0'  58,6 


—  3»  59'     1,4 
+  ß  —  16»  52'     1,9 

0),- 20»"5i'    3,3 

—  a,  +  5»  20'  59,8 

—  15»  30'    3,5 
+  ft  —  5»  13'  29,3 

(D,  —20»  43'  32,8 

—  a,+25»36'  31,6 

+  4»  52'  58,8 
+  /J,— 24»30'  42,6 


// 


// 


// 


f/ 


f/ 


ff 


tf 


tt 


ff 


g*  —0,051363 

—f)*  — 1,111095 
2*— p*  — 1,162458 

lg  (g* —1)*)  0,065377— 

Ig  cos  oj^  9,956293+ 
Ig  5,0,109084- 

fi,  — 1,285535 

Ä*  —0,054424 

-JT, +  1^85535 
fl^»  + 1,231111 


oj  — 19»  37'  43,8 
—  a,  +  9»    3'  25,6 


// 


// 


—  10»  34'  18,2" 

+  ^s— 14»j42'  17,1" 

0)4—26»  16' "35,3" 
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2.  Sagittalstrahl  s  =  oo. 
Igs  9,565646—  9,517902—  9,592755— 

lg-  0,434854—  0,482098—  0,407245— 

lg?                      9,989751+  9,982215+  0,207500+ 
♦H 

Igi"  0,424105—0,464313—0,614745- 

lg  cos  «9,953600+  9,998104+  9,955094+  9,994551  + 

lg  ^9,820534+  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

'9,774134+  9,987855+  9,937309+  ÖßÖ^Obi-]^ 
^  cos  j3  9,980903+  9,998192+  9,958982+  9,985537  + 

lg  "^9,793231+  9,989663+  9,978327+  0,216514+ 


^^^+0,62120    +0,976480  +0,951320  +1,646319 
1  —  -  — '"  +  0,37880     +  0,023520  +  0,048680  —  0,646319 


n.  COB 


\g(l—-~j9,blS410+  8,371437+  8,687351+  9,810447  — 

lg  cos /J  9,980903+  9,998192+  9,958982+  9,985537  + 

Igi  0,889528—  1,304545-  0,706807+  0,897351  — 

lg  £^(l_«^«)  0,448841—  9,674174—  9,353140+  0,693335  + 


C08^ 


n,  cos  p, 

}-.!L     0  —2,655247  —2,912813  —4,118555 

(1—^?^)— 2,810873  —0,472252  +0,225497  +4,935544 

—2,810873  —3,127499  —2,687316  +0,816989 

lg  A  0,448841—  0,495197—  0,429319—  9,912216  + 

lgs'9,551159—  9,504803—  9,570681—  0,087781  + 

x+ 0,008960  +0,013255  +0,016720 

—  Xi— 0,013255  —0,016720  —0,023238 

X  —  Xi —0,004295  —0,003465  —0,006518 

lg  (x  —  xi)  7,632963—  7,539703—  7,814114— 

lg  sin  Ol  9,551374—  9,548875—  9,526243— 

lg  J=^  8,081589+  7,990828+  8,287871  + 

OUlohan,  optlioba  AbbUdangtlthr*.  29 
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s'— 0,355762  —0,319744  —0,372118 
—  *~-"' —0,012067  —0,009791  —0,019403 


Si —0,367829  —0,329535  —0,391521 

s*  + 1,224008 

—  H*  —  1,231111 
^s*— 0,007103 

lg  ^5*7,851442 — 

lg  cos  m^  9,956293+ 
Ig  .i/)?/ 7,807735 — 

^«r,*— 0,006423 

3.  MeridionalBtrahl  t=  oo. 
]gt.  9,528760—  9,487012—  9,575869— 

Igi  0,471240—  0,512988—  0,424131  — 

lg-  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

'S 

lg  cos*«  9,996208+  9,910188+  9,989102  + 

0,457199—  Ö;405391—  0,620733— 

lg  cos» /J  9,996384+  9,917964+  9,971074+ 

,    /i  «,  cos^ax  0,460815—  0,487427—  0,649659— 

^  \  *  «,  cos*  ß/  '  '  ' 

lg  (1—^^)9,578410+  8,371437+  8,687351+  9,810447  — 

lg  i  0,889528—  1,304545—  0,706807+0,897351— 

0,467938^  9,675982^  9;394158+  0,707798  + 
lg  cos/?  9,980903+  9,998192+  9,958982+  9,985537  + 

Ig-^(l—  --*-")  0,487035—  9,677790—  9,435176+  0,722261  + 
1  «_co8^     0  —2,889447  —3,072043  —4,463330 

r^b  (^  ~  ^.  ^  -^>Q^9271  -0,476201   +0^72381   +5,275467 

i— 3,069271  —3,365648  —2,799662  +0,812137 

lg  7  0,487035—  0,527068—  0,447105—  9,909630+ 
^<' 9,512965—  9,472932—  9,552895—  0,090370+ 
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sin  fi) 


/'— 0,325811  —0,297120  —0,357187 

-0,019403 
-0,376590 


0,012067  —0,009791 


h 


0,337878  —0,306911 

<*  + 1,231317 

—  H*  —  1,231111 
^^+0,000206 

lg  ^<*  6,313867  + 

Ig  cos  04  9,956293+ 
lg  ^«„*  6,270160+ 

^V +0,000186 


in.  1.  Hauptstrahl.  a>  = 

-       25« 

lg  jo  8,199481- 

8,558409 

8,633953 

8,824126 

Ig  -*-  0,889528 
lg '"9,089009+ 

1,304545 

0,706807  + 
9,340760 

0,897351 

9,862954+ 

9,721477  + 

??  +0,122746 

+0,729380 

+0,219160 

+0,526595 

1      -^J»  +0,877254 

+0,270620 

+  1,219160 

+0,473405 

lg(l-f)9,943125+ 

9,432360+ 

0,086061  + 

9,675233+ 

lg  sin  ©  9,625948 

9,476579— 

9,473947 

9,451630 

lg  sin  «9,569073 — 

8,908939 

9,560008 

9,126863 

lg -9,820534+ 

9,989751  + 

9,982215  + 

0,207500+ 

lg  sin /}  9,389607 — 

8,898690 

9,542223  — 

9,334363 

lg  sin  öl  9,476579— 

9,473947 

9,451630 

9,558420 

lg  ""''9,913028  + 

^^  Sin  ©1    ' 

9,424743+ 

0,090593  + 

9,775943+ 

Bin^    .0,818518 
sm  10,    '     ' 

+0,265915 

+ 1,231950 

+0,596957 

1       -!'"''  +0,181482 

8111(0,     '       ' 

+0,734085 

0,231950 

+0,403043 

^(1  r.09'2^«»^+ 

9,865746+ 

9,365394 

9,605351  + 

lg  r  9,110472 

8,695455 

9,293193+ 

9,102649 

lg  g' 8,369306 

8,561201 

8,658587—      8,708000 

29* 
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i  —0,023405 

—  dy  —0,01277 
3i  —0,036175 

lg  r  9,1 10472— 

lg8in(ö  — «)  8,751998 — 
lg  X  7,862470+ 

Ig  sin  o  9,625948— 
lg  A  8,236522 — 

lg  X  7,862470+ 

lg  sin  Ol  9,476579  - 
IgA' 8,38589 1  — 

Ä— 0,017239 
A'— 0,024316 

©—25» 

—  a+21<>45'  41,2 


—0,036408 

—0,00664 
—0,043048 

8,695455— 

9,344941— ■ 
8,040396  + 

9,476579— 
8,563817— 

8,040396  + 

9,473947  — 
8,566449— 

—0,036628 
-0^036851 


—  3«  14'  18,8 
+  /}  — 14«  11'  47,6 

o,  — 17«26'    6,4 

—  «^+  4«  39'    3,3 

—  12«  47'    3,1 
+ 1}^  _  40  32'  32,0 

o,  — 17«  19'  35,1 

—  a,  +  21«  17'  23,1 

+  3«  57'  48,0 
+  /3,— 20«23'  47,7 


rt 


tf 


ff 


ff 


ff 


ff 


—0,045560 

—0,02114 
—0,066700 

9,293193  + 

8^839592  + 
8,132785  + 

9,473947— 

8^658838- 

8,132785+ 

9,451630— 
8,681155— 

—0,045587 
—0,047990 

g*— 0,051051 

—1)*— 1,111095 
g*_p*_  1,162146 

lg(3*— !>*)  0,065261— 

lg  cos  (0^9,969542+ 
lg  fi,  0,095719— 

B",  — 1,246577 

Ä*— 0,053183 

—  g,  + 1,246577 
H*  — 1,193394 


—0,051051 


9,102649— 

9,181543— 

8,284192+ 

9,451630— 
8,832562— 

8,284192+ 

9^558420— 

8,725f72— 

—0,068008 
—0,053183 


01,-16«  25'  69,7 
—  a,+  7«  41' 47,4 


8«  44' 

+  /3,      12«  28' 

©^     21«  12' 

12,3" 
17,6" 
29,9" 

Igs 

2.  Sagittalstrahl. 
9,574605 

9,523962-  9^98597- 

■«i 

0,425395  - 

0,476038—  0,401403- 

< 

9,989751  + 

9,982215+  0,207500+ 

,     1  n 

0,415146  - 

0,458253       0,608903  - 
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lg  cos  «9,967892+  9,998567+  9,969303+  9,996070+ 

Ig^  9,820534+  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

'9,788426+  9,988318+  p5l518+  ip03570+ 

lg  cos /J  9^86530+  9,998634+  9,971880+  9,989629+ 

lg -^?  9,801896+  9,989684+  9,979638+  0,213941  + 

n  coBot 


-^^^+0,633718  +0,976526  +0,954198  +1,636593 
1 —-^+0,366282  +0,023474  +0,045802  —0,636593 


lg  (1—^^)9,563815+  8,370587+  8,660884+  9,803862- 
Ig  cos /3  9,986530+  9,998634+  9,971880+  9,989629  + 
lg  i  0,889528-   1,304545—  0,706807+  0,897351- 


r 


Ig^  (l  — ^~|)^''*^^^'^^~  9,673766-  9,339571+  0,690842+ 


C08^ 


i^     0  —2,601035  -2,872453   -4,063527 

907289 


^P(l -^^-SHJ") -2,753425  —0,471809  +0,218560  +4,907i 


I -2,753425  -3,072844  -2,653893  +0,843762 

lg  A  0,439873-  0,487540-  0,423884-  9,926220+ 

lg  s' 9,560127—  9,512460—  9,576116-  0,073780+ 

X +0,007286  +0,010975  +0,013576 

-xi— 0,010975  —0,013576  -0,019239 

x_xj— 0,003689  -Ö,0026Ö1  —0,005663 

lg  (x-x,)  7,566909—  7,415140—  7,753047  — 

lg  sin  0),  9,476579  -  i ',473947—  9,451630— 

lg -".^J' 8,090330+  7,941193+  8,301417  + 

«'-0,363184  -0,325432  -0,376805 

—  -.=^-0,012312  —0,008734  -0,020018 

Bin  oij  '  '  '  • 

Si— 0;3"75496  -0,334166  -Ö;396823 
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S*  + 1,185168 

—  .g*  — 1,193394 
^s*— 0,008226 

lg  ^^s*  7,915189— 

lg  cos  ©4  9,969542 + 
lg  dz*  7,88473i — 

^V— 0,007669 

'  3.  MeridionalstraU. 
Igf  9,548576-  9,502144-  9,586037- 

IgJ  0,451424—0,497856—0,413963- 

Ig"  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

lg  cos*«  ^»997134+  9,938606+  9,992140+ 

0,438309—  0,418677—  Ö313603- 

Igcos*/}  9,997268+  9,943760+  9,979258+ 

^«(ir.ro^'i)  0,441041-  0,474917-  0,634345- 

^«(^""n  S)^'^^''^^l^+  8,370587+  8,660884+  9,803862- 

Ig  J:  0,889528—  1,304545—  0,706807+  0,897351- 

Ö;453343^  9,675132-  9,367691+  ^01213+ 
Ig  cos /}  9,986530+  9,998634+  9,971880+  9,989629+ 

lKrco8/j(l-r,^)^'^^«^13-  9,676498-  9,395811+  0,711584+ 
\  "  ""r!«     f>  —2,760838   -2,984813  -4,308690 

(  M,   cos'/)  '  ,  '  ' 

'  ^  (l  —  *"°'' ")- 2,929633  -0,474786  +6,248778  +5,147356 

rcospX  M,  cü8p/         '  '  '     '  '     ' 

^|> -2,929633  —3,235624  -2,736035  +0,838666 

lg -J,  0,466813—  0,509958-  0,437122-  9,923589+ 

lg  <' 9,533187  —  9,490042—  9,562878—  0,076411+ 

<' -0,341340  -0,309059  -0,365493 

—  *.~^- 0,012312  —0,008734  —0,020018.. 

Bin  a>,  '  .        '  ' 

<,— 0,353652   —0,317793   -^,385511 
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<*  + 1,192369 

-  jg*  — 1,193394 
^^—0,001025 

lg  ^<*  7,010724— 

lg  cos  ^a^  9,969542  + 
lg  JeJ  6,980266  — 

^Ä*— 0,000965 


lY.  1.  Hanptstrahl.  o  •■ 

=  -20». 

lg  g,  8,199481- 

8^54380 

8,630601  — 

8,821081  — 

Ig  ^  0,889528  - 

1,304545  - 

0,706807  + 

0,897351 

lg*»  9,089009+ 

9,858925+ 

9PJ37408 

9,718432+ 

^'^ +0,122746 

+0,722645 

-0,217475 

+  0,522916 

1       '» +0,877254 

+0,277355 

+ 1,217475 

+0,477084 

lg(l      -'^<')  9,943125  + 

9,443036  + 

0,085460+ 

9,678595  + 

lg  sin  CO  9,534052 
lg  sin  «9,477177 - 

9,383311 
8,826347  — 

9,380570 
9,466030 

9,358490 
9,037085 

lg  **  9,820534+ 

9,989751  + 

9,982215+ 

0,207500+ 

lg  sin /J  9,297711 
lg  sin  0,9,383311 

8,816098 
9,380570 

9,448245  - 
9,358490  - 

9,244585 
9,467390- 

lg""'' 9,914400+ 

^^  8111  öj      '                         ' 

9,435528  + 

0,089755  + 

9,777195+ 

"^A +0,821108 

am  öj    '     ' 

+0,272601 

+ 1,229574 

+0,598680 

1       .^'""P  +0,178892 

+  0,727399 

-0,229574 

+0,401320 

lg  (l-^!:S  9,252591  + 

lg  r  9,1 10472 
lg  g' 8,363063 

9,861772+ 

8,695455 
8,557227 

9,360923 

9,293193  + 
8,654116 

9,603491  + 

9,102649  - 
8,706140- 

q'     0,023071 

dl     0,01277 
ji      0,035841 

-0,036077 

0,00664 
0,043717 

-0,045094 

0,02114 
0,066234 

0,050832 

456 


Neunzehntes  Kapitel:  Die  pbotographiichen  ObjektiTe. 


lg  r  9,110472- 

Ig  sin  (oj  —  a)  8,646583  — 
Igx-TjTöTOöö-f- 

Ig  sin  a  9,534052  — 
lg  Ä  8,223003  — 

lg  «7,757055 + 

lg  sin  (0,9,383311  — 
lg  h'  8,373744 - 

Ä -0,016711 
h'  -  0,023645 

0-20« 
-«  +  17*27'  35,7 


8,695455  - 

9,245812  - 
7,941267  + 

9^83311  — 
8,557956  - 

7,941261  + 

9,380570- 
8,560697  - 

—0,036137 
-0,036366 


// 


// 


ff 


tf 


—  2«  32'  24,3 

+  /3-1P26'  52,6 
©1- IS'TÖ'  16,9 

-  «1  +_3<^0'_38^ 

— 10»    8'  38,1 

+  ft-  3"  45'  15,6" 
«jg  -  13»"  53'  53,7" 

—  «8  +  17»    0'  13,8 

+  3»    6'  20,1 

+  ft  -16»  18'    7,5 
0,-13»  11'  47,4 

-«,+  6«  15'    9,8 

—  6»  56'  37,6'"' 

+  /Jj  — 10»    6'  54,0" 
ro^  - 17»    3'  31,6 " 


ff 


tf 


ff 


// 


ff 


9,293193  + 

8,733808  + 
8,027001  + 

9,380570- 
8,646431  + 

8,027001  + 

9,358490- 
8,668511— 

—0,044303 
-0,046613 

g* -0,050832 

—p*  — 1,111095 
3*— !>*- 1,161927 

lg(}*— f>*)  0,0651 79- 

Ig  008  0)4  9,980460+ 
lg  H,  0,084719— 

fli  - 1,215400 

Ä* -0,052200 

-  ^  + 1,215400 
ff*  + 1,163200 


9,102649  — 

9,082409  — 
8,185058  + 

9^358490— 
8,826568  - 

8,185058  + 

9,467390  - 
8,717668  — 

—0,067076 
—0,052200 


Igs 


lg 


s 

Ig- 

S  n. 


2.  Sagittalsfarahl. 

9,581990—  9,529093—  9,603516- 

0,418010—  0,470907—  0,396484- 

9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

0,407761-  0,453122—  0,603984- 
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lg  cos  «9,979515-+-  9,999022 -f  9,980587+  9,997409+ 

lg  ^9,820534+  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

'9,800049+  9,988773+  9;9628Ö2+  Ö,2Ö49Ö9+ 

lg  cos/?  9,991273+  9,999067 -f  9,982178+  9,993197  + 

lg  ^^"9,808776+  9,989706+  9,980624+  0,211712+ 

^—+0,643837  +0,976576  +0,956366  +1,628215 

^^+0,356163  +0,023424  +0,043634  —0,628215 


^         n  coBtt 


lg(l -^^)  9,551649+  8,369661+  8,639825+  9,798109— 

lg  008/39,991273+  9,999067+  9,982178+  9,993197  + 

lg  ^0,889528-  1,304545-  0,706807+  0,897351- 

Ig  ^  (l  —  ^  3  0,432450—  9,673273  -  9,328810  +  0,688657  + 


--     0  -2,557176  -2,838719  —4,017760 


C08^ 


^ (l  _  iL ^^  _ 2,706763  -0,471273  +0,213211  +4,882667 


-.—2,706763  -3,028449  -2,625508  +0,864907 

lg A 0,432450—  0,481220-  0,419213—  9,936970+ 

lg  s' 9,567550-  9,518780—  9,580787-  0,063030+ 

x+0,005716  +0,008735  +0,010641 

-Xi— 0,008735  -0,010641   -0,015313 

x  —  xi- 0,003019  —0,001906  -0,004672 

lg(x  —  x,)  7,479863-  7,280123-  7,669503- 

Ig sin (»1 9,38331^1  -  9,380570-   9,358490— 

lg  yj^^' 8,096552+  7,899553+  8,311013+ 

«'—0,369445  —0,330202  —0,380879 

'-0,012490  —0,007935  —0,020465 


Bin  (o 


«1-0,381935  —0,33813-7  —0,401344 


458  Neunzehntes  Kapitel:  Die  pbotograpfaigchen  Objektive. 

s*  + 1,156192 

—  g*  — 1,163200 
,^s* -0,007008 

lg  ^5*7,845594 - 

lg  cos  m^  9,980460+ 
Igz/L/  7,826054— 

^xr/— 0,006700 

* 

3.  Meridionalstrahl. 
Igr  9,565118-9,514943—  9,595075- 

Igi  0,434882-0,485057-0,404925- 

Ig^  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

lgcos»a  9,998044+  9,961174+  9,994818+ 

0,422677-  0,428446—0,607243- 

lgco8»/3  9,998134+  9,964356+  9,986394+ 

^  (t  ^  Sf)  0,424543  -  0,464090  -  0,620849- 

lg  (1-^^9,551649+  8,369661+  8.639825+  9,798109- 

Ig^  0,889528—   1,304545—  0,706807+  0,897351- 

Ö;441177-  976'74206^  9,346632+  0,696460+ 
lg  coB /J  9,991273+  9,999067+  9^2178+  9,993197+ 

^^(l-^^S)<>'449904-  9,675139-  9,364454+  0,702263+ 

7^Sj     9  -2,657925-2,911320-4,176850 

i^(l-J^) -2.817760  -0,473302+0,231448  +5,038056 

i -2,817760  —3,131227   —2,679872  +0,861206 

lg  1 0,449904—  0,495715—  0,428114—  9,935107+ 

lg  <*  9,550096  -  9,504285-  9,571886—  0,064893+ 
<' -0,354892   -0,319363  -0,373153 

-^!^=^ -0,012490  —0,007935—0,020465 

sin  (B,  '  '  ' 


ft- 0,367382  —0,327298   —0,393618 
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ig(i 


■ 

/* +1,161161 

H*      1,163200 
^^—0,002038 

• 

lg 

lg  ^<*  7,309204 

008  0^9,980460+ 
r^^*„*  7,289664-, 

^;?,„*- 0,001948 

• 

y.  1.  Hauptstrahl.  o  = 
lg  g^  8,199481          8,551352 

-  15«. 

8,628072- 

8,818800 

lg  ^  0,889528 

1,304545  - 

9,855897  + 

0,706807  + 
9,334879  - 

0,897351 

lg  ?^  9,089009+ 

9,716151  + 

??  +0,122746 

+0,717623 

0,216212 

+0,520177 

1       *» +0,877254 

+0,282377 

+ 1,216212 

+0,479823 

1 

r(l       '•)  9,943125  + 

9,450830+ 

0,085009  + 

9,681081  + 

lg  sino»  9,41 2996 — 
lg  sin  «9,356121 

9,261237 
8,712067 

9,258412 
9,343421-, 

9,236504  - 

8,917585 

lg  *  9,820534+ 

lg  sin /3  9,176655 
lg  sin  »,9,261237 

lg  ""''9,915418  + 

°  am  <a,    '                  ' 

9,989751  + 

8,701818  - 
9,258412 

9,443406+ 

9,982215+ 

9,325636  - 
9,236504 

0,207500+ 

9,125085  - 
0,347028 

0,089132  + 

9,778057  + 

-«'"A_|_  0,824034 

+0,277591 

+  1,227811 

+  0,599870 

1      -""''  +0,176966 

Bin  0),    '      ' 

+0,722409 

0,227811 

+0,400130 

""^9,247890+ 
Sinei],/    '                 ' 

lg  r  9,1 10472 - 

9,858783  + 

8,695455 
8,554238— 

9,357575  - 

9,293193+ 
8,650768 

9,602201  + 
9,102649  - 

lg  g' 8,358362 

8,704850- 

q      0,022822 

rf,      0,01277 
g,      0,035592 

0,036829 

0,00664 
-0,042469 

-0,044747 

-0,02114 
-.0,065887 

0,050682 

460 


Nemuehntes  Kapitel:  Die  photognphischen  Objektive. 


lg  r  9,110472- 

Ig  sin  («D  —  «)  8,515161  — 
lgx7;625633+ 

Ig  sin  o  9,412996  — 
IgÄ  8^212637 — 

lg  X  7,625633+ 

Ig  sin  oji  9^61237 -- 
lg  Ä' 8,364396 — 

Ä— 0,016217 
h'  -0,023142 


8,695466  - 

9419194— 
7,814649+ 

9,26123.7  - 
8,553412  — 

7,814649+ 

9,268412— 
8,556237  - 

—0,035761 
—0,035995 


9,293193+ 

8,602155  + 
7,895348  + 

9,258412- 
8,636936  — 

7,895348+ 

9,236504- 

8,658844  — 

-0,043345 
-0,045687 


9,102649  - 

8^955780- 
8,058429+ 

9,236504^ 

8,821925— 

8,058429+ 

9,347028j- 
8,711401— 

-0,066363 
—0,061452 


ro  — 15« 

—  a  +  13«    r  24,4" 

-  l"  52'  35,6 

+  ß  —8^  38'  17,6 
Ol  - 10«  30'  53,2" 

-  a,  +  2«  57'  13,7" 

-  7»  33'  39,5'' 

+  ßi—  2«  53'    5,5" 


rr 


tt 


a,  - 10«  26'  45,0 

—  oj  +12«  44^  19,6_ 

+  2«  17'  34,6" 

+  Ä  - 12«  13'  10,4" 
©,  -  9«  55'  35,8" 

—  «,  +  4«  44'  40,7" 

-  5«  10'  55,1" 

+  /?a  -  7«  39'  53,6" 
(D4  — 12«60'  48,6" 


// 


g*— 0,050682 
-i>*  —  y  11096 

lg(g*— p*)  0,065122 - 

lg  coB  »4  9^8991  + 
lg  fl",  0,076131— 

Ht  — 1,191603 

A*— 0,061462 

—  H,±  1^^1603 
J5r*  + 1,140151 


Igs 
1 


lg 


ki 


8 

n 


lg 


«1 


2:  Sagittalstrahl. 

9,587770-  9,533174-  9,607407- 

0,412230-  0,466826-  0,392693- 

9,989751+  9,982215+  0,207600+ 


0,401981—  0,449041—  0,600093— 
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lg  cos  « 9,988507  +  9,999423+  9,989176+  9,998509+ 

lg  ^-9,820534+  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

'9;80904r+  9,989l74+  9,971391+  0,206009  + 
lg  cos /S  9,995046+  9,999449  4-  9,990048+  9,996J.02  + 

lg  ^-5^  9,8 13995+  9,989725+  9,981343+  0,209907  + 


n  coaa 


n,  cos^ 


+  0,651621   +0,976618  +0,957950  +1,621463 


1 — «  £2!^  _(_  0,348379  +0,023382  +0,042050  —0,621463 

lg /l_^-^??p  9,542052+  8,368882+  8,623766+  9,793415— 

lg  cos  j8  9,995046+  9,999449+  9,990048+  9,996102+ 

lg  i  0,889528—  1,304545—  0,706807+  0,897351  — 

\aS2^(l  —!L^^-^\0,426626—  9,672876-  9,320621+  0,686868  + 

i.:?L         0           —2,523371  —2,812167  -3,981927 

2?l^/l  _:!L5?i«\_  2,670706  —0,470843  +0,209229  +4,862589 

r     \         »ii  cos^/         ' [ [ '     ' 

i— 2,670706  —2,994214  —2,602938  +0,880662 


lg  i  0,426626-  0,476283—  0,415463—  9,944809  + 

lg  s' 9,573374-  9,523717-  9,584537—  0,055191  + 

X +0,004223  +0,006526  +0,007859 

—  X,  —0,006526  -0,007859  —0,011440 
X  —  xi —0,002303  —0,001333  —0,003581 

lg  (x  —  xi)  7,362294-   7,124830-   7,554004- 

Ig  sin  (0,9,261237—  9,258412—  9,236504— 

lg  ^3  8,101057+  7,866418+  8,317500+ 

s' —0,374433  -0,333978  —0,384182 
—  ^-!^  -  0,012620  -0,007352  -0,020773 

Sinei),  ' _      _ 

Si— 0,387053  — Ö;34133Ö  —  Ö,4Ö4955 

s*  + 1,135511 

-g*— 1,140151 
J^  —0,004640 


462  '  Neunzehntes  Kapitel:  Die  photogtaphischen  Objektive. 

Ig^s*  7,666518— 

lg  cos  ro^  9^988991  + 
IgJz,*^  7,655509  — 

^z,*'  -0,004524 

r 

3.  Meridionalstrahl. 
lg/  9,578190-  9,525140—  0,602495- 

Igj  0,421810—  0,474860—  0,397505- 

Ig^  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

lg  cos»«  9,998846+  9,978352+  9,997018  + 

0,410407—  0,435427-  0,602023— 

lgco8»j8  9,998898+  9,980096+  9,992204+ 

Igß^Si)  0,411509-  0,455331-  0^609819- 

lg(l -^^^)  9,542052+  8,368882+  8,623766+  9,793415- 

IgJ- 0,889528-   1,304545—  0,706807+  0,897351- 

0,431580^  9,673427-  9;33Ö5"7T+  0,6907^6+ 
lg  cos /J  9^5046  j-  9,999449+  9,990048+  9,996102+ 

lg_L^(l_^^j)  0,436534—  9,673978—  9,340525+  0,694664+ 
i«co8««     Q  —2,579341—2,853193—4,072109 

1     /    _  n  cosa\  _ 2  732338   -0,472039  +0,219041   +4,950667 

iob(}  \  «,  cosp/  '  ,  '  '      '  '      ' 

i- 2,732338  —3,051386  —2,634152  +0,878558 

lg  y  0,436534-  0,484496-  0,420641—  9,943770+ 

lg  «'9,563466—  9,515504-  9,579359—  0,056230+ 
«'  —  0,365988   -0,327721   —0,379628 


rcoB 


—  V-  '  —0,012620  —0,007352  —0,020773 

Sin  oj,  '  _  ^ 

<j~  0^378608  —0,335073  —0,400401 

t*  + 1,138229 

-H*  —  I2I4OI5I 
^«*— 0,001922 
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lg  ^^7,283753 — 

lg  cos  et^  9,988991  + 
lg^;»„*7;272744- 


Jg„*—0,001SU 


lg  q^  8,199481  - 
lg -0,889528 — 


VL  1.  Hauptstrahl.  ©  =  —  40«. 

8,650094^- 

0,706807  + 


8,577722— 
1,304545  — 


8,839264— 
0,897351  — 


lg  ^9,089009+      9,882267+      9,356901-      9,736615+ 


^  +  0,122746 
1—7+0,877254 

lg  (1-^)9,943125+ 

lg  sin  oj  9,808067  — 
Ig8ma9j751192— 

lg -9,820534+ 

lg  sin /3  9,57 1726 — 
lg  sin  dl  9,665520— 

lg  ^^9,906206+ 

^'  8in  m,    '  ' 

-«M +0,805760 

Sin  fiOj    '      ' 

l_.^+ 0,194240 

sin  o,    '     ' 

_ilLt\  9  988339 -J- 

8in  Ol,/    ~  ' 

lg  r  9,1 10472- 
Ig  j' 8,39881 1- 

«?'- 0,025050 

—  dj  —0,01277 
2,-0,037820 

lg  r  9,110472- 

Ig  sin  (oj  —  a)  8^9^5133— 
^x  8,105605+ 

lg  sin  0)9,808067 — 


lg(l 


+0,762648      —0,227458 
+0,237452      +1,227458 


9,375576+ 

9^5520- 
9,041096  - 

9,989751  + 


0,089007  + 

9,663369— 
9,752376  — 

9,982215+ 

9,734591  - 
9,639774- 


9,030847  — 
9,663369— 

9,367478+      0,094817+      9,767963+ 


+0^45274 
+0,464726 

9,657760+ 

9,639774- 
9,297524- 

0,207500+ 

9,505024— 
9,737061  — 


+0,233066 
+0,766934 


+ 1,243991 
—0,243991 


9,884758+      9,387374- 
8,695455—      9,293193+ 


8,580213- 

—0,038038 

-0,00664 
—0,044678 

8,695455  - 

9,559539— 
8,254994+ 

9,665520- 


Ig  h  8,297538  —      8,589474  - 


8,680567— 

—  0,047926 

—0,0211^ 
—0,069066 

9,293193+ 

9^86078  + 
8,379271  + 

9,663369  - 
8,715902  — 


+0,586089 
+0,413911 

9,616907  + 

9,102649— 
8,719556— 

—0,052427 


9,102649  — 

9,396376  - 
8,499025+ 

9,639774- 
8,859251  — 


464 


Neunzehntes  Kapitel:  Die  photographischen  Objektive. 


lg  X  8,105605 + 

lg  sin  ©i  9,665520 — 
lg  Ä  8,440085 — 

A— 0,019840 
A' -0,027548 

,    (D— 40« 

—  «+34«  19'  30,0 


8,254994 -f 
9,663369- 
8,591625— 

—  0,038857 
—0,039050 


8,379271  + 

9,639774- 
8,739497  - 

—0,051988 
-0,054891 


8,499025+ 

9,737061  - 
8,761964- 

—0,072319 
—  0,057805 


-  5«  40'  30,0" 
+  /S  -  21'»  54'    6,0 


// 


oji— 27«34'  36,0 
«i  +  6»  18'  39,5 


-21«  15'  66,5" 

+  ßi  —  6'    9'  47,6" 
0,-27«  25'  44,1 

-  «j  +34«  25'  54,8_ 

+   7«    0''10,7" 

+  ft  —32«  52'  13,0 
0»,  —  25«  52'    2,3 

—  a,  +  ll«26'  34,6 


rr 


// 


fr 


ff 


ff 


— 14«  25'  27,7" 

+  /S,  —  18«  39'_26,3" 
ffl^— 33«    4'  54,0" 


2*— 0,052427 

—  p*- 1,111095 
g*-p*  — 1,163522 

lg  (2*—l>*)  0,065774— 

lg  cos  «4  9,923189+ 
lg  1^,0,142585 — 

B^  — 1,388626 

A*  —0,057805 

-  H,  + 1,388626 
£r*  + 1,330821 


2.  S^ttalstralil. 

Igs 

9,543247 

^-. 

0,456753 

< 

9,989751  + 

lg'" 

0,446504- 

lg  COS  a  i 

),916902+  9,997360+ 

n 


lg  ^"-  9,820534  +  9,989751  + 

'  9,737436+  9,987TÜ  + 

Ig  cos/?  9,967466+  9,997482+ 

n  cos« 


9,503599-  9,578750- 
0,496401—  0,421250- 

9,982215+  0,207500+ 

0,478616—  0,628750- 

9,916348+  9,991280+ 
9,982215+  0,207500+ 

9,898563"+  Ö498780+ 
9,924228+  9,976556+ 


lg  ^-=1 9,769970+  9,989629+  9,974335+  0,222224+ 
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n  cos« 


-^"^+0,588803  +0,976403  +0,942616  +1,668108 
^^^ +0,411197  +0,023697  +0,057384  -0,668108 


^         n  008a 


lg(l -^^°'")  9,614050+  8,372857+  8,758791+  9,824847  — 

lg  cos /3  9,967466+  9,997482+  9,924228+  9,976556+ 

lg  J.  0,889528—  1,304545—  0,706807+  0,897351  — 

lg  <^''<'('l_-*L  ?<>»«)  0,47 1044—  9,674884-  9,389826+  0,698754+ 


---      0  —2,795787  —3,010343  -4,253536 

O     TP« 


C08^ 


^/l_^|2?«^ -2,958313  -0,473024  +0,245373  +4,997513 


i— 2,958313  —3,268811  —2,764970  +0,743977 

lg  A  0,471044—  0,514390—  0,441690—  9,871559  + 

lg  s' 9,528956-  9,485610-  9,558310—  0,128441  + 

X +0,012753  +0,017988  +0,023948 

—  X,- 0^17988  —0,023948  —0,031552 

x  —  xj— Ö;005235  —0,005960  -0,007604 

lg  (x-x,)  7,718917-  7,775246—  7,881042— 

lg  sin  «,9,665520—  9,663369—  9,639774— 


lg  »-J^  8,053397  +  8,111877+  8,241268  + 


s'  — 0,338031  -0,305921  -0,361668 

— -^' — 0,011308  —0,012938  —0,017429 
Sj  —  0,349"339  —0,318853  —0,379097 

s*  + 1,344128 

-  H*  — 1,330821 
^s* +0,013307 

lg  ^i*  8,124080 + 

Ig  008  0)4  9,923189 + 
lg  ^^/ 8,047269  + 

-J«/ +0,011150 

Olelohen,  optUehe  Abbildungslehre.  80 
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3.  Meridionalstrahl. 

Igt  9,480446-  9,451267-  9,555187— 

lg|  0,619554—  0,548733-  0,444813- 

Ig^  9,989751+  9,982215+  0,207500+ 

lg  cos«  a  9,994720+  9,832696+  9,982560+ 

0,504025-  0,363644-  0,634873- 

Igcos»/}  ^>^^^±.  9,848456+  9,953112+ 

^(f^S?)  0,509061-  0,575188-  0,681761- 

lg(l --39,614050+  8,372857+  8,758791+  9,824847- 

Ig^  0,889528-   1,304545—  0,706807+  0,897351- 

0^03578—  9^677402-  i9;465598"+  0,7'22198  + 
lg  cos  139,967466+  9,997482+  9,924228+  9,976556+ 

lg-  -.(l—- 5?^) 0,5361 12-  9,679920-  9,541370+  0,745642+ 

T~^H     0  -3,228946  —3,274823  -4,805744 

-i-^fl  —  **^)- 3,436467  —0,478542  +0,347832  +5,567263 

J,— 3,436467  —3,707488   -2,926991   +0,761619 

lg  ^.0,536112—  0,569080—  0,466422—  9,881681+ 

lg «' 9,463888  -  9,430920—  9,533578—  0,118319+ 
r— 0,290997  —0,269724  —0,341648 

-  ^V=^— 0,011308  —0,012938  —0,017429 
<i  ^302305  ^^,282662  —  0,3690T7 

<*  + 1,313164 

-JT*— 1,330821 
^^_0,Öi7657 

lg  ^<*  8,246917— 

lg  cos  a>4  9,9231 8^+ 
Ig  ^«„*  8,170706 - 

^gJ-0,OU19ö 
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In  Fig.  208  e  ist  das  Resultat  in  der  üblichen  Weise  dargestellt 
für  die  Brennweite  O  =  100.  Die  ausgezogene  Kurve  zeigt  die  sa- 
gittalen,  die  gestrichelte  Kurve  die  meridionalen  Einstellungsdifferenzen. 

Astigmatische  Bildkurven. 

I.  Astigmatismus  korrigiert,  für  SO^  Bildwinkel. 
Brennweite  »»  100  mm. 


-/  OH 


Flg.  208«. 


Die  erstere  schneidet  bei  circa  29®  die  Fokalebene,  die  andere  etwas 
früher.  Die  meridionalen  Zwischenfehler  sind  gröfser  wie  die  sagit- 
talen,  bleiben  aber  immer  unter  1mm.  In  Fig.  208  f  und  208  g  sind 
die  analogen  Kurven   von  Doppelanastigmaten  dargestellt,  bei  denen 


IL  Astigmatismus  korr.  für  25^. 


_i__i — ■■'■■■■ 


w 


15 


io 


s  o  *s 

Fig.  208  f. 


III.  Astigmatismus  korr.  für  21  ^ 


I  I  I  I  I  I ■  ■  ■  ■  ■ 

Fig.  208  g. 


die  Stellen  bester  astigmatischer  Korrektion  absichtlich  der  Achse 
naher  gelegt  sind,  wodurch  die  Zwischenfehler  ersichtlich  verkleinert 
werden.  Dies  letztere  Verfahren  wird  besonders  bei  Systemen  gröfserer 
Brennweite  verwandt,  bei  denen  das  relative  Bildfeld  meist  weniger 
ausgedehnt  ist, 

80* 
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305.  Litteratur.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Beschreibung  der 
wichtigsten  Typen,  mit  den  Landschaftslinsen  beginnend  bis  za  den 
modernen  Objektiven  mit  anastigmatischer  Bildebenung.  Als  Qaelle 
für  diesen  Teil  der  optischen  Instrumente  nemien  wir  hier  in  erster 
Linie: 

M.  V.  Rohr:  Theorie  und  Geschichte  des  photographischen  Ob- 
jektivs.   Berlin  1890. 

Dieses  Werk  giebt  die  Konstruktionsdaten  einer  grofsen  Anzahl 
von  photographischen  Objektiven  und  die  Resultate  der  Durchrechnung 
in  Bezug  auf  sphärische  und  astigmatische  Korrektur  in  Form  von 
Kurven.  Fast  das  ganze  vorhandene  Material  über  photographische 
Objektive  ist  kritisch  durchgearbeitet  und  das  beigefugte  Litteratur- 
verzeichnis  aufserordentlich  vollständig.  In  folgendem  bezieht  sich 
der  Hinweis  „y.  Rohr"  immer  auf  dieses  Werk.  Von  Seiten  einiger 
grofsen  optischen  Werkstätten  ist  darauf  hingewiesen,  dafs  die  v.  Rohr- 
schen  Daten,  welche  meist  Patentschriften  und  Fachblättern  entnommen 
sind,  soweit  es  sich  um  moderne  Konstruktionen  handelt,  nicht  immer 
übereinstimmen  mit  denjenigen  verbesserten  Konstruktionsdaten,  nach 
welchen  jetzt  in  diesen  Werkstätten  fabriziert  wird.  Aus  diesem 
Grunde  hat  sich  der  Verfasser  an  verschiedene  Firmen  gewandt  mit 
der  Bitte,  ihm  ihre  jüngsten  Konstruktionsdaten  zum  Zwecke  der 
Veröffentlichung  zu  überlassen.  Aus  diesen  Mitteilungen  stammen  alle 
nachfolgenden  Angaben  über  die  Objektive  von  Voigtlaender  und  Sohn 
in  Braunschweig,  Steinheil  in  München  (mit  Ausnahme  des  Orthostigmat 
Typ.  I),  Goerz  in  Friedenau.  Von  der  Firma  Zeifs  in  Jena  wurde  der 
Verfasser  auf  die  Angaben   in  dem  v.  Rohrschen  Werke  yerwiesen. 

Femer  nennen  wir  hier  noch  folgende  zusammenhängende  Dar* 
Stellungen: 

J.  M.  Eder:  Die  photographischen  Objektive,  ihre  Eigenschaften 
und  Prüfung.  Zweite  Hälfte  des  ersten  Teils  von  J.  M.  Eder:  Aus- 
führliches Handbuch  der  Photographie.     Halle  a.  S.  1883. 

Fahre,  Gh.:  Traite  encyclopedique  de  Photographie.  Paris  1889 
und  die  späteren  Supplemente. 

van  Monkhofen:  Optique  photographique,  übersetzt  von  A.  Martin. 
Wien  1866.     (Neuere  Ausgabe  davon  bei  Masson,  Paris  1873.) 

H.  Schröder:  Die  Elemente  der  photographischen  Optik.  Bsrlin 
1891. 

Im  übrigen  ist  das  Material  für  diesen  Zweig  der  optischen 
Wissenschaften  in  Fachzeitschriften  und  Patentschriften  weit  zerstreut, 
und  wir  verweisen  in  dieser  Beziehung  noch  einmal  auf  die  Litteratur 
in  dem  v.  Rohrschen  Werk. 

306.  Einfache  Landschaftslinsen  mit  Vorderblende.  (WollastoB, 
Busch,  öoerz,  Dallmeyer.) 


Einfache  Lands chaftelinsen  mit  Yorderblende. 


469 


Meniskus  von  Wollaston  (Philosoph.   Trans.  1812,  II,  370  u.  f.). 

/*/)=  560  mm. 

Freie  Offiiung  resp.  Linsendnrchmesser  2h  =  102. 

Blendenabstand  70.  / 

Blendenöffnung  51. 

r,  =  — 286,721    ^ 
dl  =  0      '  ^J^^     Crown  w„  =  1,505. 

r^=  —  14.%oDJ 

rfj  ==  0  bedeutet,  dafs  die  Linsendicke  so  dünn  wie  möglich  gemacht 

werden  soll.    Die  Linse  zeigt  natürlich  Fokusdifferenz 

und    mangelhafte    sphärische   Korrektion.      Wie   bei 

allen  einfachen  Landschaftslinsen  sind  die  Bildflächen 

geki'ümmt  und  zwar  in  diesem  Falle  mit  der  hohlen 

Seite  nach  dem  Objektiv  zu  —  die  sagittale  stärker 

wie    die   moridionale.     Für  Hauptstrahlneigung   von 

©  =  30^   beträgt  die  astigmatische  Differenz  jedoch  Fig.  209. 

nur  3,5  mm  (v.  Rohr). 

Die  Fig.  209  ist  nach  den  auf  f/)=  100  redu- 
zierten Daten  gezeichnet. 


Atta:  ▼.  Rohr, 
Theorie  und  Ge- 
schichte d.  photogr. 
Objektive. 


Landschaftslinse  von  Busch  (Rathenow)  nach  Eder. 

.      /•=  313,2  mm, 
2A  =  52,2. 

Abstand  der  Vorderblende  von  der  ersten  Linse  40  mm, 

f 
Offnungsverhältnis  etwa  jr- 

A  =  2,3    ^^  ^       "^1  Flint     HD  =  1,6027 
r,=       99,2^ 


r7a=9 


n 


85  61  ^^^^^  nD=  1,5282. 


Landschaftslinse  von  Goerz: 

f=  190  mm, 
2h  =  40. 

d,  =  2      ''1  =  ~  1423,0 1   pjj^^     ^^^  _  j  pjQ 

r,=  78,9 

^s  =  6,5  ^  ^_      ^ggl   Crown  nj)=  1,530. 

Blendenabstand  20. 

Das  Verhältnis   der  Brennweite  zur  gröfsten  wirksamen  Öffnung 
ist  1  :  13,5,  der  Bildwinkel  70«, 
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Dallmeyer8  dreifache  Landschaftslinse  (v.  Rohr). 

/•=100mm, 
2h  =  22. 
Blendenabstand  10^ 
Blendenöffiinng  9. 
di  =  3        *•!  =  —  60,4  j   p^^^  ^^  _  j^^gj 

d,=  l,0     ^'^~4g'j}   Flint     »z,=  1,681 
rfg  ==1,5         ^  ^  '   I   Crown  n^  =  1,514 . 

Auch  bei  dieser  Linse  ist  die  Fläche  der  sagittalen  Bildpunkte 
konkay  gegen  das  Objektiv,  die  der  meridionalen  di^egen  konvex, 
sodafs  der  Zerstrenungskreis  auf  der  Mattscheibe  nahezu  mit  dem  Pol 
des  Bündels  zusammenfällt.  Nach  v.  Bohr  ist  die  sphärische  Korrektur 
nicht  besser  wie  bei  den  zweifachen  Achromaten  und  es  ergiebt  sich 
für  das  Öfl&iungsverhältnis  1 :  11,04  eine  Längenabweichung  von  3,1  mm. 
Bei  34^  Achsenneigung  des  Hauptstrahls  beträgt  die  astigmatische 
Differenz  6,6  mm. 

Hierher  gehören  auch  die  aus  mehreren  Systemen,  meistens 
meniskenformig  zusammengesetzten  Systeme  von  J.  T.  Goddard  und 
Dallmeyer  (New  rectilinear  landscape  lens),  die  ebenfalls  mit  Vorder- 
blende benutzt  werden  und  gegenüber  den  oben  angegebenen  Typen 
besseres  orthoskopisches  Verhalten  zeigen.  Sie  nähern  sich,  da  sie 
aus  getrennten  Systemen  bestehen,  schon  dem  Aplanatentypus,  von 
dem  sie  jedoch  übertroffen  sind. 

Vergl.  Eder:  S.  69  und  v.  Rohr:  S.  230. 

307.  Die  Aplanate  (Periskop,  üniversalaplanat,  Landschaftsaplanat, 
Weitwinkel).  Die  Aplanate  in  ihrer  reinsten  Form  sind  symmetrische 
Objektive.  Die  einzelnen  för  sich  sphärisch  und  chromatisch  korri- 
gierten Partialsysteme  haben  Meniskenform  und  wenden  ihre  hohle 
Seite  einander  zu;  in  der  Mitte  zwischen  beiden  steht  die  Blende. 
Als  symmetrische  Systeme  haben  sie,  wie  wir  schon  sahen,  die  Eigen- 
schaft, nicht  zu  verzeichnen,  und  sind  frei  von  Koma.  Die  (A.P) 
und  (E.F)  fallen  mit  den  beiden  Hauptpunkten  des  Systems  zu- 
sammen. Sie  sind  in  den  60er  Jahren  von  Steinheil  erfunden.  Die 
beiden  astigmatischen  Bildfelder  sind  konkav  gegen  das  Objektiv  ge- 
krümmt, das  sagittale  stärker  als  das  meridionale,  die  sphärische 
Korrektion  ist  sehr  vollkommen,  so  dafs  ihre  Mittelschärfe  meist  die 
der  modernen  Objektive  mit  astigmatischer  Bildebenung  übertrifft;  ihr 

öffixuBgsverhältnis  schwankt  meist  zwischen  L  „nd  f     Hierher  ge- 

hören  auch  die  Voigtlaenderschen  Euryskope,  von  denen  wir  schon 


in  §  301  und  §  303  die  Konstruktionsdaten  angegeben  haben.     Von 
den  letzteren  hat  das  Porträt-£nr7akop  sogar  das  ÖänimgSTerhältnis  -    - 

Daa  Periskop  Ton  SteinheiL 

rf,  =  0,031    ^'^02^3!  Crownn„=  1,51072 

^,  —  0,071 
r,=  — 0,2431       Crown 

r^ 0,203/  «j)=  1,61072.  striiü.»!!,  11 

Bei  einem  Ö&ungeTerhältnis  von  -—  bis  liefert  dieses  Objektiv 
noch  recht  brauchbare  Bilder  und  ist  auch  fQr  Momentaufnahmen 
verwendbar,  weil  die  beiden  dünnen  Linsen  nur  wenig  Licht  absor- 
bieren. Da  sie  einen  Bildwinkel  bis  zu  90**  auszeichnen,  können  sie 
schon  unter  die  Weitwinkel  gerechnet  werden. 

Der  Universalaplanat  von  Steinheil. 

f-i, 

öflfnnngsverhältnia  ^-  bis  y, 
Bildwinkel  50". 
^r,  =  0,2461 
r,  =  0,098 
(^—0,017^  ^Q3^jCrownMß=l,58761 

z/j  =  0,17  

und  symmetrisch.  "i 

Landsohaftsaplanat  von  Steinheil. 

f-i, 

Offiiungsverhältnis    ■:  bis  --, 
Bildwinkel  75". 

j       ArtOK  !   Leichtnint 

rf,-0,036,.__(,_23li„^_168027 
^,—  0,024 
und  ByminetriBcL  ng.  lu 


Neunsehntea  Enpitel:  Die  photograptÜBchen  Objektive. 
Weitwinkelaplanat  von  SteinheiL 

OfihimgBTerhältms  ^, 

Bildwinkel  90*  und  darüber. 

A         nm<,    ^1-0,1451     *^°* 
rf,  =  0,012  1  61317 

r,  =  0,065  i'Oion 

rf^  =  0,008    ^=0173/    ^^''=^*'''°* 


^s=  0,017 
und  symmetrisch. 


1,57709 


Fl«.  SIS, 

Die  beiden  letzten  Konstruktionen  sind  dadurch  besonders  inter- 
essant, dafs  sie  nur  aus  Flintglas  bestehen.  Durch  diese  Zusammen- 
setzung wurde  mit  Erfolg  eine  vollkommenere  Korrektion  der  schiefen 
Bündel  angestrebt.  Aufaerdem  haben  die  Fliatglasapektren  einen 
ziemlich  proportionalen  Gang  nnter  einander,  so  dafs,  wie  die  be- 
treffende Patentschrift  hervorhebt,  dadurch  ein  höherer  Grad  der 
Achromasie  erreicht  wird. 

308.  Die  Antlplanete  (Gruppenantlpluiet,  Rapldantiplanet).  Wie 
wir  schon  in  §  299  bemerkten,  weichen  die  Antiplanetkonstmktionen 
Steinheils  dadurch  wesentlich  von  den  Aplanaten  ab,  dafs  in  ihnen 
in  dem  einen  Teilsystem  absichtlich  Fehler  angehäuft  sind,  die  durch 
das  andere  kompensiert  werden.  Bei  ihnen  ist  die  Hebung  der  astigma- 
tischen Differenzen  schon  stark  vorgeschritten,  insbesondere  kann  der 
Rapidantiplanet  hinsichtlich  seiner  Korrektion  bereits  zu  den  modernen 
Anastigmaten  gerechnet  werden.  Bezeichnend  ist,  dafs  er  das  hoch- 
brccheade  Baryumcrown  enthält,  was  allen  diesen  modernen  Kon- 
struktionen eigen  ist. 

Gruppenanti  planet. 

Offnungs Verhältnis  g-r, 

Bildwinkel  63", 


/■=!■ 


Flint 


-0,020  ;:'-_»'^™|,„_l -,„09 

=0,017   '  „'     ,1     0™™ 

r,—      0,407(„^_j_6i,05 


.  0,017 

-0,407 1 


J  l\l\\ri   'l^ V.IUI    [  -""Uli 

rf,-0,013^'_     ^'j^j„„_  1,67709 
'  (/.=0,102  ^*  '        1      Crown 

r. 0,299  i„^_i^„05. 


Die  Antiplanete.  473 

Rapidantiplanet 
Öfftumgawinkel       , 
Bildwinkel  72"', 

»  =      0  ^^7 1      Crown 
rf,_0,0295    '  ')„._  1,610 

(/,  =  0,0091  '„_       Crown 

»-,=      0,268f  „^=1^18 

J^  =  0,0455 

rf,  =  0,009 1  *■*         **'^^^JFlint    1,578 

r,=      0,135 
<7,=  0,0148  ;  'Crown  1,518 

rfg  =  0,032    ^__Q95g|Flint    1,578. 

309.  Die  Hartingschen  Formeln  zur  Bereehünng  von  Aplanaten- 
Mlften.  Wie  wir  achon  erwähnten,  ist  man  bei  der  Konstruktion 
photographi scher  Objektive  im  allgemeinen  auf  die  Methode  der  trigono- 
metrischen. Durchrechnung  angewiesen,  da  die  analytische  Methode, 
wie  wir  sie  für  die  Konstruktion  Ton  Femrohrobjektiren  angewandt 
finden,  bei  den  hier  vorhandenen  starken  Strahlenneigungen  keine 
ausreichende  Garantie  filr  die  Korrektionen  in  gröfserer  Ächsen- 
entfemong  mehr  bietet.  Zur  Feststellung  des  ersten  Typus  eines 
Systems  können  jedoch  derartige  analytische  Entwicklangen  immerhin 
von  Nutzen  sein,  indem  sie  wenigstens  die  gröbsten  Fehler  von  vorn- 
herein ansschliefsen.  Auf  diese  Weise  schafft  man  sich  wenigstens 
eine  Basis,  von  der  aus  die  Triangulation  vorgenommen  werden  kann. 
Für  die  Aplanate  speziell  hat  H.  Harting  (Sitzungsberichte  der 
Kaiserl.  Ak.  der  Wissenschaften  in  Wien,  Bd.  CVIU,  Abt.  IIa,  1899) 
eine  derartige  Rechnung  angegeben. 

Setzt  man  ein  verkittbares  System  zweier  unendlich  dünner  Linsen 
vorans,  so  hat  man  drei  Itadien  zur  Verfügung  und  kann  also  drei 
Bedingungsgleichungen  aufstellen.  Als  solche  ei^eben  sich,  als  die 
fnndameotalsten  so  zu  st^en,  von  selbst: 

1.  Innehaltung  einer  vorgeschriebenen  Brennweite; 

2.  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  auf  der  Achse; 

3.  Aufhebung  des  Farbenfehlers  für  die  Achse. 

Harting  formuliert  diese  Bedingungen  auf  Glrund  der  Formeln  (15) 
§  118  und  (V)  §  169  und  setzt  nun  in  den  Formeln  des  §  185  die 
beiden  Werte  für  die  Krümmungsradien  der  astigmatischen  Bild- 
flächen  einander  gleich.  Den  so  geschaffenen  Zustand  bezeichnet  er 
als  „Bildfeldebenung  im  übertragenen  Sinne".  Aus  dieser  vierten 
durch  Gleichsetzung  der  Krümmungsradien  gewonnenen  Gleichung  be- 
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rechnet  er  den  zugehörigen  Blendenabstand  x.  Wenn  auch  mit  dieser 
Art  der  astigmatischen  Korrektion  noch  nicht  viel  gewonnen  ist,  da 
man  von  vornherein  kein  Urteil  über  die  Gröfse  dieses  Erümmongs- 
radius  hat,  so  erhält  man  doch  wenigstens  auf  diese  Weise  einen 
Anhaltspunkt  für  die  Konstruktion. 

Sind  n^  und  n,  die  Brechungsexponenten  der  beiden  Linsen  für 
die  Linie  Z),  dri  und  dn^  die  zugehörigen  Dispersionen,  so  berechne 
man: 


a 


ß- 


(n, -l)dn,-(fi,-l)d«i' 
(n,  —  l)rf»f,  —  (»S  —  l)<in, ' 


-2(/J  +  l)(l4-^%), 

C=  -  aWK/'  +  (ß  +  l)'(l  +  ^*'-«)  • 
Dann  werden  die  reciproken  Radien: 

Mit   diesen  Werten   berechne   man    die   reziproken  Brennweiten  der 
beiden  Linsen: 

und  femer: 

S,=  <?1^1    +<?2^2    +    <?S^» 

Alsdann  folgt  der  Blendenabstand: 
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Zur  Erläuterung  geben  wir  das  Resultat  der  Anwendung  yor- 
stehender  Formeln  auf  folgende  Kombination: 

nj  =  1,56448        dn^  =  0,01018        Barytleichtflint 

w,  =  1,60551        dn^  =  0,01585        Leichtflint 

a  =  -f  5,696,        /S=  + 2,037 

^  =  +  2,351,        jB=  —  6,837        C=-  +  2,864 

Q,=  -\-  0,5075 

Q^=  —  5,188 

Qy 1,530 

9i  =  3,215        %  =  —  2,215 

5i  =  —  1,655 
Xi  =  —  0,4042. 

Die  reziproke  Gesamtbrennweite  q)^  +  9^2  i^*  hier  gleich  der  Ein- 
li«i*-     F^r  /•  =  200  mm 

"^^^  r^  =     197,0  mm 

r,  =  -  19,27  „ 

rj  =  —  65,36  „ 

a;=  — 40,42  „ 

Die  sphärische  Aberration  aufserhalb  der  Achse  (Koma)  ist  hier 
nicht  gehoben,  die  Gröfse  S^  ist  der  hierdurch  verbleibenden  Ver- 
undeutlichung  proportional.  Das  eben  errechnete  System  kann  als 
Landschaftslinse  aufgefafst  werden,  oder,  wie  Harting  es  will,  als 
Aplanatenhälfte. 

In  der  von  uns  gebrauchten  Bezeichnungsweise  würde  man  also 
haben: 

/•=ioo 

d,=  0    ^1=       ^^>^^|  n,,=  1,60551 

r,  =       19,27 
rf,=  0    ,^__i97p)  n.=  1,56448 

^3  =  80,82 

r,  =  —  197,0 

und  symmetrisch. 

Das  negative  Zeichen  von  r^  ist  abweichend  von  dem  gewöhn- 
lichen Aplanatentypus. 

310.  Das  Porträtobjektiv  von  Petzval.  Das  Porträtobjektiv  von 
Petzval  in  seiner  ursprünglichen  Form  ist  durch  Fig.  216  dargestellt. 
Es  besteht  aus  zwei  Systemen  in  erheblichem  Abstände.   Das  erstere, 
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dem  ankommendeii  Licht  zugewandte,  ist  eine  verkittete  achromatiBcbe 
Linse,  bestehend  aus  einer  bikonrezen  Crownglaslinse  und  einer  bi- 
konkaven Flin^laslinBe.  Das  andere,  bildseitige,  besteht  aus  einem 
Meniskus  aus  Flint^laB  und  einer  nahe  herangerückten  bikonvexen 
Crownglaslinse.  In  beiden  Partialsjstemen  sind  die  verwandten  Flint- 
und  Crowngläser  dieselben.  !Nach  den  von  Petzval  errechneten  Radien 
wurden  zuerst  die  Objektive  von  der  optischen  Werkstätte  von  Voigtr 
laender  (damals  in  Wien)  ausgeführt  und  erlangten  bald  einen  Weltruf. 
Etwas  später  übergab  Petzval  die  Fabrikation  auch  dem  Wiener 
Optiker  Dietzler.  Über  die  Geschichte  dieses  Objektivs,  in  der  nament- 
lich der  Gegensatz  zwischen  den  rechnenden  Gelehrten  und  dem  ans- 
fdhrenden   Künstler   eine   Rolle   spielt,    siehe   Eder  S.  114  u.  f.    und 


Aui:  y.  Bdhr,  Theorie  u.  Geichlcbte  d.  phataBi.  OI>jekttTe. 

V.  Eohr  S.  248  u.  f.  Leider  fehlt  uns  die  genaue  Kenntnis,  nament- 
lich was  die  Dicken  und  Entfernungen  anbetrifft,  der  so  hoch- 
interessanten  Petzvalschen  Konstruktion  in  ihrer  ursprünglichen  Form, 
da  von  Professor  Petzval  (f  1891)  Angaben  nicht  erhältlich  waren. 
Alle  Angaben  darüber  führen  auf  einen  Zettel  zurück,  der  sich  im 
Besitze  Voigtlaenders  befand,  auf  dem  sich,  zum  Teil  mit  Bleistift  ge- 
schrieben, einige  Reihen  von  Radien  befanden,  die  jedoch  nicht  genau 
mit  einander  übereinstimmten  und  aufserdem  Teilsystemen  angehörten, 
von  denen  einige  einer  ganz  anderen  Konstruktion  als  dem  Porträt- 
objektiv  angehörten. 

Das  von  Voigtländer  zuerst   in  den  Handel   gebrachte  Objektiv 
hatte  folgende  Konstruktiousdaten : 

f^  145  mm, 


(/i  =  Ü     ''_  '/  'jCrown  M^=l,5n 

(7=0     '*~        „     '     1    Flint  «t,  =  1,575 

i'i^         1 50,1    ) 

J,=  65 


Das  Portr&tobjektiy  von  Petzval. 
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^4=0 


Flint    nn  =  1,575 


d,  =  0 


Crown  flu  =  1,517 


r^  =        158,04 
r,  =         55,3 

rg  =         68,55 
r7  =  — 223,89 

Das  Objektiv  zeigte  Fokusdifferenz. 

Die  erste  wesentliche  Verbesserung  war  die  Aufhebung  des  Farben- 
fehlers. Dies  gelang,  indem  Voigtlaender  die  Crownlinse  der  vorderen 
Kombination  aus  Soft  Crown  (tio  =  1,515)  herstellte  und  gleichzeitig 
den  Radius  r^  =  655  mm  machte. 

Zum  Zwecke  der  Durchrechnung  hat  v.  Rohr  versucht,  das  Petzval- 
sche  Objektiv  zu  rekonstruieren,  indem  er  die  Angaben  Voigtlaenders 
und  Eders  kombinierte  mit  einigen  diesbezüglichen  Bemerkungen  in 
„Bulletin  de  la  Societe  Fran^aise  de  Photographie,  1858'^  und  in 
Petzvals  „Dioptrischen  Untersuchungen^^ 

Er  gelangt  dabei  zu  folgenden  Zahlen: 

f=100, 
2h  =  29. 
r^  =         52,9 


rfi  =  5,8 
d^  =  1,5 


d^  =  2,2 


Flint  w/,  =  1,575 


rfß  ==  3,6 


Crown  »/)  =  1,517 


^3  =  46,6 
r^=        104,8 1 
r,  =         36,8  i 

^5=    0,7 

/•g  =         45,5 

^7=  —  149,5 

Die  Blende  wird  in  der  Mitte    der  Entfernung  beider  Systeme 

angenommen. 

Nach  diesen  Daten  ist  Fig.  216  gezeichnet. 

Das  Resultat  der  Durchrechnung  ergiebt  eine  Längenaberration 

f 
für  g  ^  von  0,2  mm  bei  f  =  100,  dagegen   eine  Abweichung  von  der 

Brennweite  - —  von  0,6  mm. 

Was  die  astigmatische  Korrektion  betrifft,  so  ist  die  sagittale 
Fläche  leicht  konkav  gegen  das  Objektiv  gekrümmt  bis  zu  z/,=  —  1mm, 
während  die  meridionale  Fläche  sich  ziemlich  schnell  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  der  Fokalebene  bis  zu  z/,„  =  3  mm  entfernt. 
Dem  gegenüber  betont  E.  v.  Hoegh  (Archiv  für  wissenschaftliche  Pho- 
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tographie  11,  1900  ^Bemerkungen  zu  dem  Werke  Theorie  und  Ge- 
schichte des  photographischen  Objektivs  von  M.  v.  Rohr"),  dafs  die 
V.  Rohrschen  Daten  sich  wohl  ziemlich  weit  von  denen  des  Orginals 
entfernen  müfeten,  denn  er  habe  ein  von  Dietzler  verfertigtes  Petzval- 
Objektiv  rechnerisch  rekonstruiert  und  eine  ganz  andere,  viel  günstigere 
Lage  der  astigmatischen  Bildflächen  festgestellt.  Leider  giebt  v.  Hoegh 
keine  Daten  an,  wodurch  er  seine  Behauptung  zahlenmäfsig  belegen 
könnte. 

Der  Grad  der  Orthoskopie  beim  Petzval-Objektiv  hängt  wesent- 
lich von  der  Stellung  der  wirksamen  Blende  ab.  Ist  die  Blende  so  ge- 
stellt, dafs  gerade  Linien  am  Rande  wieder  gerade  erscheinen,  so 
tritt  kissenförmige  Verzeichnung  ein,  wenn  die  Blende  dem  hinteren 
System  genähert  wird  und  tonnenförmige  im  entgegengesetzten  Falle. 

Die  Petz val- Objektive  werden  mit  mehr  oder  weniger  Abänder- 
ungen in  verschiedenen  Werkstätten  hergestellt.  In  der  Werkstatt 
von  Voigtlaender  und  Sohn  hat  man  diesen  Typus  sogar  noch  weiter 

entwickelt,  indem  man  ein  Offnungsverhältnis  bis  -~^  realisiert  hat. 

In  der  neueren  Zeit  sind  besonders  in  dem  hinteren  System  aus  zwei 
getrennten  Linsen  die  Flint-  und  Crownglaslinsen  in  ihren  Stellungen 
vertauscht.  Hierher  gehören  die  Objektive  von  Suter,  Dallmeyer  und 
Zinken  (gen.  Sommer).  Vergleiche  hierüber  Eder  S.  119  und  v.  Rohr 
S.  215  und  275.  Die  dort  angegebenen  Daten  sind  jedoch  namentlich 
hinsichtlich  Dicken  und  Entfernungen  nicht  lückenlos,  so  dafs  wir 
hier  auf  eine  Wiedergabe  verzichten. 

311.  Historische  Weitwinkel  (Sutton,  Harrison,  Busch  u.  Schröder). 
Des  historischen  Interesses  wegen  erwähnen  wir  hier  noch  einige 
Objektivformen,  die  als  Weitwinkel  dienen,  jetzt  aber  sowohl  durch 
die  Weitwinkelaplanate  als  auch  besonders  die  Weitwinkelanastig- 
mate  verdrängt  sind. 

Die  Panoramalinse  von  Sutton  bestand  aus  zwei  koncentrischen 
Kugelschalen,  deren  Zwischenraum  mit  Wasser  gefüllt   wurde   (Eder 

S.  141.     Englisches  Patent  vom  Jahre 
1859). 

Das    Kugelobjektiv    von    Harrison 

(Olobe  lens)  wurde  in  England  im  Jahre 

1860  patentiert.     Es  bestand  aus  zwei 

Fig.  217. '  achromatischen  gleichen  Menisken,  die 

Aus :  T.  Rohr,  Theorie  und  Geschichte        iu   Solchc  Entfernung   gebracht    WUrdeU, 

d.  photogr.  Objektive.  ^^^  jj^^.^  äufscrcn  Flächeu  einer  und  der- 

selben Kugelfläche  angehörten  (Monkhofen,  Phot.  Optik  S.  130).  Bei 
einem  Öffiiungsverhältnis  von  |g  zeichnete  es  ein  Bildfeld  von  90® 
scharf  aus.    Die  Konstruktionsdaten  sind  fär  /*«=  100  (Fig.  217): 


Histoiische  Weitwinkel. 
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PHnt  HD  =  1,60 


Crown  riD  =  1,53. 


r,  =.       13,4 

dl  =  1,5     }  Crown  tiv  =  1,53 
r,  =       22,8 

d,  =  0,7 
r.  =       15,4 

^,  =  22,4 
r,  =  -15,4 

d^  =  0,7      I  Flint  Ui,  =  1,60 
rj  =  -  22,8 

d5  =  l,5 

re  ^ 13,4 

Aus  diesen  Angaben  ersieht  man^  dafs  die  Summe  aller  Dicken 
und  Entfernungen  gleich  2  r^  =  2  r^  ist.  Die  äuTsere  Kugelforin  ist 
offenbar  gewählt,  um  dadurch  alle  Hauptstrahlen  möglichst  senkrecht 
zu  den  brechenden  Flächen  durch  das  System  zu  führen,  wodurch  in 
der  That  eine  merkliche  Abnahme  des  Astigmatismus  stark  geneigter 
Bündel  eintritt.  Von  einer  sphärischen  Korrektion  kann  man  hier 
kaum  reden^  worauf  auch  das  geringe  Öffiiungsverhältnis  hinweist. 
Als  symmetrisches  System  ist  es  orthoskopisch. 

Das  Pantoskop  von  Busch. 

Das  Pantoskop  yon  Busch  ist  ähnlich  wie  die  Kugellinse  von 
Harrison  konstruiert,  doch  nähert  es  sich  schon  mehr  der  Periskop- 

form.     Bei   einem   Offnungsverhältnis  von  circa  ~  zeichnet  es  einen 

Bildwinkel  von  105®  scharf  aus  und  wurde  früher  (in  den  60  er  Jahren) 
fast  ausschliefslich  zur  Aufnahme  von  Panoramen  und  Architekturen 
benutzt.  Der  starke  Lichtabfall  nach  dem  Rande  zu  wurde  durch 
sogenannte  Stemblenden  ausgeglichen.  Die  Konstruktionsdaten  sind 
nach  Eder: 

f  =  200,7. 

Freie  Linsenöffnung  2h  =  25,8. 
r,  =       15,389 


^1  =  3,6 
r^  =       21,474 

d,  =  0,4 

rj  =       15,759 

z^8  =  25,5 

r^ 15,759 

und  symmetrisch. 


Crown  fiß  =  1,5331 


Ilint  «z>  =^  1,6079 


480 


Neunzehntes  Kapitel:  Die  photographischen  Objektive. 


Concentric  lens  von  Schröder. 

Gewissermafsen  ein  Mittelding  zwischen  den  Weitwinkeln  alter 
Konstruktion  und  den  modernen  Anastigmaten  ist  die  Yon  H.  Schröder 
erfundene  Concentric  lens.    Sie  erinnert  in  ihrem  Bau  an  die  Periskop- 

form  und  zeigt  bei  einem  Ofi&iungsverhältnis  von  j^  schon  einen  be- 
deutenden Fortschritt  hinsichtlich  der  ana«tigmatischen  Bildebenung. 
Bemerkenswert  ist,  dafs  hier  zum  ersten  male  die  Verwendung  des 
hochbrechenden  Baryumcrown  stattfand,  womit,  wie  wir  schon  be- 
merkten, der  bedeutende  Fortschritt  der  modernen  photographischen 
Optik  eng  verknüpft  ist.  Leider  konnte  diese  interessante  Konstruk- 
tion keinen  Boden  gewinnen,  da  kurz  darauf  die  Berechnung  des  An- 
astigmatendoublets  durch  Rudolph  in  Jena  erfolgte.  Die  Konstruk- 
tionsdaten sind  nach  Schröder:  Elemente  der  photographischen  Optik 
S.  197  mit  den  v.  Rohr^schen  Abmessungen: 

/•=ioo, 

2Ä  =  11. 


Schwerster  Baryt-Crown  »b  =  1,60 


n- 

11,1 

d. 

-M 

♦•«- 

oo 

rf. 

-0,4 

*•»  = 

10,2 

^, 

—  7,68 

7 

u  — 



10,2 

und 

symmetrisch. 

Flint  »iß  =  1^3 


312.  Triplet  von  Abbe  und  Rudolph.   Achromatisches  Triplet  von 
Abbe  und  Rudolph: 

f 


4 


fo  =  100.    OfiPnungsTerhältnis 
Figur  im  richtigen  Mafsstab. 
ri  =         26,2 

rfi=       3,4    [  ij 
rg  =         39,2 

^,  =       4,3 
r,  =       235,0 


7,3 


14,0 
d,  =       5,7 
—    14/) 


L 


8 
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''-   ''Mi. 

r, 235,0         J      * 

r,  =  —    39,2         1 

dz  =       M       i,. 
rg  =  -    26,2         ) 
Olassorten:  Erste  und  fünfte  Linse  Crown  «ß  ^  1,51660 
zweite  und  vierte  Linse    Flint  hd  =  1,56760 
dritte  Linse  Crown  m,  ^  1,50846. 

Das  Triplet  wurde  achromatiscli  and  &poc)iromBtiBch  heii^eatellt. 
Trotz  seiner  TorzOglichen  Uittelsclutrfe  hat  es  neben  den  Änastigmaten 
sich  nicht  behauptet,  da  sein  brauchbares  Bild- 
feld nicht  gröfser  als  das  der  Äplanate  ist.  Vor 
Abbe  und  Rudolph  hatte  schon  K.  Schröder 
das  Tripletschema  in  die  photographische  Optik 
eingeführt. 

313.  Die  BereolLnimg  des  Anastigmat-Donblet 
doToIi  Rudolph,  Die  Berechnut^  des  Änastig- 
mat-Doublets  durch  P.  Rudolph  in  Jena  bildete 
eine  einschneidende  Neuerung  auf  dem  Gebiete 
der  photographischen   Optik,  deren  Bedeutung  Fig.  sie. 

sich  auch  äuTserlich  dadurch  keunzeichnete,  dafs  *"•■  »■  »»nr,  Thaorfo  n.  ob- 
eine  ganze  Reihe  von  Werkstätten  das  Aus-  "^  "  "  ^  "  »'■  " 
fOhrungsrecht  dieser  Objektive  erwarben.  Die  drei  Forderungen : 
Achromasie,  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  oud  Aufhebung 
des  Astigmatismus  bei  gröfseren  öfOiungen  und  ausgedehntem  Bild- 
feld, waren  hier  zum  ersten  Mal  in  ziemlich  weitgehender  Weise  erfüllt. 
Die  wichtigsten  Quellen  über  den  dang,  der  Rudolph  zu  diesem 
Ziele  führten,  sind: 

1.  Jahrbuch  für  Photographie  und  Reproduktionstechnik,  Halle 
a.  d.  S.,  herausgegeben  von  J.  M.  Eder,  1891,  5,  S.  225—238. 

2.  Ebendaselbst  1893,  7,  S.  221—231. 

3.  Deutsche  Patentschrift  56109  vom  April  1890. 

Hiernach  stellte  sich  Rudolph  die  Aufgabe,  ein  sphärisch  und 
astigmatisch  korrigiertes  Objektiv  zu  berechnen,  indem  er  zunächst 
von  der  chromatischen  Korrektion  absah,  in  der  Hoffnung,  dals  es 
durch  geeignete  Auswahl  der  Glassorten  nachher  möglich  sein  würde, 
auch  den  Bedingungen  der  Achromasie  zu  genügen. 

Wahrscheinlich  ist  er  zu  diesem  Gedankengang  dadurch  angeregt, 
dafs  in  neuerer  Zeit  bei  Schott  und  Gen.  eine  ganze  Reihe  von  Glas- 
sorten hergestellt  wurden,  die  bei  gleichen  oder  nahezu  gleichen 
Brechungsexponenten  verschiedene  Dispersionen  aufweisen.    Wir  ei^ 
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innem  nur  an  das  hochbrechende  Barytcrown  und  die  ebenso  stark 
brechenden  Silikat-Flinte. 

Die  Erfahrungen^  welche  P.  Rudolph  bei  der  Berechnung  des 
Anastigmat-Doublet  gesammelt  hat^  lassen  sich  in  folgende  Sätze  zu- 
sammenfassen, nach  V.  Bohr  S.  359  und  360  und  den  oben  angegebenen 
Litteraturquellen : 

,^er  Astigmatismus  ist  abhängig  Yon  der  Differenz  der  Brechungs- 
exponenten der  zu  den  verkitteten  Linsen  eines  optischen  Systems 
verwendeten  Crown-  und  Flintgläser.  Es  nimmt  unter  sonst  gleichen 
Verhältnissen  die  astigmatische  Differenz  (Meridian-  minus  Sagittal- 
bildweite)  um  so  kleinere  positive  resp.  gröfsere  negative  Werte  an, 
je  mehr  die  Brechungsexponentendifferenz  Crown  minus  Flint  positiven 
Werten  sich  nähert,  resp.  je  gröfsere  positive  Werte  sie  annimmt.^ 

Das  Eonstruktionsprinzip,  welches  speziell  den  Anastigmat-Dou- 
blets  zu  Gbunde  liegt,  ist  dadurch  gegeben,  dafs  sie  zusammengesetzt 
sind  (Deutsche  Patentschrift  Nr.  56109)  aus: 

a)  „einem  verkitteten  System  mit  Crownexponent  niedriger  als 
Flintexponent  (Forderung  der  sphärischen  Korrektion)  und 

b)  einem  verkitteten  System  mit  Crown  höher  als  Flint  (Forderung 
fQr  anastigmatische  Korrektion.^' 

Die  unter  a)  gegebene  Kombination  heifst  „normales  Paar''  die 
andere  „anomales  Paar''. 

Wahrscheinlich  glaubte  man,  mit  diesen  Sätzen  die  praktisch 
realisierbaren  Formen  von  Anastigmaten  genügend  gekennzeichnet  zu 
haben.  Aber  auch  hier  bestätigte  sich  die  alte  Erfahrung,  dafs  wenn 
erst  eine  Lösung  eines  Problems  vorliegt,  meist  andere  Lösungen 
schnell  zu  folgen  pflegen.  Wenige  Jahre  nach  der  Konstruktion  der 
Anastigmat-Doublets  folgten  die  Berechnungen  des  Doppelanastigmaten 
durch  V.  Hoegh  und  die  des  Orthostigmaten  resp.  Kollinears  in  den 
Werkstätten  von  Steinheü  und  Yoigtlaender  und  Sohn.  Die  letztge- 
nannten symmetrischen  Objektive  lassen  wenigstens  eine  deutliche 
Trennung  in  ein  normales  und  anormales  Paar  nicht  erkennen. 

Dafs  auf  Grund  des  Kittflächenprinzips  nicht  allem  die  anastig- 
matische Büdebenung  herbeigeführt  werden  kann,  zeigen  die  Taylorschen 
Triplets  (drei  einfache  in  Luft  befindliche  Linsen)  und  das  synune- 
trische  aus  vier  getrennten  Linsen  bestehende  Objektiv  v.  Hoeghs 
vom  Jahre  1898. 

In  neuester  Zeit  (Englische  Patentschrift  No.  24089  vom  Jahre 
1899)  hat  P.  Kudolph  auch  die  aus  mehreren  getrennten  Linsen  be- 
stehenden Systeme  mit  anastigmatischer  Korrektion  weiter  ausge- 
bildet. In  der  Patentschrift  wird  als  charakteristisch  für  die  Kon- 
struktion auf  die  brechenden  Kräfte  der  zwischen  den  Linsen  befind- 
lichen Lufträume  und  auf  die  Differenz  der  Brechungsexponenten  in 
ihnen  mit   den  angrenzenden  Medien  hingewiesen,   eine  Darstellung, 
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bei  der  wohl  auch  patenia-echtliche  Gesichtspunkte  mafsgebend  waren. 
Als  das  bleibende  Verdienst  P.  Rudolphs  muTs  der  yon  ihm  zuerst 
erwiesene  Satz  bleiben^  dafs  zur  Vernichtung  des  Astigmatismus  in 
Bündeln  endlicher  Neigung,  bei  gleichzeitiger  Hebung  der 
chromatischen  und  sphärischen  Aberrationen;  in  dem  System  ein 
Crown  und  ein  Flint  vorkommen  mufs^  von  denen  das  erstere  höheren 
Brechungsexponenten  hat  als  das  letztere.  Die  unter  a)  und  b)  an- 
gegebenen Bedingungen  sind  notwendig  und  hinreichend,  wenn  es  sich 
um  die  einfachste  Form  eines  Anastigmaten  handelt^  nämlich  um  ein 
System  aus  zwei  Linsen,  von  denen  jede  aus  zwei  Einzellinsen  ver- 
kittet ist. 

314.  Die  Anschauungsweise  v.  Hoeghs  über  anastigmatisohe  Ob- 
jektive. Gegenüber  den  Rudolphschen  Sätzen  verdienen  auch  die 
Ausführungen  E.  v.  Hoeghs,  des  Errechners  des  Doppelanastigmaten, 
hohes  Interesse  (Archiv  für  wissenschaftliche  Photographie  II,  1900). 
Sein  Gedankengang  ist  folgender:  Die  Bedingung  für  die  Aufhebung 
der  Bildwölbung  ist  durch  die  Petzvalsche  Formel  gegeben  (§178 
bis  180).  Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  zu  zeigen,  exemplifiziert 
er  auf  die  einfache  Linse  mit  NuUkrümmung  (§  101).  Eine  solche 
Linse  wird  von  zwei  Flächen  gleicher  Krümmungsradien  r  begrenzt; 
ist  ihre  Dicke  d,  ihr  Brechungsexponent  «,  so  hatten  wir  für  ihre 
Brennweite  f  gefunden  : 

« n       r' 

*  ~  d  (rT— T)*  * 

Wegen  der  Gröfse  r*  ist  also  f  immer  positiv  und  der  Dicke  d 
umgekehrt  proportional.  Man  kann  in  der  That  dieser  menisken- 
formigen  Linse  leicht  eine  praktisch  genügend  kurze  Brennweite 
geben,  ohne  die  Dicke  unnatürlich  grofs  machen  zu  müssen.  Setzt 
man  r  =  12  mm,  /*=  100,  w  =  1,6,  so  wird 

llt  ^**  -^,  rr«  O.Tb, 

/^(W—  1)*  ' 

V.  Hoegh  zeigt  nun,  dafs  diese  Linse,  wie  eine  Landschafbslinse 
mit  Vorderblende  benutzt,  ein.  vollständig  anastigmatisch  geebnetes 
Büdfeld  liefert. 

In  Fig.  219  ist  ein  derartiger  Meniskus  dargestellt.  Die  beiden 
Flächen  gleicher  Krümmung  schneiden  die  Achse  in  S^  und  8^,  ihre 
Mittelpunkte  sind  M^  und  Jf^,  Blendenmittelpunkt  ist  B.  Nach  den 
V.  Hoeghschen  Annahmen  ist  nun: 

M^C  =  JfiSi  =  ri  =  11,993 

JfaZ)  =  JlfjSj  =  11,900 

der  Blendenabstand  BS^  =  7,1212 

die  Dicke  d  =  S^S^  =  6,0903. 

31» 
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Der  Meniskus  hat  also  nahezu  gleiche  Radien,  die  Brennweite 
beträgt  f  =  100. 

Dieser  Meniskus  muTs  zufolge  der  Petzvalschen  Formel  ein  Bild 
mit  dem  Krümmungsradius  oo  liefern,  denn  der  reziproke  Wert 
dieses  Krümmungsradius  ist  fiir  jede  Linse  durch  den  Ausdruck 

n  — 1  /  J_ jl^\ 

dargestellt  (unter  Voraussetzung  eines  ebenen  Objektes). 

Verfolgen  wir  nun  ein  den  Blendenmittelpunkt  B  durchschneiden- 
des parallelstrahliges  unendlich  dünnes  Bündel,  so  wird  es  als  ganzes 
bei  C  nach  rechts,  d.  h.  im  Sinne  des  beigezeichneten  Pfeiles  abge- 
lenkt, wird  aber  diyergent  gemacht,  so  dafs  die  beiden  durch  diese 
Brechung  erzeugten  astigmatischen  Bildpunkte  virtuell  sind.     An  der 


Fig.  219. 

zweiten  Fläche  bei  D  wird  das  ganze  Bündel  wiederum  nach  rechts, 
d.  h.  im  Sinne  des  beigefügten  Pfeiles  abgelenkt  und  hat  dabei  einen 
zum  Einfallslot  entgegengesetzt  liegenden  Einfallswinkel  als  bei  der 
ersten  Brechung.  Die  einzelnen  Bündelstrahlen  werden  bei  der  letzten 
Brechung  konvergent  gemacht  und  erzeugen  jetzt  (sehr  nahe)  zu- 
sammenfallende astigmatische  reelle  Bildpunkte,  d.  h.  ein  homocen- 
trisches  BündeL  Aber  nicht  nur  der  Astigmatismus  ist  gehoben, 
sondern  auch  die  Bildebenung  herbeigeführt,  indem  der  Bildpunkt 
des  homocentrischen  Bündels  auch  gerade  in  die  Fokalebene  fallt. 
Die  Rechnung  ergiebt  nämlich,  dafs  bis  zu  Neigungswinkeln  S-^BC 
von  30^  die  beiden  astigmatischen  Bildflächen  von  der  Fokalebene 
nicht  um  V^mm  abweichen,  bei  30®  selbst  die  beiden  astigmatischen 
Differenzen  z/,  und  z/^  sogar  Null  werden  und  darüber  hinaus  die 
sagittale  und  meridionale  Fläche  sich  in  entgegengesetzten  Richtungen 
von  der  Fokalebene  entfernen.  Nach  v.  Hoegh  wird  bei  allen  An- 
astigmatkonstruktionen  die  Bildebenimg  dadurch  erreicht,  dais  der 
schräg  auffallende  Hauptstrahl  mindestens  zwei  Brechungen  in  gleichem 
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Sinne  erfahrt  und  dafs  yon  den  Flächen,  an  welchen  diese  Bichtnngs- 
änderungen  stattfindet ,  die  eine  auf  das  Strahlenbündel  divergierend, 
die  andere  konvergierend  wirkt.  Den  einfachen  Meniskus  mit  Null- 
krümmung  kann  man  in  diesem  Siime  als  die  Urform  eines  Anastig- 
maten,  das  aus  zwei  solchen  zusammengesetzte  symmetrische  Doublet 
als  die  Urform  der  modernen  Doppelanastigmaten  betrachten.  Über  die 
Möglichkeit,  mit  einem  Periskop  gleichzeitig  die  sphärische  und 
astigmatische  Korrektur  zu  erreichen,  schreibt  y.  Hoegh:  „Versucht 
man  das  Periskop  durch  Verkitten  des  Einzelgliedes  aus  zwei  Bestand- 
teilen, einem  positiven  niedriger  und  einem  negativen  hoher  Brechung 
durch  Verlängern  der  Vereinigungsweite  der  Randstrahlen  von  sphä- 
rischer Abweichung  zu  befreien,  so  entsteht  eine  zerstreuend  wirkende 
Eittfläche,  welche  die  zerstreuende  Wirkung  der  ersten  Fläche  noch 
erhöht,  so  dafs  nun  die  konvergierende  Aufsenfläche  zwecks  genügen- 
der Annäherung  an  die  Erfüllung  der  Petzvalschen  Bedingung  für 
die  Ebenheit  des  Bildes  eine  Krümmung  erhalten  müfste  von  weit 
höherem  Betrage  als  zur  Kompensation  der  sphärischen  Abweichung 
zulässig  ist.  Die  sphärische  Korrektur  ist  mithin  nur  unter  beträcht- 
licher Abweichung  von  der  Petzvalbedingung  möglich  und  ein  solches 
System  behält,  wie  der  Aplanat  erkennen  läTst,  negativen  Astigma- 
tismus d.  h.  Astigmatismus,  wie  ihn  zerstreuend  wirkende  kleinste 
Flächen  hervorbringen.  Um  in  verkitteten  Systemen  diesen  negativen 
Astigmatismus  au&uwiegen,  mufs,  wie  nach  dem  voraufgehenden  leicht 
zn  scUiefsen  ist,  eine  zweite  Kittfläche  vorhanden  sein,  welche  nicht 
nur  auf  das  Hauptstrahlenbüschel  eine  konvergierende  Wirkung  aus- 
übt, sondern  auch  den  Hauptstrahl  in  demselben  Sinne,  wie  dies  vor- 
her an  den  divergierend  wirkenden  FUichen  geschehen  ist,  ablenkt. 
Man  erkennt  leicht,  dafs  beiden  Bedingungen  durch  das  Hinzutreten 
einer  bikonvexen  Linse  von  höherer  Brechung,  als  die  mit  ihr  ver- 
kittete Linse  besitzt,  genügt  wird.  Bei  jeder  anderen  Form  der  po- 
sitiven Linse  hoher  Brechung  —  und  dies  ist  die  gröfste  Mehrzahl 
der  nach  dem  Rudolphschen  Prinzip  möglichen  Konstruktionsformen 
—  wird  die  sphärische  Unterkorrektion  zu  beträchtlich,  um  mit  dem 
Astigmatismus  zusammen  kompensiert  werden  zu  können.'^ 

315.  Der  Petzvalsclie  Satz  und  die  Anastigmate.  So  interessant 
und  praktisch  wichtig  die  Auseinandersetzungen  v.  Hoeghs  sind,  so 
fällt  doch  dabei  eine  gewisse  Freiheit  auf,  mit  welcher  das  Petz- 
valsche  Theorem  behandelt  wird.  Dieses  gilt  nämlich  gamicht  für 
den  FaU,  dals  alle  Hauptstrahlen  einen  vorgeschriebenen  Punkt  B 
der  Achse  kreuzen,  sondern  in  diesem  Falle  ist  der  Krümmungs- 
radius der  meridionalen  und  sagittalen  Bildfläche  nach  andern  Formeln 
(§  183  bis  §  185)  zu  berechnen.  Wollen  wir  den  Sinn  der  Petzval- 
schen Formel  genau  verstehen,  so  müssen  wir  auf  die  Herleitung  der- 
selben (§  178  und  §  179)  sorgsam  Bedacht  nehmen,  um  daraus  ihren 
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Geltnogsbezirk  scharf  abzugrenzen.  Wohl  kein  anderes  Theorem  der 
Optik  hat  derartig  verschiedene  Beurteilung  erfahren  wie  dieser  Satz. 
Von  Zinken  (Sommer)  an,  der  es  als  einen  ganz  banalen  Satz  be- 
zeichnet, der  nur  für  ein  System  gelte,  bei  dem  alle  Radien  aus  dem- 
selben Mittelpunkt  geschlagen  seien,  bis  zu  dem  Enthusiasmus  ein- 
zelner Konstrukteure  photographischer  Systeme,  nach  denen  es  geradezu 
das  Rezept  fQr'  die  Erreichung  der  anastigmatischen  Bildebenung  sein 
soll,  sind  alle  möglichen  gerechtfertigten  and  ungerechtfertigten  Ur- 
teile über  sie  ergangen.  Ja  sogar  in  rein  formeller  Beziehung  ist  sie 
falsch  beurteilt  worden,  indem  ihr  algebraischer  Ausdruck  dazu  yer- 
führte,  sie  als  einen  Näherungsausdruck,  bei  welchem  die  Dicken  der 
Linsen  vernachlässigt  wären,  aufzufassen.  Nach  den  Entwicklungen 
der  §§178  bis  180  hat  die  Petzvalsche  Formel  mit  dem  Astigmatis- 
mus gamichts  zu  thun;  sie  gilt  zunächst  f&r  die  Spitzen  der  kau- 
stischen Flächen  in  der  Achsennähe;  femer  steht  sie  mit  dem  Vorhanden- 
sein eines  stark  markierten  Blendenmittelpunktes,  in  dem  alle  Haupt- 
strahlen sich  kreuzen,  in  direktem  Widerspruch,  indem,  wie  die  Aas- 
fUhrungen  des  §  180  zeigen,  zu  ihrer  Gültigkeit  angenommen  werden 
mufs,  dafs  in  einem  relativ  weitgeöfheten  Bündel  immer  andere  Strahlen 
von  Brechung  zu  Brechung  die  Rolle  der  Hauptstrahlen  übernehmen. 

An  der  fundamentalen  Bedeutung  dieser  Formel  —  praktisch  wie 
theoretisch  —  kann  man  wohl  heute  nicht  mehr  zweifeln,  denn  in 
der  That  zeichnen  sich  die  Systeme  mit  hervorragender  anastigmatischer 
Bildebenung  dadurch  aus,  dafs  der  Krümmungsradius  ihrer  Bilder  — 
berechnet  nach  der  Petzvalschen  Formel  —  ein  verhaltnismäfsig 
grofser  ist,  etwa  das  vier-  bis  sechsfache  der  Brennweite,  während 
andererseits  diejenigen  Systeme,  bei  denen  die  Ebenung  nicht  erreicht 
ist,  sich  durch  starke  Büdkrümmungen  auszeichnen.  Das  —  wenigstens 
angenäherte  —  Festhalten  der  Petzvalbedingung  mufs  bei  der  Kon- 
struktion von  photographischen  Objektiven  als  ein  wichtiges  Moment 
betrachtet  werden.  Nach  unserer  Ansicht  kann  man  die  Bedeutung 
dieser  Formel  durch  den  Satz  ausdrücken: 

^,Hat  man  in  einem  System  auf  irgend  eine  Weise  innerhalb  eines 
endlichen  Raumwinkels  punkweise  Strahlenvereinigung  erreicht,  so 
ist  innerhalb  dieses  Gebiete  nahezu  Bildebenung  vorhanden,  wenn 
das  System  die  Petzvaslbedingung  erfüllt." 

Die  punktweise  Strahlenvereinigung  mufs  eben  vorausgesetzt 
werden,  wenn  die  Anwendung  des  Petzvalschen  Satzes  einen  Zweck 
haben  soll.  Sie  setzt  voraus  die  Aufhebung  der  sphärischen  Aber- 
ration in  der  optischen  Achse,  die  Erfüllung  der  Sinusbedingung  und 
die  Aufhebung  des  Astigmatismus  bei  endlicher  Neigung  der 
Hauptstrahlen.  Man  kann  z.  B.  die  beiden  AplanatenMlften  leicht 
in  eine  Entfernung  von  einander  bringen,  dafs  der  Astigmatismus 
aufgehoben   ist   und   eine    (wenigstens    angenäherte)   punktweise  Ab- 
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bildung  erzeugt  wird.  Dann  liegt  aber  das  Bild  auf  einer  stark  ge- 
wölbten Fläche.  Wäre  gleichzeitig  die  Petzvalsche  Formel  erföUt^ 
und  damit  der  Krümmungsradius  des  Bildes  im  Scheitel  unendlich 
grofs  gemacht^  so  würde  dieses  bildebnende  Moment  sich  auch  in 
gröfserer  Entfernung  von  der  Achse  geltend  machen  und  ein  für  die 
Praxis  genügend  flaches  Bild  erzeugen. 

Aber  die  Anordnung  der  Glassorten  und  die  gegenseitige  Ab- 
stufung und  Gröfse  ihrer  Brechungsexponenten  beim  Aplanaten  wieder- 
strebt der  Erfüllung  des  Petzvalschen  Satzes.  Insbesondere  fordert 
der  letztere,  wie  wir  schon  §  186  gezeigt  haben,  dafs  zum  Zweck  der 
Achromasierung  das  Crown  (d.  h.  das  Glas  mit  gröfserem  v)  wenig- 
stens bei  einem  einfachen  Achromaten  höheren  Brechungsindex  als 
das  yerwendete  Flint  haben  mufs.  Dem  entspricht  die  Thatsache, 
dafs  fast  alle  modernen  Objektive  mit  anastigmatischer  Bildebenung 
das  hochbrechende  Barytcrown  (nn  =  1,611)  oder  ein  ähnliches  Glas 
enthalten.  Die  Rudolphschen  Sätze  und  die  Ausführungen  y.  Hoeghs 
müssen  als  praktische  Regeln  aufgeMst  werden,  wie  man  den  Astig- 
matismus heben  kann  unter  gleichzeitiger  Erreichung  der  Achromasie 
und  sphärischer  Korrektion  in  und  aufser  der  Achse.  Thatsächlich 
sind  ja  diese  Sätze  auch  Produkte  der  Erfahrungen,  die  beim  Durch- 
rechnen optischer  Systeme  gesammelt  sind. 

316.  Die  AnastigmatkonstmktlQnen  von  P.  Rudolph  (Weitwinkel, 
y^,   dreifach   und   vierfach  verkittete    Satzlinse,   Planar) 


Doublet 


P.  Rudolph:  Weitwinkel- Anastigmat  aus  neuen  Gläsern. 


'2 


r«  = 


re  = 


r«  = 


18,8 
d,  =  1,0 

6,9 
d,  =  2,l 

27,6 

^3  =  6?6 

-  14,2 

d,  =  5,6 

-  8,0 
d,  =  1,0 

-15,6 


fü  =  100, 
Öffhungsverhältnis 


17,8 


Flint  Wz)  =  1,55247 


Crown  nj)  =  1,51832 


Crown  tif)  =  1,57360 


Flint  flu  =  1,53984, 


Fig.  220. 

Aus:  T.  Bohr,  Theorie  und 

Oeichiohte  der  photogra- 

phlschen  Objektive. 
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P.  Rudolph:  Anastigmatdoublet  (1893). 

fü  =  100, 


Öffirnngsverhältnis  ~  • 


Pig.  221. 

Aus :  V.  Kohr ,   Theorie  und      ,*.    ^ 
Geschichto'  der  photog^a-  5 

pbischen  Objektive. 


r^  =      18,0 
d,  =  4,5 
r,  =        8,4 

<^  =  3,2 
y,  =      20,1 

d^  =  4,92 
r^  =  —  23,0 

d,  =  1,4 
-15,2 

rf^  =  l,0 

^6  =      21,9 
<?,  =  2,5 
r^  =  _  25,6 


Flint  nj,  =  1,60644 


Crown  »2,  =  1,51750 


i 


Crown  nn  =  1,60925 


Flint  nn  =  1,51338 
Crown  njy  =  1,60925. 


Anastigmat-Satzlinse. 

fü  =  100, 

OffiiungsTerhältnis  —~~ 

14,4 

r, 14,2 

dl  =  1,7   )  L^ 
r,  =  —    5,5 

dj  =  0,5 

Aus:  V.  Bohr,       „    s)r\  rj 

Theorie  und        ^3  ^^y^ 

Geschichte  _  . 

»s  =  1,4 
U  =  —  12,6 

Die  Vorderblende   hat   einen  Abstand    von    10  mm   von    der   ersten 
brechenden  Fläche. 

Die  Glassorten  sind: 
L^  Erste  Linse:  Silikat-Crown  Ud  =  1,52246,  v  =  46,4. 
Lj  Zweite  Linse:  Baryt-Leichtflint  w^  =  1,56724,  v  =  41,5. 
7^3  Dritte  Linse:  Schwerstes  Baryt-Crown  n^  =  1,6112,  v  =  44,8. 


Fig.  222. 


der  photo- 
graphischen 
Objektive. 
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P.  Rudolph:  Anastigmatlmse,  vierteilig. 

fD  =  100, 


Öf&iungsverhältnis  t|-t- 


r, 14,7     » 

d,  =  \^ 

r,  =      23,4 
d,  =  l,7 

r, 11,2 

d,  =  l,7 

r^ 7,4 

r, 15,4 


Crown  ni)  =  1,51743 


Crown  Hß  =  1,61002 


Fig.  na. 


Ans:  T.  Bohr, 

Crown  no  =  1,51156  OMobiobt«  d«r 

photogra- 
pU8cb«n  Ob- 
jektive. 


Flint  na  =  1,58254. 


Die  Zeichnung  ist  nur  annähernd  genau.    Die  Yorderblende  ist 
1,9  mm  Ton  der  ersten  Flache  entfernt. 


P.  Rudolph:  Planar. 
fj,  =  100, 


ÖffiiungsTerhältnis 


f 


3,3 


ti  =        32,0 

dl  =  5,0 
r,  =      144,1 

z/,  =  0,27 
rj  =      37,6 

rf,  =  5,3 
r^  =  —  45,5 

d,  =  2,7 
r,  =      20,5 

^5  =  11,8 
r,= 20,5 

und  symmetrisch. 


Lj  Crown  nj,  ==  1,56785 


Lf  Crown  no  =  1,56768 


Zj  Mint  no  =  1,57087 
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Nur  Tg  und  rjg  stimmen  mit  den  koireBpondierenden  RAdien  nicht 
genau  llberein;  es  iet  nämlioli 

Tg 32,6 

r,o 33,9. 

Die  Kombinationen  Z.j  +  Z, 
and  L^  -\-  L^  sind  dkcIl  dem  TypuB 
der  byperchromatisetiea  Zersträu- 
aogslinse  gebaut,  denn  die  Tor- 
kitteten  Linsen  haben  fast  denselben 
Flg.  s!i.  Brechungsexponenten,  während  ihre 

^'''''phÖw^pCKh.roi.f^«'''*"*"  Dispersionen  beträchtlich  von  ein- 
ander abweichen. 
317.  H.  D.  T&ylor:  Cooks  lens.  In  Deutschland  wird  dieses  Ob- 
jektiv auch  von  Voigtlaender  und  Sohn  {Aktiengesellschaft)  Braun- 
achweig  verfertigt  und  unter  dem  Namen  „Triple  Änastigmat"  in  den 
Handel  gebracht.  Die  Konstruktionsdaten  nach  der  Patentschrift  von 
1894  sind: 

fD  =  100, 

Öffiiungsverhälinis  j~^  bis     '^ - 

r^  =         14,6     ] 

rf,  =  2,59       Crown  ni,  =  1,61140 

r^ 101^     I 

z/g  =  0,38  ) 

rj 55,9     I 

d^  =  0,46 
r^  =         13,3 


Flint  «/,  =  1,54820 


1012,0  1 
=  1,83       Crown  t?o  = 


Ob  die  heute  Verwendung  findenden  Konstruktionsdaten  mit  deD 
angegebenen  flbereinstimmen,  ist  nicht  bekannt.  Die  Figur  ist  nur 
annähernd  genau. 

Zu  dem  Satze  der  Patentschrift:  while  the  focal  power  of  the 
n^ative  lens  is  made  as  closely  equal  to  the  combined  focal  powers 
of  the  two  positive  lenses  as  is  found  necessarj  to  the  complete  fiat- 
tening  of  the  final  imt^e  or  field  „of  view",  macht  v,  Rohr  S,  238 
die  Anmerkung,  dafs  H.  D.  Taylor  wohl  Kenntnis  von  einer  dem  Petz- 
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valsclieii  Gesetze  analogen  Beziehung  besaTs.  Der  Ansdmck  ^/ocal 
power^^  einer  Linse  ist  allerdings  nicht  ganz  klar,  denn  die  reziproke 
Brennweite  der  Linse  ist  damit  nicht  gemeint ,  wie  eine  einfache 
Durchrechnung  zeigt.  Dagegen  ist  bemerkenswert,  dafs  die  PetzYalsche 
Bedingung  genügend  erfüllt  ist,  etwa  in  dem  MaTse,  wie  bei  den 
meisten  modernen  Anastigmaten.  Der  Krümmungsradius  im  gemein- 
samen Scheitel  der  Bildflächen  beträgt  etwa  das  Vierfache  der  Brenn- 
weite. Betrachtet  man  die  Linsen  genauer,  so  erkennt  man,  dafs 
Taylor  unter  „Fokalkrafk'^  einer  Linse  mit  den  Badien  r^  und  r,  den 

Ausdruck 

1  __  i 

versteht  und  sein  Eonstruktionsprinzip  in  der  Gleichung 

besteht.  Diese  letztere  Gleichung  hat  allgemein  gar  keine  theoretische 
Berechtigung.  Man  kann  aber  nachweisen,  dafs  sie  unter  der  Vor- 
aussetzung Yon  Brechungsexponenten  zwischen  1,  5  und  1,6  eine  sehr 
praktische  Näherungsformel  für  die  Petzvalsche  Gleichung  ist.  Wir 
wollen  dies  an  einem  Beispiel  zweier  dünnen  Linsen  näher  zeigen. 

Für  die  erste  Linse  seien  r^,  r^,  n^  Radien  und  Brechungsex- 
ponent, für  die  zweite  r,,  r^  und  n^.  Dann  ist  der  Krümmungsradius 
des  Bildes  für  ein  planes  Objekt  nach  der  Petzralschen  Formel: 

1   _(n, -1)  (n,-l) 

'  wo 

'  x.  = 

1         1 

Ist  nun  nach  dem  Taylorschen  Konstruktionsprinzip 

(1)  x,  +  x,  =  0 

SO  wird: 

Nehmen  wir  die  Linsen  als  yerschwindend  dünn  an,  was  in  erster 
Näherung  auch  für  das  Taylorsche  Objektiv  stimmen  dürfte,  und 
setzen  ihre  Brennweiten  gleich  f^  und  /*,,  so  ist: 

_  =  (ni  —  1)  xi,         ^^-  =  (m2  —  1)  7C„ 

und  für  die  Brennweite  /'  der  Kombination  hat  man,  wenn  die  Ent- 
fernung der  beiden  Linsen  e  ist: 

1  1    I    } ^ 
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Setzen  wir^  um  an  einem  einfachen  Fall  zu  exemplifizieren;  z.  B. 
e  =  -^,  so  ist: 

oder  Zufolge  (1): 

£  _        /     !*?  _  1\ 

f         ^v^        2         2/ 

Hieraus  folgt: 

2 

^  — /•(2n,-n,-l)* 

Demnach  wird  Gleichung  (2) 

^  ^  2  (ni  -  n,) 

Dieser  Wert  Yon  R  giebt  also  den  Krümmungsradius  an,  der  noch 
vorhanden  ist^  wenn  nicht  die  Petzyalbedingung  erfüllt,  sondern  das 
Taylorsche  Konstruktionsprinzip  befolgt  ist.  lieber  die  Gröfse  der 
Brennweiten  f^  und  f2  der  Einzelsysteme  haben  wir  hier  gar  keine 
Annahmen  gemacht.     Setzt  man  etwa 

Wi  =  1,60 

^2  =  1,55 

so  wird: 

P        /-■  1,60   1,55   0,65         .^. 

Der  Krümmungsradius  ist  also  gleich  dem  sechzehnfachen  der  Kom- 
binationsbrennweite, wodurch  eine  weitgehende  Ebenung  bezeichnet 
wird. 

Für  ein  beliebiges  System  kann  der  Petzvalsche  Satz  geschrieben 
werden: 

Der  bei  Erfüllung  des  Taylorschen  Konstruktionsprinzips  noch  übrig 
bleibende  Krümmungsradius  ist: 

^i  n 

318.  Steinheil:  Orthostigmat  Typus  II,  übereinstimmend  im  Typus 
mit  dem  CoUinear  von  Voigtlaender  und  Sohn. 

Daten  nach  der  Patentschrift  D.  R.  P.  88505  von  1893. 

Die  Anordnung  der  Radien  stimmt  überein  mit  der  in  Fig.  208. 

fD  =  100. 
r^  =      35,0 

r^  =  —  28,3 


steinheil:  Orthostigmat  Typus  II. 
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d^  =  5,1 
rj  =  —  15,8 

r/j  =  0,8 
r,  =       41,0 

J^  =  10,12 
r^  =  -  41,0 

und  symmetrisch. 

Glassorten  sind: 
L^i  Schwerstes  Baryt-Crown  n^  =  1,61003;  v  =  44,6. 
L^\  Crown  mit  hoher  Dispersion  W/)  =  1,51874;  v  =  41,6. 
ig:  Baryt-Leichtflint:  »/>  =  1,56370,  v  =  39,2. 

Ob  nach  den  angegebenen  Daten  noch  heute  fabriziert  wird,  ist 
nicht  bekannt. 

Die  Daten  für  das  Apochromat-Collinear  von  Harting  haben  wir 
in  §  303  bereits  gegeben. 

Nach  Dr.  R.  SteinheU  weichen  die  neuesten  Ausführungen  von 
den  Angaben  der  Patentschrift  ziemlich  stark  ab.  Die  neuesten  Kon- 
struktionsdaten sind: 

F 


Orthostigmat 


6,8 


Brennweite  100  mm. 
ri  =       29,23 

(?i  =  3,94  Li 

r, 22,74  , 

d,  =  3,94  \  ^ 

r3  =  - 12,70  1  ' 

^8  =  0,88  I  ^ 

r,=      31,71  J  ' 

t  =  4^ 
und  symmetrisch. 


Glassorten: 


Linse  L^:  Crown  mit  hoher  Dispersion: 

nj,  =  1,60971 
nG  =  1,62522. 

Linse  L^:  Crown  mit  hoher  Dispersion: 

n^  =  1,53850 
no  =  1,55147. 
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Linse  L^:  Baryt-Leichtflint: 
n^  =  1^7172 
Hg  =  1,58772. 

Die  astigmatischen  Differenzen  jd,  d.  li.  hier  die  Yereinigungs- 
weite  der  Meridionalstrahlen  vermindert  nm  die  der  Sagittalstrahlen, 
sind  far  verschiedene  Strahlenneigungen  o  durch  folgende  Werte  ge- 
geben: 


«0 

6« 

10« 

15« 

20« 
2,165 

25« 

30« 

36« 
—  4,464 

40« 

J 

1,190 

1,455 

1,669 

2,210 

1,268 

—  9,487 

319.  Objektive  mit  anastigmatisoher  Bildebennng  aus  der  Werk- 
statt von  P.  &oerz  (Doppelanastigmat,  Objektiv  aus  vier  getrennten 
Linsen). 


4 


'2 


1)  Doppelanas tigmat  von  Goerz.  Serie  III  (berechnet  von  v.  Hoegh). 

fn  =  100. 

Daten  nach  Mitteilung  von  P.  Goerz. 

r^  =       21,8097 
rfi  =  3,6397 
r^ 33,8187 

dj  =  1,1432 
rj  =         8,5392 
d.  =  2,1986 

Fig.  M6. 

Aus:  ▼.  Bohr,  Theorie  und     ^A  "=  22,2043 

GoBchicbte  der  photogra-  .  c  jcL-t  n 

phischen  Objektive  jd^  =  0,40lU 

rg  =  —  22,2043 
und  symmetrisch. 

Glassorten  sind: 
Li  Schwerstes  Baryt-Crown:  no  =  1,6125,  n^?' =  1,62635. 
4  Baryt  Leichtflint:  12^  =  1,5478,  nö'  =  1,56101. 
Z,  Süikat-Crown:  n^  =  1,5117,  nö'  =  1,52266. 

Die  Figur  ist  nur  annähernd  genau. 

Die  angegebenen  Daten  zeigen  nicht  unbedeutende  Abweichungen 
von  denen  in  der  Patentschrift. 

2)  E.  V.  Hoegh.     Symmetrisches    Objektiv   mit   anastigmatischer 
Bildebenung,  bestehend  aus  vier  einzebien  getrennten  Linsen. 


Neue  anafltigmatiflche  Objektive  von  P.  Rudolph. 
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Daten  nach  y.  Rohr  S.  492. 
fv  =  100. 
OffiiungsYerhältnis 
r,  =       24,4       I 


f 

7 


0 


dl  =  2,0         4 


r, : 63,8 

^8  =  0,7 
rj  =  —  36,6 

d,  =  0,9 
r,  =      29,6 

^^  =  6,0 
rs 29,6 

und  symmetrisch. 

Glassorten  sind: 
Lj  Schwerstes  Baryt-Crown:  »/>  =  1,6112,  v  =  45,9. 
Li  Borosilikat-Flint:  hd  =  1,5356,  v  =  39,1. 

Die  Blende  st«ht  in  der  Mitte  zwischen  L,  und  L,. 

320.  Neue  anastigmatische  Objektive  von  P.  Rudolph  aus  mehreren 
getrennten  Linsen  bestehend.  Daten  nach  der  englischen  Patent- 
schrift Nr.  24089  vom  Jahre  1899  (vergL  auch  §  312).  1)  Sphärisch 
und  chromatisch  korrigiertes  Objektiv  mit  nahezu  vollkommener 
anastigmatischer  Bildebenung,  bestehend  aus  drei  einzelnen  Linsen. 

/i  =  l. 
Öfihungsverhältnis 

r,  =  —  0,145       I 

(7,  =  0,007        Zi 
r, 0,967       I 

^,  =  0,010 
r, 0,339 

d,  =  0,015 
r^=—  0,189 

^,  =  0,005 
r,  =  -  2,418 

fZj  =  0,019 

r,  =  -  0,214 

Die  Vorderblende  steht  0,015  vor  der  ersten  Linse  (Zj). 

1)  In  neuerer  Zeit  Lei  C.  P.  Goerz  noch  bedeutend  lichtstarker  (bis  -  | 
ausgeführt.  ^       ^'^^ 


t 
8 


496 


Neunzehntes  Kapitel:  Die  photographischen  Objektive. 


Glassorten   (unter  n^j,   ist   ify-Linie    des  Wasserstoffspektrums 
verstanden). 


ni,  1^7740 

«j.  1^8734 

nsi  1^9571 

^**     0,03171 


's 


no  —  l 

«1?  —  tio 


0,543 
0,457 


1,51790 
1,52396 
1,52884 

0,02112 

0,554 

0,446 


1,61232 
1,61996 
1,62614 

0,02257 

0,553 

0,447 


2)  Sphärisch  und  chromatisch  korrigiertes  Objektiv  mit  anastig- 
matischer Bildebenung. 

/•/)=1. 

Öfenngsverhatnis  {-  • 
r,  =  +  0,207 

dj  =  0,035    [  4 
r, 1,174 

J^  =  0,021 
r, 0,463 

dg  =  0,014    [  4 
r,  =  +  0,211 

J^  =  0,042 

r6  =  — 0,345 

dj  =  0,014 
rg  =  —  0,463 

^j  =  0,001 

r, 1,726       I 

d,  =  0,035       Lt 
»•g  =  —  0,314       I 

Das   Objektiv   besteht  aus   vier   einzelnen   in   Luft   befindlichen 
Linsen: 


A 

Z, 

4 

i* 

fiD   1,59119 

1,57970 

1,51147 

1,61091 

np  1,59800 

1,58953 

1,51710 

1,61852 

nai   1,60344 

1,59779 

1,52159 

1,62469 

Neue  anastigmatische  Objektive  von  P.  Rudolph. 
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dn 


nn- 

-1 

flF  — 

•W/) 

«Gl  - 

-nj) 

noi  — 

fif 

«6-1- 

-rin 

0,02072 


0,556 


0,444 


.0,03120 


0,544 


0,457 


0,01979 
0,556 


0,444 


0,02226 


0,552 
0,448 


3)  Sphärisch  nnd  chromatisch  korrigiertes  Objektir  mit  anastig- 
matischer Bildebenung  mit  vermindertem  sekundären  Spektrum. 

Öffnungsverhältnis  --  ■ 


6 


r^  =  +  0,194 

dl  =  0,032 
rsj  =  -  0,971 

^8  =  0,016 
r,  =  -  0,421 

rfj  =  0,013 
r^  =  -\-  0,194 

J^  =  0,038 
rj  =  —  0,485 

rfj  =  0,010 

re  =  +  0,142 
dg  =  0,029 

»•7  ==       00 

j^  =  0,001 

r«  =  +  1,618 
dg  =  0,016 

rg  =  -  0,314 


^1 


L, 


L.. 


Das  Objektiv  ist  aus  fünf  Linsen  zusammengesetzt,  von  denen 
die  dritte  und  vierte  (£,  und  L^  mit  einander  verkittet  sind,  während 
die  drei  übrigen  sich  in  Luft  befinden. 

Glassorten: 


L,==L, 

ij          i, 

h 

no   1,52655 

1,52149 

1,61210 

tiF  1,53259 

1,52859 

1,61945 

nai    1,53747 

1,53436 

1,62539 

Gleichen,  optieche  Abbildungilehro. 

32 
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^n 


no- 

1 

np — 

■fii) 

W(?i- 

-flD 

Wöi  — 

-  flf 

0,02074 
0,553 


0,447 


0,02468 
0,552 


0,448 


0,02171 


0,553 
0,447. 


A 


Wie  man  aus  den  angegebenen  Zahlen  erkennt^  zeigen  die  yer- 
wendeteti  Glassorten  fast  genau  proportionalen  Gang  des  Spektrums. 

4)  Sphärisch  und  chromatisch  korrigiertes  Objektiv  mit  anastig- 
matischer Bildfeldebenung. 

r,  =  +  0,281 

rfi  =  0,047 
r, 1,874 

z/,  =  0,023 
r,  =  —  0,628 

rf,  =  0,019 
r^  =  +  0,286 

J^  =  0,076 

r5=— 0,469 

d^  =  0,019 
rj  =  —  0,422 

^g  =  0,002 
r^  =  —  2,343 

(1^  =  0,014 
r8  =  + 0,506 

dg  =  0,033 
r,  =  —  0,506 

Das  Objektiv  bestellt  ans  fünf  Linsen,  von  denen  die  vierte  und 
fünfte  mit  einander  verkittet  sind,  während  sich  die  übrigen  in  Luft 
befinden. 

Z»!  ==  Xj  Z<j  =  üj  =  i/4       • 

ttD   1,61091  1,57311 

np   1,61852  1,58264 

nff,  1,62469  1,59063 


A 


/^4 


Lr.» 
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^**      0,02256  0,03057 


W/,- 

1 

flF  — 

flD 

Wtfi- 

-no 

Wöi- 

'  np 

nrji  — 

-flD 

0,552  0,544 

0,448  0,456. 
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Zwanzigstes  Kapitel. 
Das  Spektroskop.     Photometrisehe  Instramente. 

A.   Das  Spektroskop. 

321.  Strahlengang  im  Spektroskop.  Die  optische  Theorie  der 
Spektroskope  und  Spektralapparate  ist  identisch  mit  der  Theorie  der 
Lichtbrechung   durch   Prismen  und   Prismensysteme.    In   dieser  Be- 


Flg.  287. 

Ziehung  müssen  wir  auf  die  Kapitel  4  und  13  verweisen.    Hier  soll 
nur  der  Strahlengang  in  einem  Spektroskop  dargestellt  werden. 

Wie  wir  sahen^  sind  nur  parallelstrahlige  Lichtbändel;  die  ein 
Prisma  oder  ein  Prismensystem  im  Minimum  der  Ablenkung  durch- 
dringen^  frei  von  Astigmatismus.  Aus  diesem  Grunde  bedient  man 
sich  solcher  Bündel  in  den  Spektroskopen.  In  Fig.  227  ist  bei  S  ein 
Spalt;  parallel  zur  brechenden  Kante  R.  Dieser  Spalt  steht  im  Brenn- 
punkt der  Linse  Ä,  so  dafs  die  yon  S  ausgehenden  Strahlen  nach 
der  Brechung  durch  die  Linse  Ä  parallel  auf  das  Prisma  fallen.  Wir 
wollen  homogenes  Licht  vom  Brechungsexponenten  Hd  etwa  voraus- 
setzen und  annehmen;  dafs  für  diese  Farbe  das  Prisma  im  Minimum 
der  Ablenkung  sich  befindet,  dann  tritt  der  Strahlencylinder  frei  von 
Astigmatismus  aus  dem  Prisma  aus  und  gelangt  nun  in  das  aus  den 
Linsen  D  und  K  zusammengesetzte  astronomische  Fernrohr;  in  dessen 
Fokalebene  ein  vollständig  scharfes  Bild  von  S  zustande  kommt. 
Nimmt  man  nun  an,  das  durch  S  dringende  Licht  sei  nicht  homogen^ 
das  Prisma  aber  für  n^  im  MininfUm  der  Ablenkung  eingestellt,  so 
sieht  ein  Beobachter^    streng  genommen,    durch   das   astronomische 
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Fernrohr  nur  den  dem  Exponenten  rtn  entsprechenden  Teil  des  Spek- 
trums scharf,  weil  ja  ein  Prisma  nur  für  eine  Farbe  genau  im  Minimum 
der  Ablenkung  stehen  kann.  Den  Spektroskopen  mit  festen  Prismen 
sind  also  diejenigen  vorzuziehen,  bei  denen  das  System  von  Prismen 
durch  einen  automatisch  wirkenden  Mechanismus  so  in  seiner  Lage 
verändert  wird,  dafs  nach  einander  die  Strahlen  aller  Farben  immer 
im  Minimum  der  Ablenkung  in  das  astronomische  Femrohr  und  damit 
in  das  Gesichtsfeld  des  Beobachters  gelangen.  (Vergl.  H.  Kriiss: 
Automatische  Spektroskope.  Zeitschrift  für  Instrum.  VIII,  Nov.  1888 
und  Festschrift  der  Math.  Gesellschaft  zu  Hamburg,  1890.) 

322.  Die  Dispersion.  Für  ein  Prisma  hat  man  zufolge  der  Fig.  227, 
wenn  man  die  Einfallswinkel  mit  a,  die  Brechungswinkel  mit  ß,  die 
brechenden  Winkel  der  Prismen  mit  6  und  den  Winkel,  den  der  aus- 
tretende Strahl  mit  dem  einfallenden  bildet,  mit  o}  bezeichnet: 

sin«,  =  nsin/Si 
sin /3g  =  nsinctg 

ft  +  «2  =  ^^1 

Differentiiert  man  diese  Gleichungen,  indem  man  a^  und  6^  konstant 
läfst,  so  erhält  man,  wie  wir  schon  §  161  sahen,  den  Dispersionswinkel 

do,  =  dßa  =  dn-  ~  ö — - 


COS  ßi  COS  ß^ 

Für  den  Fall  der  Minimumablenkung  hat  man 

«l=/'2 


A  =  «2  =  Y 

do,  =  2dn — ~  ' 

Bei  einer  gröfseren  Anzahl  von  Prismen   mögen  tfg,  «s;  ft;  ^i  ^^^  ßi 
analoge  Bedeutung  haben,  wie  für  den  Fall  eines  Prismas.    Die  Winkel 
welche  die  zugewandten  Prismenflächen  mit   einailler  bilden,   sollen 
mit  iTi,  Tg  u.  s.  w.  bezeichnet  werden. 
Dann  hat  man: 

Prisma  I.  «^  ==  const. 

sin  ff  1  =  nsinß^ 

sin  ß^  =  71  sin  a^ 

Prisma  IL     i3.2  -|-  Og  =  t^ 

sin  «3  =  71  sin  ß^ 
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ft  +  «4  =  <^2 
U.  8.  W. 

Durch  die  DiflFerentiation  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Winkel  0  und  r 
konstant  läfst: 

I.    dai=0 

sin/3i  dn  +  n  cos/Jj  rf/Jj  =  0 

cos /3g  d/Jjj  =  sincUj  dn  +  n  cosag  ^^'^2 

IL    dßi  +  da^=0 

cosccg  dcfj  ==  sin/Jj  dn  +  w  cos/S,  d/9j 

008ß^dß^=  sina^dn  +  nco&a^dcc^ 

dß^  +  dcc^  =  0  u.  s.  w. 

Aus   diesen  Gleichungen   ergiebt  sich  die  Dispersion  d(o^  nach 
der  Brechung  durch  m  Prismen  in  folgender  Form: 

,  7     r  •  COB«,  COBOr.  .  .  .  COSCif-,,,     ,  COSOf.  cosa«  . .  .  C08a,_,     , 

dm,  =  dn  sineri ä-    -/ /  '  +  <^2-  -r — 5^ ö^  H 

''»  L  *  cospi  cosp, . . .  cos/J,„,     •       ^  cospj  cosp^ .  .  .  C08p,,„     ' 

Für  das  Minimum  der  Ablenkung  wird 


ftw-l          ^m           2 

ß%tH            ^2wi  -  l 

ipersion 

~  .     (?,              ,     ff, 

8in  J         8m  ^; 

ein':;'*  " 

d<o^=  2dn 

2      .           2 

_C08p,       '      COSj?^ 

H L 

323.  Auflösung  der  Linien  im  Spektrum.  Wir  wollen  annehmen, 
dafs  das  Licht  von  einer  Fraunhoferschen  Linie  X  durch  ein  Prismen- 
system die  Ablenkung  o^  erfahren  habe,  und  genau  achsenparaliel 
das  astronomische  Femrohr  durchdringt,  und  ebenso  sei  cd  -{-de}  die  Ab- 
lenkung für  eine  andere  benachbarte  Linie  Y.  Die  von  Y  kommenden 
Strahlen  bilden  mit  der  Fernrohrachse  den  Dispersionswinkel  rfo^, 
ehe  sie  ins  Femrohr  treten.  Im  Gesichtsfeld  erscheine  die  Linie  Y 
von  der  Linie  X  um  den  Winkel  rfo^^,  entfernt,  dann  ist,  wenn  v  die 
Vergröfserung  des  Femrohrs  bedeutet: 

d(ü]^^=V'dco,,^. 

Damit  nun  die  Linien  X  und  Y  getrennt  erscheinen,  mufs  da>^^ 
mindestens  gleich  dem  physiologischen  Grenz winkel  s  sein,  den  man 
zu  einer  Winkelminute  im  Mittel  annehmen  kann.    Ist  also  die  Dis- 
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persion  d&^  bekannt,  so  kann  man  aus  der  letzten  Gleichung  die  an- 
zuwendende Vergröfserung  des  Fernrohrs  berechnen.  Um  z.  B.  die 
Fraunhoferschen  Linien  G  und  H  zu  trennen,  ist  eine  SOfache  Ver- 
gröfserung nötig,  wenn  in  diesem  Falle  dcj^  =  2  Winkelsekunden  ist. 
Auf  die  speziellen  Einrichtungen  der  Spektroskope  für  die  ver- 
schiedenen Zwecke  (Bestimmung  yon  Brechungsexponenten ,  Spektral- 
analyse u.  s.  w.)  können  wir  hier  nicht  näher  eingehen  und  müssen 
auf  die  diesbezüglichen  Spezialwerke  verweisen. 

« 

B.   Die  Fhotometer. 

324.  Fhotometer  von  Bouguer  und  Rumford.  In  seinem  „Traite 
d^optique"  beschreibt  Bouguer  zwei  Formen  von  Photometem  primitiv- 
ster Art.  Bei  dem  ersteren  bestrahlen  die  zu  vergleichenden  Licht- 
quellen zwei  geölte  Blättchen,  die  von  der  anderen  Seite  aus  durch 
den  Beobachter  beschaut  werden.  Erscheinen  die  Blättchen  gleich 
hell,  so  verhalten  sich  die  Lichtstärken  umgekehrt  wie  die  Quadrate 
der  Entfernungen  der  Blättchen  von  den  Lichtquellen. 

Das  Photometer  der  zweiten  Art  besteht  aus  zwei  auf  der  einen 
Seite  mit  kleinen  Öfibungen  versehenen  Röhren,  die  auf  den  anderen 
Seiten  mittels  Ölpapier  geschlossen  sind.  Durch  eine  Schiebvorrich- 
tung kann  das  eine  Rohr  verlängert  resp.  verkürzt  werden.  Der  Be- 
obachter bringt  vor  jedes  Auge  die  kleine  Öffnung  und  schaut  so 
gleichzeitig  nach  zwei  erleuchteten  Flächen.  Erscheinen  die  Ölpapiere 
gleich  hell,  so  verhalten  sich  die  Lichtstärken  umgekehrt  wie  die 
Rohrlängen. 

Das  von  Ritchie  verbesserte  Bouguersche  Photometer  (Trans- 
actions  of  the  R.  Soc.  of  Edinburgh  Vol.  10)  besteht  aus  einem 
reditwinkligen  Kasten  AB,  in 'dem 

sich  oberhalb  eine  OSnxmg  CD  be-  ^  r|  iT   1/*  ß 

findet,    die   mit  geöltem   Papier   ge- 


schlossenist. Unterhalb  dieser  Öffnung  /      \^  ^ 

im  Linem  des  Kastens  sind  zwei  unter  /*  6^ 

dem  Winkel  FEG   zu   einander  ge-  Fig.  828. 

neigte  Spiegel  EF  und  EG  aufgestellt, 

die   das   von   den  Lichtquellen  P  und  Q   kommende  Licht   auf  CD 

reflektieren,   wo   jetzt   also  die  beiden  Photometerplatten  aneinander 

stofsen  und  so  die  Gleichheit  der  Helligkeiten  besser  festgestellt  werden 

kann. 

Das  Rumfordsche  Schattenphotometer  (Philos.  Trans,  of  the 
R.  Society  of  London,  1794,  p.  67)  ist  dem  Prinzip  nach  auch  von 
Lambert  benutzt.  Zwei  Lichtquellen  bestrahlen  eine  weifse  Wand, 
vor  der  sich  in  einiger  Entfernung  ein  Stab  befindet,  der  zwei  Schatten 
wirft.     Erscheinen  diese  Schatten  gleich  hell,  so  verhalten  sich  die 
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.  Lichtstärken  umgekehrt  wie  die  Quadrate  ihrer  Entfernungen  yon  den 
Schatten,  die  sie  bestrahlen. 

325.  Das  Bnnsensclie  Photometer.  Das  Bunsensche  Fleckphoto- 
meter (Pogg.  Ann.  Jubelband  p.  234)  besteht  aus  einem  kleinen 
Papierschirm  AB  mit  einem  Fettfleck  G,  Befinden  sich  auf  der  durch 
C  gehenden  im  AB  senkrechten  Achse  die  beiden  Lichtquellen  P 
und  Q,  so  wird  ein  nach  C  schauendes  Auge  den  Fleck  nicht  wahr- 
nehmen^ wenn  er  im  durchscheinenden  Lichte  dieselbe  Helligkeit  hat 
wie  der  Schirm  im   diesseits  reflektierten  Lichte.     Die  Lichtstärken 

von  P  und  Q  verhalten  sich 


C 

e- 


dann  wie  ((7Ö)2  zu  (CP)^  Bei 
ß  verschieden    gefärbten    Licht- 

'  quellen    findet    kein   vollkom- 

'^  menes  Verschwinden  statt.  Über 

Fig.  229.  die    Verwendung    dieses    In- 

strumentes für  die  technische 
Photometrie  vergl.  H.  Krüss,  Elektrotechnische  Photometrie,  1886, 
Hartleben,  Wien-Leipzig.  Genau  genommen  soll  man  so  einstellen, 
dafs  der  Fleck  auf  beiden  Seiten  des  Papierschirms  gleich  matt^)  er- 
scheint (verschwinden  kann  er  nicht  gleichzeitig  auf  beiden  Seiten 
infolge  der  Lichtabsorption  der  geölten  Papierstelle).  Hefher-Alteneck 
und  E^rüss  (siehe  oben)  haben  Spiegel  und  Prismakombinationen  an- 
gegeben, die  gestatten,  die  beiden  Seiten  des  Schirms  dicht  neben 
einander  zu  beobachten. 

326.  Gleichheltsphotometer  von  Lnmmer-Brodhnn.  (Lummer  und 
Brodhun:  Zeitschr.  f.  Instrum.  Bd.  9  (1889),  Bd.  10  (1890),  Bd.  12 
(1892)  und  Bd.  16  (1896).)    (Fig.  230.) 

Auf  der  Achse  PRQ  befinden  sich  die  zu  vergleichenden  Licht- 
quellen P  und  Q,  welche  die  beiden  Seiten  des  bei  R  achsensenkrecht 
aufgestellten  undurchsichtigen  Schirmes  beleuchten,  A  und  B  sind 
zwei  rechtwinklige  Glasprismen,  von  denen  das  erstere  eine  kugel- 
förmige Oberfläche  hat  mit  einem  ebenen  Anschliff  bei  cd^  der  fest 
gegen  die  Hypotenusenfläche  des  zweiten  Prismas  geprefst  ist.  In 
das  Auge,  das  durch  die  Lupe  L  gegen  cd  schaut,  gelangt  nun  Licht 
von  der  Schirmseite  l  aus,  das  von  dem  Spiegel  a  reflektiert  wird 
und  durch  die  Kathete  des  Prismas  A  gehend  cd  in  Richtung  nach 
L  hin  durchdringt.  Die  andere  Schirmseite  X  wird  durch  den  Spiegel  h 
in  das  Prisma  B  geworfen  und  an  der  Hypotenuse  desselben  total 
reflektiert  und  gelangt  auf  diese  Weise  nach  L.  Nur  an  der  Stelle  cd 
kann  keine  totale  Reflexion  eintreten,  da  er/  nicht  an  Luft,  sondern 
an  das  Prisma  A  grenzt.   Die  kleine  Fläche  cd  bildet  gewissermafsen 


1)  Carls  Report.  Bd.  18  (1882),   Krüss:    Zwei  Sätze  über  das  Bunsensche 
Photometer. 
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einen  „idealen"  Fettfleck.  Sind  die  Entfernungen  der  Lichtquellen 
P  und  Q  so  eingericMet,  das  l  und  X  gleich  hell  sind,  so  verschwindet 
die  Anschliffstelle  cd  fiir  dafs  Auge  in  L  und  die  ganze  Hypotenuse 
des  Prismas  B  erscheint   gleichmäfsig  beleuchtet.     Die  Lichtstaxken 


Ä 


A 


a 


Fig.  2S0. 


z 


verhalten  sich  wieder  umgekehrt  wie  die  Quadrate  ihrer  Entfernungen 
vom  Schirm  bei  ü.  Die  Messungen  sind  im  Mittel  bei  10  Be- 
obachtungen auf  y^^o  richtig;  sodafs  dieses  Instrument  hinsichtlich 
der  Genauigkeit  der  Resultate  den  vorher  beschriebenen  überlegen  ist. 

Noch  bessere  Resultate  soll  das  auf  einer  ähnlichen  Einrichtung 
beruhende  Kontrastphotometer  liefern  (Zeitschr.  f.  Instr.,  Lummer  u. 
Brodhun,  1889,  Dez.-Heft),  bei  dem  nicht  die  gleiche  Helligkeit 
zweier  Flächen  konstatiert  wird,  sondern  der  gleiche  Grad  des  Kon- 
trastes, den  sie  einer  dritten  Fläche  gegenüber  bilden. 

Beim  Vergleich  verschieden  gefärbter  Flächen  wird  das  „Schärfe- 
prinzip'' benutzt,  wonach  Helligkeiten  verschiedener  Farben  als  gleich 
zu  setzen  sind,  wenn  sie  dieselben  Details  zu  erkennen  gestatten 
(kleine  Schrift  auf  den  Photometerplatten  u.  s.  w.).  Derartige  Instru- 
mente sind  insbesondere  von  Leonh.  Weber  ausgebildet  worden  (Weber: 
Wiedemann  Ann.  Bd.  20  p.  326  und  Zeitschr.  f.  Listr.  Bd.  11  [1891]). 
Vergl.  femer:  Th.  Stevensohn:  Die  Illumination  der  Leuchttürme. 
Deutsch  von  Nehls,  p.  138  ff.  L.  Simonoff:  Sur  un  photometre  optique. 
F.  H.  Hähnlein:  Über  Lichtmessung.     Dingl.  Joum.  244,  S.  54. 

327.  Die  Photometer  von  Herschel  und  Steinheil.  Die  Photo- 
metrie der  Gestirne  hat  eine  grofse  Anzahl  von  Photometem  geschaffen, 
bei  denen  die  verschiedensten  Konstruktionsprinzipien  sich  finden.  Viele 
von  diesen  Instrumenten  sind  nur  in  sehr  geringem  Umfange  benutzt, 
andere  dagegen,  wie  die  von  Steinheil,  Pickering,  Zöllner,  sind  eng 
verknüpft  mit  dem  Aufschwung  der  modernen  Astrophotometrie.   Eine 
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selur  erschöpfende  Darstellung  aller  dieser  Typen  findet  man  in  dem 
Quellenwerk  „Die  Photometrie  der  Gestime^^  von  Gr.  Müller,  Leipzig. 
Wir  beschranken  uns  im  folgenden  auf  eine  kurze  Charakteristik  der 
verschiedenen  Ausführungsformen. 

Das  Astrometer  von  Herschel  (Results  of  astron.  observ. 
made  during  1834 — 1838  at  the  Cape  of  good  Hope,  London  1847, 
p.  353  u.  f.).  Herschel  verglich  mit  blofsem  Auge  einen  Fixstern 
mit  dem  punktförmigen  Mondbilde,  das  durch  eine  Linse  von  kurzer 
Brennweite  in  deren  Fokus  erzeugt  wird.  Die  Helligkeit  der  Ver- 
gleichslichtquelle (des  punktförmigen  Mondbüdes)  wurde  dadurch  ver- 
änderlich gemacht,  dafs  das  Auge  des  Beobachters  sich  ihr  näherte 
resp.  von  ihr  entfernte,  um  unmittelbar  vergleichbare  Resultate  zu 
erhalten,  mufsten  die  Mondphasen  berücksichtigt  werde,  wodurch  die 
Genauigkeit  der  Messungen  nicht  unwesentlich  beeinflufst  wurden.  War 
für  zwei  Fixsterne  die  Helligkeit  mit  dem  punktförmigen  Mondbild 
gleich  gemacht,  so  verhalten  sich  ihre  Helligkeiten  umgekehrt  wie  die 
Quadrate  der  Abstände  des  Auges  von  dem  Yergleichsstem  bei  beiden 
Messungen. 

Bei  der  Beurteilung,  ob  zwei  Photometerplatten  gleich  hell  sind, 
bildet  die  spezifische  Färbung  der  zu  messenden  Lichtquellen  einen 
störenden  Umstand.  Insbesondere  hat  H.  Erüss  Photometer  für  die 
Technik  konstruiert,  bei  denen  diese  Störung  zum  grofsen  Teü  ver- 
mieden wird,  indem  die  eine  Platte  nur  Licht  von  der  einen  Licht- 
quelle, die  andere  aber  ein  Gemisch  beider  empfangt,  wodurch  die 
FarbendifFerenzen  sehr  verringert  werden. 

Das  Steinheiische  Prismenphotometer  (Denkschriften  der  K.  Bayr. 
Akad.  der  Wiss.  Math.-phys.  Kl.,  Bd.  2,  1836)  hat  dadurch  eine  histo- 
rische Bedeutung  erhalten,  dafs  mit  ihm  Seidel  die  ersten  genaueren 
Messungen  über  die  Helligkeit  der  Fixsterne  vorgenommen  hat.  Mittels 
einer  Prismenkombination  werden  gleichzeitig  die  beiden  zu  ver- 
gleichenden Sterne  ins  Gesichtsfeld  gebracht,  wobei  das  Objektiv  des 
verwandten  Femrohrs  in  zwei  Hälften  zerschnitten  ist,  die  sich  un- 
abhängig von  einander  dem  gemeinschaftlichen  Okular  nähern  lassen. 
Dabei  werden  nicht  die  Lichtpunkte,  als  welche  die  Fixsterne  er- 
scheinen, sondern  die  Zerstreuungskreise  bei  unscharfer  Einstellung 
hinsichtlich  ihrer  Helligkeit  mit  einander  verglichen.  Sind  die  Hellig- 
keiten der  Zerstreuungskreise  gleich  gemacht  und  mufste  dabei  die 
eine  Objektivhälfte  um  a,  die  andere  um  a  aus  der  Lage  der  Scharf- 
einstellung bewegt  werden,  so  ist  f -">  j  das  Verhältnis  der  Stemhellig- 
keiten. 

328.  Methode  der  Blenden.  Nach  (129  a)  S.  241  ist  die  Helligkeit 
punktförmiger  Objekte  proportional  der  Öffnung  der  Eintrittspupille  des 
Sehapparates  (bewaffnetes  Auge),  also  beim  Gebrauch  von  Fernrohren 
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mit  gleicher  Vergröfserung  im  allgemeinen  der  ObjektivöfiFnung,  so- 
lange keine  unmotivierten  Abblendongen  in  denselben  stattfinden. 
Betrachtet  man  also  zwei  verschieden  helle  Fixsterne  durch  zwei 
gleiche  Femrohre,  so  kann  man  durch  Verkleinerung  der  einen  Ob- 
jektivöffiiung  immer  gleiche  Helligkeit  herstellen.  Dann  giebt  das 
Verhältnis  der  Objektivöffiiung  auch  das  Verhältnis  der  Stemhellig- 
keiten.  Eine  solche  Methode  beschreibt  schon  Bouguer  in  seinem 
„Traite  d'optique"  und  W.  Herschel  in  Philos.  Trans,  of  the  R.  Soc. 
London  1817,  p.  302.  In  analoger  Weise  ist  auch  das  Heliometer 
benutzt  worden  (Johnson:  Astron.  Observ.  Oxford  1851,  Bd.  12,  App.  1 
und  Schur:  Astron.  Nachr.  Bd.  94,  Nr.  2245). 

Auf  einem  ganz  analogen  Prinzip  beruht  das  sehr  komplizierte 
Astrophotometer  von  Schwerdt.  Die  Objektivöffiiungen  der  beiden 
Femrohre  verhielten  sich  hier  jedoch  wie  1  : 4  (ihre  Durchmesser  wie 
1:2),  so  dafs  also  ein  Stern  in  dem  ersteren  viermal  lichtschwächer 
erschien  als  im  anderen  (vergl.  MüUer:  Photom.  der  Gestirne.  Arge- 
lander:  Sitz.-Ber.  des  nat.-wiss.  Vereins  der  Bheinlande  u.  Westf. 
Neue  Folge.  Jahrg.  6,  1859,  p.  64).  Vergl.  auch:  Ann.  de  chim.  et 
de  phys.  Serie  4,  Bd.  12,  p.  243  (1867),  wo  von  De  la  Rive  ein  ähn- 
liches, jedoch  für  technische  Zwecke  bestimmtes  Photometer  be- 
schrieben ist. 

Beim  Zonenphotometer  von  Homstein  wird  durch  einen  kleinen 
am  Objektiv  angebrachten  Spiegel  ein  Vergleichsstem  ins  Femrohr 
gebracht,  mit  dem  der  direkt  gesehene  Stern  durch  Abbiendung  auf 
gleiche  Helligkeit  gebracht  wird.  Derselbe  Vergleichsstem  wird  für 
eine  ganze  Reihe  (Zone)  von  zu  messenden  Sternen  benutzt,  wobei 
dann  seine  eigene  Helligkeit  gamicht  bekannt  sein  braucht,  indem  ein 
beliebiger  der  gemessenen  Sterne  von  der  Helligkeit  Eins  angenommen 
wird  (Sitz.-Ber.  der  Ak.  zu  Wien,  Bd.  41,  p.  261). 

3iS9.  Photometer  von  Wheatstone.  Das  Photometer  von  Wheatstone 
ist  eine  glänzende  Stahlkugel  auf  einer  schwarzen  Scheibe,  die  exzentrisch 
von  einem  Zahnrad  getragen  wird,  das  sich  ebenfalls  mittels  Zähnen  an 
dem  inneren  Umfang  eines  gröfseren  Kreises  bewegt,  wenn  der  letztere 
mittels  einer  Kurbel  in  Rotation  versetzt  wird.  Fällt  auf  die  in 
schneller  hypocykloidaler  Bewegung  befindliche  Stahlkugel  ein  Licht- 
bündel, so  wird  dasselbe  reflektiert  und  das  reflektierte  Bündel  pro- 
jiziert auf  einen  Schirm  infolge  der  Nachwirkung  des  Lichtes  auf  der 
Netzhaut  eine  mit  vier  Schleifen  versehene  hypocykloidale  Kurve. 
Von  einer  zweiten,  seitwärts  gelegenen  Lichtquelle  wird  gleichzeitig 
eine  ähnliche  Kurve  auf  dem  Schirm  erzeugt,  die  sich  auf  die  erstere 
lagert  und  sie  mehrfach  durchschneidet.  Erscheinen  die  Kurven  gleich 
hell,  so  verhalten  sich  die  Leuchtkräfte  umgekehrt  wie  die  Quadrate 
ihrer  Entfernungen  von  der  Stahlkugel.  24  bis  30  Rotationen  in  der 
Minute  genügen  zur  Erzielung  einer  ruhig  leuchtenden  Linie. 
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330.  Rotierende  Solieibeii.  Um  das  Licht  zu  schwachen  und  auf 
diese  Weise  gleiche  Helligkeit  mit  der  Yergleichslichtquelle  herzustellen^ 
wird  auch  das  Prinzip  der  rotierenden  Scheiben  verwendet.  Befinden 
sich  in  der  rotierenden  Scheibe  die  Sektoren  a*^,/9^,y® ...  ausgeschnitten, 
so  verhält  sich  das  auffallende  Licht  zu  dem  austretenden  wie  360^ 
zu  a°  +  /^^  +  y^  •  •  •  Datei  werden  30  Rotationen  per  Sekunde  als 
genügend  zur  Erzielung  eines  ruhigen  Lichtes  erachtet.  (Vergl. 
F.  Guthrie:  A.  new  Photometer,  Chem.  News.  40,  p.  262.  D.  Napoli: 
Un  nouveau  Photometre.  S&mce  de  la  Soc.  de  Phys.  fran;.,  1880,  p.  53. 
H.  Hammerl:  Über  eine  Methode  zur  Messung  der  Litensitat  sehr  heller 
Lichtquellen.  Elektrot.  Zeitschr.  4,  p.  262.  Langley:  American  Joum. 
of  science.  Ser.  3,  Vol.  30  (1885).  Talbot:  Phil.  Mag.  Ser.  3,  Vol.  5. 
Plateau:  Pogg.  Ann.  Bd.  35,  p.  457.) 

Die  nach  dem  obigen  Prinzip  konstruierten  Photometer  weichen 
von  einander  mehrfach  ab  durch  die  Form  und  Anordnung  der 
Scheibenausschnitte,  sowie  durch  die  Verwendung  mehrerer  hinter 
einander  auf  derselben  Achse  rotierender  Scheiben,  deren  Rotations- 
geschwindigkeit auch  während  der  Drehung  verändert  werden  kann 
(Lummer-Brodhun). 

Talbot  mifst  nach  diesem  Prinzip  das  Sonnenlicht,  Secchi  das 
Licht  der  Fixsterne  (Atti  dell'  Accad.  Pontificia,  Tomo  4  [1850—51])^ 
während  Seeliger  mit  Hülfe  dieser  Methode  die  scheinbare  Vergröfsening 
des  Erdschattens  als  eine  physiologische  Erscheinung  erklären  will 
(Seeliger:  Abh.  der  Akad.  der  Wissensch.  zu  München,  11.  Kl.  XIX, 
Abt.  2). 

Zur  Helligkeitsmessung  sehr  kurzer  Lichteindrücke  wie  des  Blitzes 
oder  eines  Induktionsfunkens  benutzt  Massen  (Etüde  de  Photometrie 
electrique,  Ann.  de  Chim.  et  Phys.  (3)  14,  p.  139)  eine  rotierende  Scheibe 
mit  schwarzen  Sektoren.  Eine  momentane  (äufserst  kurze)  Beleuch- 
tung läfst  bekanntlich  die  rotierende  Scheibe  wie  ruhend  erscheinen. 
Entfernt  man  jedoch  die  Lichtquelle  genügend  weit,  so  hört  bei  einer 
gewissen  Entfernung  infolge  der  Lichtschwächung  diese  Wirkung  auf. 
Die  Quadrate  dieser  Entfernungen  sollen  sich  nach  Massen  umgekehrt 
wie  die  Lichtquellen  verhalten. 

231.  Auslöschungsphotometer.  Werden  zwei  Lichtquellen  durch 
irgend  ein  Mittel  successive  geschwächt,  so  wird  die  schwächere  zuerst 
für  die  Empfindung  des  Auges  verschwinden.  Dieses  Prinzip  ist  be- 
sonders für  astrophotometrische  Zwecke  verwandt  Bei  successiver 
Abbiendung  eines  Femrohrobjektivs  verhalten  sich  die  Helligkeiten 
der  zum  Verschwinden  gebrachten  Sterne  umgekehrt  wie  die  Objektiv- 
Öffnungen,  bei  denen  das  Verschwindungsphänomen  eintritt. 

Hirsch  (Berl.  Astron.  Jahrb.  1792)  bewirkte  die  Abbiendung  durch 
übereinander  zu  schiebende  quadratische  Öffiiungen,  Reissig  (Berl. 
Astron.  Jahrb.  1811)  durch  quadratische  Blenden,  die  sich  auf  einer 
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drehbaren  Scheibe  befandeD^  während  Knobel  (Monthly  Notices  Bd.  35) 
dreieckige  Oflfnungen  verwandte  und  Thury  (Bibliotheque  universelle 
et  revue  Suisse.  Archives  des  sciences  phys.  Nouvelle  periode  51) 
nach  Art  der  Irisblende  die  Lichtschwächung  bewirkte. 

Da  sich  der  in  ein  Femrohrobjektiv  dringende  Strahlenkörper 
nach  dem  Okular  zu  beständig  verengt,  so  kann  man  auch  durch 
Yerschiebimg  einer  zentralen  achsensenkrechten  Blende  vom  Okular 
nach  dem  Objektiv  hin  eine  successive  Abbiendung  bewirken.  Vergl. 
Hirsch:  Bulletin  de  la  soc.  des  sciences  nat.  de  Neuchatel,  Bd.  6,  p.  94 
p.  209  und  Dawes:  Monthly  Notices  Bd.  25,  p.  229. 

332.  Photometer  von  Farkhurst.  Bei  dem  Deflektionsphotometer 
von  Parkhurst  (Ann.  of  the  Astr.  Observ.  of  Harvard  Coli.  Bd.  18,  IH) 
wird  eine  Zeitmessung  zur  Feststellung  der  Stemhelligkeiten  benutzt. 
ZwiBchen  Objektiv  und  Okular  des  Femrohrs  ist  eine  (schwach  keil- 
förmige) Glasplatte  senkrecht  zur  optischen  Achse  eingefügt,  die  einen 
Teil  des  vom  Objektiv  kommenden  Strahlenkegels  abschneidet.  Die 
abgeschnittenen  Strahlen  erzeugen  ein  zweites  Sternbild,  das  sich  in- 
folge der  schwach  ablenkenden  Wirkung  der  eingeschobenen  Platte 
neben  dem  ursprünglichen  Sternbild  im  Okular  zeigt.  Je  tiefer  die 
Platte  in  den  Strahlenkegel  einschneidet,  was  durch  die  Eigenbewegung 
des  Sterns  herbeigeführt  wird,  um  so  schwächer  wird  das  primäre 
Sternbild,  bis  es  nach  einer  bestimmten  Zeit  ganz  erlischt.  Diese  Zeit, 
welche  für  helle  Sterne  gröfser  ist  als  für  schwächere,  giebt  ein  Mafs 
der  Helligkeit  ab.  Zur  einfachen  Bestimmung  des  Zusammenhanges 
zwischen  Yerschwindungsdauer  und  Helligkeit  ist  eine  eigenartige 
Objektivblende  vorgesehen,  (über  die  konstruktiven  Einzelheiten  und 
die  Bedenken  gegen  diese  Methode,  vergl.  oben  und  Müller:  Photo- 
metrie der  Gestirne,  S.  179.) 

333.  Verwendung  von  Negativlinsen.  Um  das  Licht  sehr  heller 
Quellen  in  mefsbarer  Weise  zu  schwächen,  ehe  es  ins  Photometer  ge- 
langt, kann  man  in  den  Strahlengang  eine  Negativlinse  einschalten, 
die  das  Licht  zerstreut.  Die  Brennweite  der  Linse  und  die  Ent- 
fernung derselben  von  der  Lichtquelle  bestimmen  in  einfacher  Weise 
den  Grad  der  Schwächung  (vergl  Krüss:  Elektrotechn.  Photom.  S.  55 
und  A.  Voller:  Abh.  d.  Naturw.  Ver.  Hamburg  (7)  2,  p.  40). 

334.  Absorbierende  Medien.  Zur  Schwächung  und  Auslöschung 
des  Lichtes  sind  häufig  absorbierende  Medien  (Flüssigkeiten  und  feste 
Körper)  verwandt.  Alle  darauf  basierenden  Photometer  leiden  an  dem 
Mangel,  dafs  für  die  Messung  nur  gewisse  von  der  Färbung  des  Ab- 
sorptionsmittels abhängende  Strahlengruppen  in  Betracht  kommen. 
Crova  (Ann,  de  chim.  et  de  phys.  (6)  5,  p.  341)  verwandte,  ähnlich  wie 
Weber,  absorbierende  Milchglasplatten,  Abney  benutzte  auf  photo- 
graphischem Wege  abgetönte  Platten,  Sabine  (Phil.  Mag.  [5]  15,  p.  22) 
und  Haenlein  (Dingl.  Journ.  244,  p.  54  und  Journal  für  Gasbeleuchtung, 
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1883;  p.  659)  Milchglaskeile  resp.  mit  absorbierenden  Flüssigkeiten 
gefüllte  Keile.  Für  astrophotometrische  Zwecke  ist  besonders  das 
Pritchardsclie  Keilphotometer  in  Gebrauch.  Hier,  wie  bei  den  meisten 
Instrumenten  dieser  Art,  sind  zwei  Keile,  die  zusammen  eine  recht- 
winklige Säule  bilden  (Fig.  231)  über  einander  befestigt,  von  denen 

der  eine  aus  gefärbtem,  der  andere  aus  ge- 
wöhnlichem Glase  besteht.  Durch  diese  Ein- 
richtung wird  unter  Voraussetzung  gleicher 
Brechungsexponenten  die  Ablenkung  der 
Fig.  831.  Strahlen  yermieden.    Je  näher  der  Basis  des 

Lichtkeiles  das  Licht  hindurchgeht,  um  so 
mehr  wird  es  geschwächt.  Der  Bruchteil,  um  den  das  Licht  ge- 
schwächt wird,  läfst  sich  mittels  einer  von  der  Form  und  der  physi- 
schen Beschafifenheit  des  Absorptionskeiles  abhängigen  Konstanten 
(Keilkonstante)  theoretisch  ableiten  (siehe  Müller  1.  c.  S.  187). 

335.  Spektralphotometer  (Fraunhofer,  Vierordt,  Olan -Vogel).  Die 
Helligkeitsyerteilung  im  Spektrum  ist  zuei*st  von  Fraunhofer  ge- 
messen worden  mit  der  Absicht,  daraus  das  günstigste  Dispersions- 
verhältnis verschiedener  Glassorten  zu  bestimmen  zur  Herstellung 
achromatischer  Femrohrobjektive  (Denkschriften  der  K.  Bayer.  Akad. 
der  Wiss.  Math.  phys.  KL,  Bd.  5  (1817),  p.  193  und  Gilberts  Ann., 
Bd.  56,  p.  264).  Das  Verfahren  war  ziemlich  primitiv.  Die  Beobachtung 
geschah  durch  ein  Fernrohr.  Die  obere  Hälfte  des  Spektrums  wurde 
durch  einen  Spiegel  verdeckt,  der  das  Licht  einer  Öllampe  reflektierte. 
Durch  Entfernung  der  Lampe  wurde  dieses  Licht  so  geschwächt, 
dafs  es  mit  dem  in  Frage  kommenden  Spektralbezirk  gleich  hell  er- 
schien. Hier  wurden  also  verschieden  gefärbte  Lichter  mit  einander 
verglichen  —  ein  Hauptmangel  dieser  Methode.  Fraunhofer  dehnte 
seine  Beobachtungen  auf  acht  Spektralbezirke  aus.  Hat  die  hellste 
Stelle  im  Spektrum  zwischen  D  und  E  die  Helligkeit  Eins,  so  gelten 
nach  Fraunhofer  für  die  Hauptlinien  folgende  Zahlen: 

B  C  D  E  F  G  H 

0,032      0,094      0,64      0,48      0,17      0,03      0,005. 

Vierordt  liefs  durch  das  Skalenrohr  einen  horizontalen  wei&en 
Lichtstreifen  auf  das  Spektrum  fallen  und  schwächte  dann  durch 
Blendgläser  dieses  weiise  Licht  so  lange,  bis  es  in  den  zu  messenden 
Spektralbezirken  verschwand.  Hat  wieder  die  hellste  Stelle  zwischen 
V  und  E  die  Helligkeit  Eins,  so  sind  seine  Resultate  durch  folgende 
Reihe  ausgedrückt: 

B  C  D  E  F  G  R 

0,022      0,128      0,78      0,37      0,128      0,008      0,0007  ^ 

Vergl.  Vierordt:  Die  Anwendung  des  Spektralapparates  zur  Messung  der 
Stärke  des  farbigen  Lichtes,  Tübingen,  und  Pogg.  Ann.  Bd.  137,  p,  200. 
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Bringt  man  vor  den  Spalt  eines  Spektralapparates  eine  Glasplatte 
mit  einer  Anzahl  sehr  feiner  Striche^  die  sich  als  Querlinien  im  Spektrum 
zeigen^  und  schwächt  das  Licht  (etwa  durch  polarisierende  Medien), 
bis  die  feinen  Striche  für  das  Auge  unsichtbar  werden,  so  kann  man 
aus  dem  Grade  der  Schwächung  auf  die  Helligkeit  des  betreffenden 
Spektralbezirkes  schliefsen  (vergl.  Draper:  Philos.  Mag.,  Ser.  5,  Vol.  8 
(1879)  und  Lagare:  Comptes  Rendus,  T.  93,  1881). 

Zu  den  YoUkommensten  Spektralphotometern  gehört  das  Yierordt- 
sche,  bei  welchem  durch  zwei  übereinander  befindliche  Spalte  yon 
zwei  verschiedenen  Lichtquellen  zwei  genau  übereinander  liegende 
Spektren  entworfen  werden.  Indem  der  eine  Spalt  gegen  den  anderen 
verengt  oder  erweitert  wird,  ist  es  möglich,  eine  Spektralregion  für 
beide  Lichtquellen  gleich  hell  zu  machen.  Die  zu  messenden  Spalt- 
breiten geben  ein  Mafs  der  relativen  Helligkeiten  beider  Lichtquellen. 
Hier  werden  also  im  Gegensatze  zu  den  früheren  Methoden  gleich 
gefärbte  Lichter  mit  einander  verglichen,  worin  der  Fortschritt  dieser 
Einrichtung  liegt.  Vergl.  Vierordt:  Pogg.  Ann.  Bd.  140,  p.  172,  und 
Govi:  Comptes  Bendus,  T.  50,  p.  156. 

Das  Spektralphotometer  von  Glan  und  Vogel  beruht  auf  einem 
ähnlichen  Prinzip  wie  das  Vierordt^sche,  indem  auch  hier  gleich- 
gefärbte Spektralbezirke  mit  einander  verglichen  werden.  Die  Licht- 
schwächung wird  durch  polarisierende  Medien  herbeigefü}irt.  Da 
hierbei  die  Spaltweite  nicht  gröfser  wie  nötig  gemacht  werden  braucht, 
zeichnet  es  sich  vor  dem  Vierordtschen  Instrumente  durch  gröfsere 
Reinheit  des  Spektrums  aus  und  ist  ihm  auch  darin  überlegen,  dafs 
sehr  verschieden  helle  Lichtquellen  unmittelbar  mit  einander  ver- 
glichen werden  können;  es  steht  ihm  jedoch  darin  nach,  dafs  es 
gröfsere  Absorptionsverluste  zeigt,  was  bei  sehr  lichtschwachen  Ob- 
jekten (Pixstemen)  von  Wichtigkeit  ist.  Vergl.  Glan:  Wied.  Ann. 
Bd.  1,  361,  und  Vogel:  Monatsber.  der  k.  Pr.  Ak.  der  Wiss.,  1877,  p.  104. 
Siehe  auch  Crova:  Ann.  de  chim.  et  de  phys.,  Serie  5  t.  19,  p.  495. 

Anmerkung:  Nur  der  Vollständigkeit  halber  wollen  wir  hier 
auf  die  sogenannten  Polarisationsphotometer  hinweisen  (Malus,  Zoellner, 
Savart,  Arago,  Wild).  Das  Eonstruktionsprinzip  dieser  Instrumente 
ist  die  Lichtschwächung  durch  Polarisation,  eine  Eigenschaft  des 
Lichtes,  deren  Darstellung  auTserhalb  des  Rahmens  dieses  Buches  liegt. 
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